Chapitre 1

Intégrales simples et multiples

1.1 Rappels sur ’intégrale de Riemann et sur le cal-
cul de primitives

Soit f une fonction définie sur [a, b], tel que pour tout = € [a,b], f (z) > 0.

1.1.1 Intégrale de Riemann

On appelle subdivision A de l'intervalle [a, b] un ensemble fini de n+1 réels {z,, € [a,b] /0 < p < n},
avec o = a, T, = b,Vp, x, < xp41.

d(A) = max (zp41 —xp) s’appelle le "pas" de A.
0<p<n-—1

Définition 1.1.1 On considére une subdivision /\ sur [a,b] et on choisit o; € [z, Ti41] ,0n
appelle somme de riemann relative a la subdivision A au choix des o = (0)geic, 1 la

somme:.
n—1

%<f7 A? Oé) = Zf (az) (xi-i-l - xl)

=0



Géométriqguement
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Définition 1.1.2 On dit la fonction f est intégrable au sens de Riemann si 6(lim R(f,N a)=

A)—0

I est finie Va,

I= @ = Jf

Exemple 1.1.3 {xl = %,z’ =0, ,n} est une subdivision de l’intervalle [0, 1]

f (z) = x sur lintervalle [0,1], on a
i — T;) = —,V'—— O,...,
(Zir1 — ;) v n

la somme

n n

i=0 n2 277/2

i <¢+1 z) i (1)

Y

est une somme de Riemann da la fonction f (z) = x sur lintervalle [0,1] .



1.1.2 Sommes de Darboux

Définition 1.1.4 On considére une subdivision /\ sur [a,b] et on choisit I;+[z;, ;1] ,on

choisit

m; = inf | f (2)]
.’L'E[(Ei,fl'i+1[
M; = sup |[f(2)]

T€[wi,Tit1]

Les deux sommes suivantes

n—1

S (f7 A) = '—OMi (xp-‘rl - Ip)
n—1
S (f> A) = ;)mz (xp—i-l - $p>

appelées respectivement sommes de Darboux inférieure et supérieure.

Théoréme 1.1.5 5S¢ lim S(f,A) = lim s(f,A) alors f est intégrable en sens
0(A)—+oo (f ) 5(A)—+oo <f ) f g

de Riemann.

Proposition 1.1.6 Toute fonction continue sur un intervalle I est une fonction inté-

grable en sens de Riemann sur I.

Exemple 1.1.7 {31:Z = T%,i =0, ,n} est une subdivision de l’intervalle [0, 1]

f(z) =z sur Uintervalle [0,1], on a

($i+1 — .731) = E,VZ = O, N

1
m; = inf )| =—
xehh%+ﬂ|f( =~
1+ 1
M; = sup |f (z)] =
:EE[.’L'i,:Ei_‘_l[ n



on calcule les deuxr sommes de Darboux

S(f,0) = gMi(po—xp):%f”l _n(n+1)

=0 =0 n? 2n?

nl nli nn-1)

A) = Z. P L
s(f, D) izzom (@ps1 — Tp) 2 N2

On remarque que hIJP S(f,A) = lir+n s(f,A) =43

donc f est intégrable en sens de Riemann.

1.1.3 Propriétés de l’intégrale de Riemann

Soient f et g deux fonctions, A € R et a,b,c € R(a < ¢ <b) on a:

1) Si la fonction f intégrable sur les intervalles [a, c] et [c, b] elle est intégrable sur

l'intervalle [a, b] et on a

}f(x)dx:jf(x)+}f(x)dx

2) Si la fonction f est intégrable sur 'intervalle [a, b] et f > 0 alors

b

[ (x)de =0

a

3) Si les fonctions f est intégrable sur I'intervalle [a, b] et A € R alors la fonction A f

est intégrable sur I'intervalle [a, 0]

FU @ +g@)de= [F(@)+ [g(x)de

Soit f une fonction intégrable sur [a, b]

Valeur moyenne



b
On appelle moyen de f dans [a, b] le nombre m = 3= [ f () dz.
Exemple 1.1.8 On calcule le moyen des carrés des réels copmris entre 0 et 1.

1 1
fx%lxzfmdx:m:%

0 0
Valeur efficace

b
On appelle valeur efficace de f dans [a, b] le nombre v tel que v? = [ (f (2))? d.

Exemple 1.1.9 On calcule la valeur efficace de la fonction f (x) = \/x dans [0, 1]

1 1
fxdx:fv2dx:>v:i.
0 0

>

1.2 Calcul de primitives ( Intégrale indéfinie)

Définition 1.2.1 Soit f une fonction continue sur I.
On dit que F' : I — R est une primitive de f sur I ssi la dérivée de F' donne f

(F1= f). On prend alors ’habitude de noter toute primitive de f sous forme
Fa)= [ f@)ds

et s’appelle aussi intégrale indéfinie de f.
Remarque 1.2.2 La primitive d’une fonction s’il existe n’a pas unique.

Exemple 1.2.3 1. Soit f : R — R définie par f(z) = x. Alors F': R — R définie par

F(z) = % est une primitive de f,

=3
aussi la fonction définie par F(z) = % + 2 est une primitive de f .



1.2.1 Primitives des fonctions usuelles

La fonction f La primitive de f définie par: (k € R) lintervalle I
fx)=c F(x)=cx+k R
f(z) =20 cR/{-1} F () = Lot 4k R/{0} sia s —1
Rsiaz -1
fla) =1 F(z)=Inl|z|+k ]—00, 0[ o]0, +00]
f(z)=e F(z)=¢€e"4k R
f(z) =sinx F(z)=—cosz+k R
f(z) =cosx F(z)=sinx +k R

Proposition 1.2.4 Soient f et g deuzx fonctions continues et A € R on a:

/f r)+g(x dx—/f / da://\f )dr =\ /f

1.2.2 Intégration par parties — Changement de variable
Intégration par parties

Théoréme 1.2.5 Soient u et v deux fonctions dérivables. On a

Preuve. On a (u(z )v(x))l = (2)v(z) + u(2)v' (z)
alors /(u(:v)v(:n))/ dx = /u’(x)v(:v)dx—l—/u(m)v’(m)dw

donc
w (@) (z) = / o (2)o(x)d + / (@) (2)dz

c’est a dire



Exemple 1.2.6 calculons / r?e®dx

On a
/x2e”da: = z2e” — /2xe””dm = /:(:2exda: = z%e® — 2 /xexdx
/:Be”das = ze® — /emd:v = ze® — e%dx

alors /m%md:p = 2%e® — 2 /xemdm =22 —2xe®* + 2" +c,c€R

Changement de variable

Théoréme 1.2.7 Soient u une fonction dérivable et f une fonction continue avec
F)= [ flo)ds

On a /u’f(u)dx:/f(u)du:F(u)

Exemple 1.2.8 Calculons la primitive

K (z)= /tanxdm = / S

COsS T

I
on choisit u(r) =cosz, f(x) = —u (x) = —sinz, F (z) = In |z| +¢,c € R.
T

i da::—/u'f(u)dm:/f(u)du:F(u):—1n|cosx|+c,c€R.

sin x

COS T

COS T

K (z)= / Y e = —Injcosz| +¢,c € R.



1.3 Intégrale doubles

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [, f =
[ p [, y)dzdy.

1.3.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.3.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ou D = [a,b] X [¢,d], a <betc<d, on a:
b [d d b
ffD myd:z:dy—f{f xydy}dx—f ff(x,y)dx}dy.

2)Cas ot D = {(x,y) € R*;a < z < b,u(:_c(; <y <w(x)}, ot u,v : [a,b] — R sont

continues, alors:

a |u(x)

b [v(z)
[ @ y)dady = [ | [ f(%y)dy] dx

Proposition 1.3.2 Si f(z,y) = g(x)h(y) avec D = [a,b] x [¢,d], a <b et ¢ < d, on a:

[ p fx,y)dady = [}9 () dﬂf] X [Zh(y)dy} :

a

Exemple 1.3.3 On calcule I = [[ ) (zy) dzedy, ou D = [1,2] x [3,5]
2
]:{fxdx} {fydy]—% %:12.
1

Exemple 1.3.4 On calcule I = [[ dzdy, ou D = {(z,y) e R0 <2 <1,0<y <
1—x}
1 [l-2 1
ffDdxdy:f{fdy}dx [ —2z)de =4
0

0
1.3.2 Changement de variable

SoientU et V deux ouverts de R? et

p:U—-V

(u,0) = (2,9)



une application de classe Cl, et ACcUet DCV

0 Ox
La matrice jacobien de ¢ est j (p) = [ 2% %
dy 9y
ou v
o oo
. _ ou ov
det(G(0)) =\ 5 &
ou  Ov
Si ¢ (A) = D, on obtient:
JI b f(xy)dady = [[ 5 f (o (u,0)) det (7 () dudv
1.3.3 Coordonnées polaires
v :(r,0) = (z,y) = (rcosf,rsinb)
cosf —rsinf

La matrice jacobien de ¢ est 2 ((f g)) =

sinf rcos6

(r0)
¢ (A) = D, on obtient:

t‘ D(x.y)

[ p (@, y)dedy = [[ , f(rcos,rsind)|r|drdd

1
Exemple 1.3.5 On calcule I = [[ mdwdy ot D = {(z,y) Ja2+y*> <1}
et A={(r,0)/0<r<1 et0<0<27r}

1
I:ffDm ffA]_ drd@-ﬂan

1.4 Intégrales triples

Soit f : D — R une fonction définie sur un domaine D C R?

L’intégrale sur D de f : D — R, s’appelle une intégrale double, on la note [/ pf =
[I] f(@,y, z)dzdydz.



1.4.1 Théoréme de Fubini

Théoréme 1.4.1 Soit f: D — R une fonction continue.

1) Cas ot D = [a,b] X [c,d] x [s,t],a <b,c<dets<t, ona:
b

[f o fla.y.z dmdydz—fﬁfxydy}dxzﬂf{ffmy, i ] .

a c

2)Cas ot D = {(x,y,2) € R® (z,y) € Nu(z,y) < 2z <wv(z,y)}, ovu,v : D — R

sont continues, D est un ensemble fermé borné de R?, alors:

v(z,y)
o fay, dxdydz=ffA[ J f(a:,y,z>dz] dxdy.

u(z,y)

3)Cas ou D = {(z,y,2) € R%a < z < b,(2,y) € A(2)}, ott u,v : D — R sont

continues, D (z) est un ensemble fermé borné de R? Yz € [a,b], alors:

JIf o flay, 2 dwdydz—f[ffA (., 2)dady] dz.

Proposition 1.4.2 Si f(z,y) = g(x)h(y)k (z) avec D = [a,b] X [c,d] X [s,t], a < b,
c<dets<tona:

[ffp (@, y, 2)dadydz = ljg (z) dfﬂ] X {ih(y)dy] x [}k(z)dzl .

a S

Exemple 1.4.3 On calcule [[[ , (zyz)dedydz, D = |0, 1

1T o o) dodyds = | [ads] x |[uds]  |[t:] = &

0

Exemple 1.4.4 On calcule [[[, dvdydz, A = {(z,y) € R (z,y) € D = [0,1]°,0 <

z <ux}

10
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