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Chapitre 1

Di¤éomorphisme dans un espace de

Banach

1.1 Diverses notions de di¤érentiabilité

Soient (X; k:k) et (Y; k:k) deux espaces vectoriels normés et f : X ! Y une application

1.1.1 Dérivée directionnelle

Dé�nition 1.1.1 On dit que f est dérivable en x dans la direction v si la limite Dfx (v) =

lim
t!0

f(x+ tv)� f(x)
t

existe.

dfx (v) s�appelle la dérivée directionnelle de f en x dans la direction v:

1.1.2 Applications linéaires continues

On note Lc (X;Y ) l�ensemble des applications linéaires continues de X dans Y . Rappelons

qu�une application linéaire T : X ! Y est continue si et seulement si elle est continue en 0 et

ceci a lieu si et seulement si T est bornée.

kTkLc(X;Y ) = sup
x2X=f0g

kT (x)kY
kxkX

Dé�nition 1.1.2 f : X ! Y un isomorphisme si et seulement si f 2 Lc (X;Y ), bijective et

f�1 est continue.
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1.1.3 Gâteaux-di¤érentiabilité

Dé�nition 1.1.3 On dit que f est di¤érentiable au sens de R- Gâteaux ( G-di¤érentiable en abrégé)

en x lorsque :Dfx (v) existe pour toute v et Dfx : v ! Dfx (v) est une application linéaire con-

tinue de X dans Y: (Dfx 2 Lc (X;Y )):

1.1.4 Fréchet di¤érentiabilité

Dé�nition 1.1.4 On dit que f est di¤érentiable au sens de M- Fréchet ( F -di¤érentiable en abrégé)

en x 2 X, s�il existe A 2 Lc (X;Y ) et tel que:

kf(x+ u)� f(x)�A (u)k
kuk ! 0 quand u! 0

Ou encore: f(x+ u) = f(x) +A (u) + o (u)

L�application linéaire continue A; notée DF f(x) ou simplement Df (x).

la notation o(u) : X ! R désignant une fonction tel que lim
u!0

o(u)

kuk = 0:

Dé�nition 1.1.5 Soient U un ouvert de X. On dit que l�application f : X ! Y est di¤eren-

tiable en a 2 U s�il existe une application linéaire continue, dfa : X ! Y telle que

kf(a+ u)� f(a)� dfa (u)kY = o (u)

Il est facile de voir que cette application linéaire est unique. On appelle dfa la di¤erentielle

de f au point a.

On dit que f est di erentiable sur U si elle est di¤erentiable en tout point de U .

On dit que f est de classe C1 sur U si elle est di¤erentiable en tout point de U et si

l�application df : U ! L(X;Y ); a! dfa est continue.

1.1.5 Lien entre Fréchet et Gâteaux di¤érentiabilité

Il est clair que si f est Fréchet di¤érentiable alors f est Gâteaux di¤érentiable.

La réciproque est fausse en général comme le montre l�exemple simple suivant :
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Exemple 1

f(x; y) =
x6

(y � x2)2 + x8 si (x; y) 6= (0; 0)

et f(0; 0) = 0:

f est G-di¤érentiable en (0; 0) mais elle n�est pas F-di¤érentiable en (0; 0).

1.1.6 Di¤érentielles d�ordre supérieur

Soient f : U ! Y une fonction di¤érentiable et U est un ouvert de l�evn X

Df : U ! Lc (X;Y ) ; x! Df (x) :

* On dit que f est deux fois di¤érentiable si l�application Df est di¤érentiable.

c�est à dir il existe une application D2f : U ! Lc (X;Lc (X;Y )) = L
2
c (X;Y ) :

* On dit que f est 3- di¤érentiable si l�application D2f est di¤érentiable.

c�est à dir il existe une application D3f : U ! Lc
�
X;L2c (X;Y )

�
= L3c (X;Y ) :

........................................................

* On dit que f est r� di¤érentiable(r 2 N�) si l�application Drf est di¤érentiable.

c�est à dir il existe une application Dr+1f : U ! Lc (X;L
r
c (X;Y )) :

1.2 Di¤éomorphisme

Soient E et F des espaces de Banach, U un ouvert de E, V un ouvert de F ( U et V non vides)

et f : U ! V une application

Dé�nition 1.2.1 On dit que f est un homéomorphisme de U sur V si et seulement si f est

une bijection et f , f�1 sont continues.

Dé�nition 1.2.2 On dit que f est un di¤ éomorphisme de U sur V si et seulement si f est

une bijection et f , f�1sont di¤érentiables (respectivement sur U et sur V ).

Dé�nition 1.2.3 On dit que f est un di¤ éomorphisme de classe Ckde U sur V si et

seulement si f est une bijection et f , f�1des classes Ck (respectivement sur U et sur V ).

Dé�nition 1.2.4 On dit que f est un di¤ éomorphisme local de classe Ckde E sur F si

et seulement si pour tout a 2 E il existe un voisinage V de a tel que f : V ! f (V ) est un

di¤ éomorphisme de classe Ck:
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Dé�nition 1.2.5 On dit que f est un di¤ éomorphisme global de classe Ckde E sur F si

et seulement si f : E ! F est un di¤ éomorphisme de classe Ck:

Dé�nition 1.2.6 (Banach). Soit L 2 Lc(E;F ): Si L est bijective alors L�1 est continue.

Proposition 1.2.1 Si f est un di¤éomorphisme alors f est un homéomorphisme.

Preuve. Clair

Proposition 1.2.2 Si f : U ! V est un di¤éomorphisme et a 2 U alors

Df�1f(a) = (Dfa)
�1

et Dfa est un isomorphisme.

Preuve. On a f�1 � f(x) = x alors d
�
f � f�1

�
a
= Ix

alors �df�1f(x) = Ix donc df
�1
f(x) = f

�1
x :

Corollaire 1.2.1 Soit f : U ! F une application de classe C1 avec U un ouvert non vide.

f est un di¤éomorphisme de U sur f(U) si et seulement si elle est injective, et sa di¤érentielle

est en tout point de U un isomorphisme de E sur F .

Preuve. il su¢ t de montrer que f�1 : f(U)! U une application de classe C1:

(On a sa di¤érentielle est en tout point de F est continue.)

Corollaire 1.2.2 Dimension �nie. Soit U un ouvert de Rp et f : U ! f(U) injective et de

classe C1. Alors f est un di¤éomorphisme de U sur f(U) si et seulement si le déterminant de

sa matrice jacobienne (que l�on appelle jacobien de f) ne s�annule pas sur U .

Exemple 2 f : R2 ! R2; f (x; y) = (x� y; x+ y) et f
�
R2
�
= R2:

injective et de classe C1 et df(x;y) = J (f)(x;y) =

0@ 1 �1

1 1

1A :
et detJ (f)(x;y) = 2:
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