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Cours : Modélisation et évaluation des
performances des systemes

Chapitre 3 : Chaines de Markov.
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Chaine Markov

Introduction

Les chaines Markov permettent de décrire mathématiguement
de nombreux phénomenes aléatoires dans different domaines
comme, par exemple, la biologie, la physique, la sociologie, la
recherche opérationnelle et les sciences de l'ingénieur, ou elles
donnent des reponses qualitatives aussi bien que guantitatives
aux problemes poses.



Chaine Markov

Nous considerons pour cela une suite de variables aléatoires

( Xn ) dont I'espace des états S est discret c’est a dire fini ou
dénombrable.

Onnote: py(n)=p(Xu =j | Xy=1)

C’est la probabilité conditionnelle que le processus passe de
I'état i a I'état j au cours de l'intervalle de temps] n, n+1 ].

On I'appellera probabilité de transition.



Chaine Markov

Chaines de Markov a temps discret

Dans I'exemple préecédent les probabilités de transition pi( n )ne
dépendent pas du comportement du processus anterieur a
I'instant n .

Un tel processus est caracterise par le fait que seule la
connaissance de I'état présent , c’est a dire son état a l'instant n ,
est utile pour connaitre son evolution future.

Cette propriété est connue sous le nom de propriété de Markov.
Mathématiqguement elle s’énonce :

p(Xn+l=j | Xn=i;Xn-1=in-ls-'-3X0=i0)=p(xn+l=j | Xn=i)
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Chaine Markov

pour tout n = 0 et pour des etats quelconquesj,i,in1,...,I0
appartenanta S .

Une suite de variables aléatoires ( Xn ) satisfaisant a cette
condition est appelée chaine de Markov a temps discret ou
simplement chaine de Markov .

On dit qu’un tel processus stochastique est sans mémoire .

Dans les Chaines de Markov homogenes dans le temps les
probabilités de transition sont independantes du temps :

p;i( n) = pj pour tout n.



Chaine Markov

Exemple (chaine de Markov a deux etats).

On pense gu'un individu non endetté a une possibilité sur 3 de
devenir endetté. Un individu endetté a une possibilité sur 6 de
regler ses dettes.

On représente une chaine de Markov avec une matrice de
transition.

Chaqgue rangée de la matrice correspond a un état et donne la
probabilité de passer a un autre état. Dans le cas de notre
iIndividu endetté, la matrice de transition est :

Sans dette  Avec dette |
Sans dette 2/3 1/3

| Avec dette 1/6 5/6
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Chaine Markov

La matrice des probabilités de transition ou matrice de transition
est la matrice P = (( pij)).

On verifie immédiatement que P est une matrice stochastique.

Le graphe des transitions a pour sommets les eétats du
processus, les arcs correspondant aux transitions possibles
avec pour évaluations les probabilités pij

(0,25 0,55 0,2)
P=| 1 0 0 |.
L 0 0,15 0,85

0,15
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Probabilités de transition

Probabilités de transition entre deux moments consécutifs (7+1)

Pij =P(Xr+1 =j|Xr =i)=P(X1 =j|X0 =l) VI,]E{O,,M}
Propriétes:
p;20 Vi je{0...M}

M
Y p,=1  Vie{0,...,.M}
j=0

stationnaires probabilités de transition restent dans le temps
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Probabilités de transition

Probabilités de transition entre deux moments consécutifs ¢ et (1+1)
p,=P(X, =jlX =i)=P(X, =jlX,=i) Vi, je{0,...,M}

Matrice de transitions

états [0 1 ... M ]
0 _Poo Por --- p{]M_
Flpo [Po P P

M  Paro Pary -+ Pant
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Probabilités de transition a n étapes

Soit pi” la probabilité qu'une chaine de Markov passe de I'état |

a I'état j en n transitions ou etapes :
pi” =p(Xa=j | Xo=1)=p(Xo=]j | Xk=1) (n=1.,k=1)
Avec P§j1)=Pij

On note P™]a matrice des probabilités de transition a n étapes :

P™=((p{”)) Alorspourtout n=1: p™=p"
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Probabilités de transition a n étapes

En effet :

P =p(Xa=j | Xo=i)= D, p(X,=]j,X,, =k|X,=1)

kES

=2 p(xnz.] Xn-lzk! Xﬂzi)p(xn-l =k|X0=l)

kES

=Y p(X, =X, =k )p(X,, =k|X, =)

kes

_ (1) ~(n-1)

- E Py Pik
kes

Ce qui signifie que P™ =P P et par itération on obtient

pm _pn  Plus généralement on a donc P™ p™ = pim*n)
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Probabilités de transition a n étapes

On obtient ainsi les equations de Chapman- Kolgoromov:

(m) _J(n) _ _ (m+n)
2 Pik Py = Pijj

ES

Ces équations fournissent une condition nécessaire mais non
pas suffisante pour qu’une suite de variables aléatoires ( Xn)
soit une chaine de Markov.
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Lol de probabilité

Loi de probabilité de X n
Introduisons maintenant les probabilités d’état & (n) =p( X, =k)

La distribution de Xn peut étre écrite sous forme vectorielle avec
dont la somme des termes vaut 1. D’apres le theoreme des

probabilités totales on a alors
m(n)= Y 7,(0)p{

1=S

Matriciellement cette relation s’écrit:  a(n)=n(0)P" pour toutn =0
Onade méme: ®(n+1)=n(n)P

Ces résultats permettent d’affirmer gu’'une chaine de Markov est
completement définie si 'on connait sa matrice des probabilités

de transition ainsi que la distribution de XO.
S
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Régime permanent

Régime transitoire et regime permanent

Lorsqu’on exprime les probabilités d’état @wx (n ) = P( X, = k)
d’'une chaine de Markov en fonction du nombre n de transitions,
on étudie le régime transitoire du phénomene aléatoire.
Généralement la distribution de varie en fonction du temps et
dépend de la distribution Xn initiale en fonction du temps et déepend
de la distribution initiale w(0)

Si la distribution = ( n ) onverge, lorsque n tend vers I'infini, vers
une distribution limite notée 11, cette derniere définit le régime
permanent du processus stochastigue.

Celui ci n’est pas influenceé par le choix de la distribution initiale.
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Régime permanent

Silim nn (n)=n, indépendamment de la distribution initiale et

si 1 est une distribution de probabilité, on dit que la chaine de

Markov ( X, ) converge vers ou m possede une distribution
limite & .

Une distribution de probabilité discrete 1 est dite stationnaire
par rapport a la matrice stochastiqgue P si xP=mx.

Une chaine de Markov est appelée stationnaire si la distribution
m ( n) de la variable aleatoire Xn est indépendante du temps n

, ce qui signifie que 11 ( 0 ) est une distribution stationnaire du
pProcessus en question.
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Classification des états

Un état i est accessible a partir de I'état j pi” >0
Pour certn >0

Les états | et ] communiquent  Si

I'état i est accessible a partir de I'état | et I'état | est accessible
a par l'état |

Une classe est un sous-ensemble de tous les états
communigquant entre eux.

Une chaine de Markov est irreductible si elle ne comporte
gu'une seule classe.
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Classification des états

Etat transient :
| est un etat transient si apres y avoir accédeé ,le processus
peut ne plus y revenir:

Etat récurrent :
| est un état récurrent si apres y avoir accede, le processus

y reviendra:

Etat absorbant:

| est un état absorbant si apres y avoir accéde, le
processus ne peut en repartir:

| est un état absorbant <& pi=1.

17 -



la période di d’'un état récurrent i est : 4, = PGCD{n|p” > 0}

pou est la probabilité que le systéme, partant de i, y repasse
apres n transitions ; la période di est donc aussi le PGCD des
longueurs des circuits passant par I.
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