Construction d'une topologie a partir des axiomes des voisinages. Soient (X, T)
un espace topologique et € X. On note V(x) la famille des voisinages de x. Les familles

TOn revient sur ces deux exemples au chapitre 2.

1.1. Espaces topologiques 5

V(zx) de parties de X, = € X, vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes des
voisinages.

(V1) Pour tout z € X, V(z) # 0 et pour tout V€ V(z),onaz V.

(V2) Toute partie de X qui contient un élément de V(z) appartient a V(z).
(V3) L’intersection de deux éléments de V(x) est élément de V(x).
)

(V4) Pour tout = € X et tout V € V(z), il existe W € V(z) tel que pour tout y € W,
on ait V € V(y).



Réciproquement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout r € X,
une famille V(z) de parties de X vérifiant les propriétés (V1), (V2), (V3) et (V4), alors
il existe une unique topologie 7 sur X telle que pour tout =z € X, V(z) soit la famille
des voisinages de x. En effet, i1l suffit de prendre :

Y {[ﬂ}u{U{:X; UeV(x) pDul‘tDutIEU}.

Définition 1.1.5. Soient (X, 7) un espace topologique et z € X. On appelle systéme
fondamental de voisinages de x ou base de voisinages de z, toute famille B(z) de
voisinages de x telle que pour tout voisinage V' de z, il existe W € B(z) tel que W C V.

Notez que si B(x) est une base de voisinages de z, alors on a :
V(z) ={V C X ; il existe W € B(z) avec W C V' } .

Autrement dit, V(z) est 'ensemble des parties de X contenant un élément de B(x). Ainsi,
on obtient V(z) a partir de B(z).

Comme pour les bases d’ouverts de X, le role des systemes fondamentaux de voisinages
est de simplifier les démonstrations.



Exemple 1.1.5. 1. Soient (X, T) un espace topologique et € X. Alors V(z) est
une base de voisinages de x. L’ensemble des ouverts de X contenant x est une base
de voisinages de x. Autrement dit, tout point d'un espace topologique admet une
base de voisinages formée d’ensembles ouverts. Notons aussi que si B(z) et B'(z)
sont des parties de V(z) telles que B(z) C B'(z) et si B(z) est une base de voisinages
de x, alors B'(z) est également une base de voisinages de =.

2. Dans un espace discret, I'ensemble {x} constitue & lui seul un systéme fondamental
de voisinages de .

3. S1 R est muni de la topologie usuelle et # € R, 'ensemble des intervalles de la
forme |z — %., T+ = ~[, avec n € N*, est une base de voisinages du point =z fDI‘I'IlE'E
d’ensembles Dll“i«EI‘tS également, I’ ensemble des intervalles de la forme [z — i , T+= ]

avec n € N™, est une base de voisinages du point r formeée d’ensembles fermes.

4. Si R est muni de la topologie usuelle, 'ensemble des demi-droites de la forme
[—00, —n[, avec n € N, est une base de voisinages du point —oc formée d’ensembles
ouverts. De méme, I'ensemble des demi-droites de la forme |n, +oc], avec n € I,
est une base de voisinages du point 400 formée d’ensembles ouverts.



Proposition 1.1.3. Soient (X, T) un espace topologique et B C T. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

(i) B est une base d’ouverts de X.

(ii) Pour tout x € X, la famille {U A i U} est une base de voisinages de x.

Démonstration. Montrons I'implication (i) == (ii). Soient € X et V un voisinage de
r dans X, alors 1l existe un ouvert W de X tel que x € W C V. Comme B est une base
d’ouverts de X, alors il existe une famille (U;);jc s d’éléments de B telle que W = jl_lé.ljU j-
Par conséquent, il existe U; € B tel que z € U; C V, donc la famille {U chz el }
est une base de voisinages de .

Preuve de (ii) = (i). Soit U un ouvert non vide de X. Puisque U est voisinage de
chacun de ses points, alors pour tout = € U, 1l existe U, € B tel que » € U, C U. Par

conséquent, on a U = U U,, donc B est une base d’ouverts de X. i
el



Construction d'une topologie a partir des systemes fondamentaux de voisi-
nages ouverts. Soient (X, 7 ) un espace topologique et pour tout € X, soit B(z) une
base de voisinages de = formée d’ensembles ouverts. Les familles B(z) de parties de X,
r € X, vérifient les propriétés suivantes, appelées axiomes de Hausdorff.

(H1) Pour tout z € X, B(x) # () et pour tout U € B(z),ona z € U.

(H2) Pour tout z € X et pour tout Uy, Us € B(z), il existe Us € B(z) tel que Uz C
Ui nUs.

(H3) Pour tout U € B(x) et pour tout y € U, il existe W € B(y) tel que W C U.

Réciproguement, soit X un ensemble quelconque et supposons donnée pour tout = € X,
une famille B(z) de parties de X vérifiant les propriétés (H1), (H2) et (H3), alors il
existe une unique topologie 7 sur X telle que pour tout z € X, B(x) soit une base de

voisinages de x formée d’ensembles ouverts. En effet, soit B = U B(z), alors B vérifie
zeX

les propriétés (B1) et (B2). Par conséquent, il existe une unique topologie 7 sur X pour
laquelle B est une base. En appliquant la proposition précédente et 'axiome (H3), on en
déduit que pour tout z € X, B(x) est une base de voisinages de = formée d’ensembles
ouverts.



1.2 Intérieur, adhérence, frontiere d’une partie

Définition 1.2.1. Soient X un espace topologique, r € X et A C X.

1. On dit que x est intérieur & A lorsque A est un voisinage de r. L'ensemble des

o
points intérieurs a A s’appelle 'intérieur de A et se note A.

2. On dit que = est adhérent a A lorsque tout voisinage de r rencontre A. L’ensemble
des points adhérents a A s’appelle 'adhérence de A et se note A.

1.2. Intérieur. adhérence, frontiere d'une partie T

3. On dit que z est un point frontiére de A, s’il est a la fois adhérent a A et & X \ A.
L’ensemble des points frontiéres de A s’appelle la frontiére de A et se note Fr(A).

Autrement dit, on a Fr(A) = AN X \ A.




4. On dit que z est un point d’accumulation de A si tout voisinage de xr dans X
contient un point de A distinct de z lui-méme (r n'est pas forcément dans A).
L’ensemble des points d’accumulation de A s’appelle ensemble dérivée de A et

se note A’.

5. On dit qu'un point a € A est un point isolé dans A s'il existe un voisinage V' de
a dans X tel que VN A = {a}.



Remarque 1.2.1. Soient (X, 7) un espace topologique, z € X et A C X. Alors on a :

1.

[ |

ACAet ACA.

O
. € A<= 1l existe un ouvert U de X tel que x € U C A.
. r€ A < pour tout voisinage V de z dans X,ona VN A # .

. x € Fr(A) <= pour tout voisinage V de r dans X,onaVNA #0et VN(X\A) #

D.

. r € A" <= pour tout voisinage V de x dans X, on a (V \ {z}) N A # (). Donc on

aA\AC A c Aet A= AU A’. Notons aussi que comme on a V N (A \ {z}) =
(V\{z})NA,alorsz € A’ <= =z € A\ {z}.

. Un point x de X est un point isolé dans X si et seulement si le singleton {z} est

un ouvert de X.

Si T est la topologie discréte, alors A" = (). Donc en général A ¢ A'.



Remarque 1.2.2. Soient X un espace topologique, A C X, r € X et B, une base de
voisinages de x. Alors on a :

L]
1. = € A si et seulement s’il existe V € B, tel que V C A.
2. x € A si et seulement si pour tout V€ By, ona VA # 0.

Proposition 1.2.1. Soient A et B des sous-ensembles d'un espace topologique (X, T ).
1. 834 C B, alors ﬂﬂ&jliiﬁ BEACH

Q &
2. A est un ouvert de X et si U est un ouvert de X tel que U C A, alors on a U C A.
Donc, lintérieur de A est le plus grand ouvert de X contenu dans A. Autrement

0
dit, A est la réunion des ouverts de X contenus dans A.

3. A est un fermé de X et si F est un fermé de X tel que A C F, alors on a A C F.
Done, Uadhérence de A est le plus petit fermé de X contenant A. Autrement dit,
A est l'intersection des fermés de X contenant A.

a
4. A est ouvert si et seulement si A = A.



5. A est fermé si et seulement si A = A.

Démonstration. 1. Soit z € A alors 1l exlbte un ouvert U de X telquex € U C A,

doitonazxzelU C B, et par-:ﬂnsequent:rEB dnncnnaACB
Soit = € A, alors pour tout voisinage V de z dans X, onaVNA#0. OronaVnNACcC
V N B, donc VF‘IB#E' et par conséquent = € B, d’or A CB.

2. Pour montrer que A est un cnuvert de X, il suffit de montrer que A est réunion d’une
famille d’ouverts de X. Soit z € AT alors il existe un ouvert U, de X tel que z € U, C A.
Pour tout y € U,, U, est un voisinage de y dans X etonay € U, C A, donc y € ;]1, et
par consequent U, C f& Ainsi, fi]i est voisinage de chacun de ses points. On déduit de la

O
proposition 1.1.2 que A est un ouvert de X. Soit U un ouvert de X tel que U C A. Soit

o
r € lU,alorsonax €U C A et U est un ouvert de X, donc x € 4 et par conséquent

o
B



3. Pour montrer que A est un fermé de X, on montre que X \ A est un ouvert de X.
Soit £ € X \E, alors il existe un ouvert Vy de X tel que x € Vy et Vo N A = . Pour
tout y € V, V, est un voisinage de y dans X et ona VN A =0, dot1 y € A. Donc on
i 35— l*.'l et par c conséquent V, C X \ A. Ainsi, X \A est voisinage de chacun de
ses points, donc X A est un ouvert de X. Par consequent A est un fermé de X. Soit F
un fermé de X tel que A C F. Pour montrer que A C F, il suffit de montrer que 'on a
X\FcC X\ A Soit x € X\ F. Puisque X \ F est un ouvert de X, alors X \ F est un
voisinage de x dans X. Orona (X \ F)NA=0,douz ¢ A. Doncon ax € X\ A. Par
conséquent, on a X \ F C X \ A.

L8
4. 51 A = A, alors d’apres 2, A est un ouvert de X. Réciproquement, on suppose que A
O b
est un ouvert de X . Alors 1l résulte du 2 que I'on a A C 4. Or on a toujours 4 C A, donc

o
on a A =A.
Hh. 51 A = A, alors d’apres 3, A est un fermé de X. Réciproquement, on suppose que
A est un fermé de X, alors d’apres 3, on a A C A. Or on toujours A C A, donc on a

A=A U



Proposition 1.2.2. Soit A un sous-ensemble d’un espace topologique X . Alors on a :

4]

/"_A'_'\ — )
XN A=X\A et XVLA=XVA.

Démonstration. Ona A C A, doit X\ A c X\ A. Comme X \ A est un ouvert de X,
o o

u u " T II,_""“_‘H . " III'._A_‘\
d'apres la proposition précédente, on a X \ A C X \ A. Réciproquement, soit r € X \| A,

alors il existe un ouvert V de X telquez € Vet V € X\ A, dout VN A= 0. Donc

L8

. — gty s

r € A. Autrement dit, on a x € X \ A. Donc on a X \ AC X \ A. Par conséquent,
o e

onaX\A=X)\A. Daprés ce qui précéde,ona X \ X\ A =X\ (X\ A)=A4, d'o

X\ A=X\A. w

e



Définition 1.2.2. Soit X un espace topologique. Une famille (A;);c; de parties de X

1.2. Intérieur. adhérence. frontiere d’une partie 9

est dite localement finie s1 pour tout x € X, 1l existe un voisinage V' de = dans X tel
que A; NV =0 pour tout i € I, sauf peut-étre pour un nombre fini d’indices 7 € I.

Proposition 1.2.3. Soient X un espace topologique et (A;)ic; une famille localement
finie de parties de X .

1. La famille ( A; )icr est aussi localement finie.

2. Ona UA; = UA,;. Par conséquent, la réunion d'une famille localement finie de
icl iel

parties fermées de X est fermée dans X .



Démonstration. 1. Soit # € X, il existe un voisinage ouvert V' de x dans X et un
sous-ensemble fini J de I tel que VN A; = 0 pour tout ¢ € I\ J. Comme V est un
ouvert, on en déduit que pour tout i € I'\ J, on a VN A; = (). Donc la famille ( A; )ic;
est lncalement finie.

2. Pour tout j € I, ona A; C L_JIA d’on L.IIA & UI& Inversement, soit © € X tel
ie e 1=

que r & _UIA?;. Solent V' un voisinage de x dans X et J un sous-ensemble fini de I tel
i€

que VN A; = 0 pour tout ¢ € I\ J. Pour tout j € J, il existe un voisinage V; de =
dans X tel que V; N A; = 0. Soit W = N VNV, alors W est un voisinage de = dans

jed
XetonaWn UA; =0, donc =z € U A,;. Par conséquent, on a U A; C U A;, d’on
. icl ict iel ic]
L Ai =il A.i. .

icl ict
Définition 1.2.3. Soient (X, 7) un espace topologique et A C X.
1. On dit que A est dense dans X ou partout dense si A = X.

2. On dit que X est séparable 51l existe une partie an plus dénombrable A de X
dense dans X .



Exemple 1.2.1. L'espace E muni de la topologie usuelle est séparable. En effet, les sous-

ensembles @ et R \ (Y sont denses dans R, voir Appendice C. Comme (Q est dénombrable,
alors R est séparable.

Remarque 1.2.3. Soient X un espace topologique et A C X. On déduit de la proposition
1.2.2 que l'on a :

O

g —
1. A est dense dans X <— X \ A=0.

2. A=) = X \ A est dense dans X.

Proposition 1.2.4. Soient (X, T) un espace topologique, B une base d’ouverts de X et
A un sous-ensemble de X . Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) A est dense dans X.
(ii) Pour tout ouvert non vide U de X, on a ANU # .

(iii) Pour tout B € B tel que B# 0, on a AN B # (.



Démonstration. Montrons 'implication (i) == (ii). Supposons A dense dans X, i.e.
A= X. Alors pour tout = € X et tout voisinage V de x dans X,ona ANV # (. Soit U
un ouvert non vide de X. Comme U est voisinage de chacun de ses points, on en déduit
que AnU # .

L'implication (ii) = (iii) est triviale.

Preuve de (iii) == (i). Supposons que pour tout B € B tel que B # 0, on a AN B # (.
Si A # X, alors X \ A est un ouvert non vide de X et on a (X ‘\E) N A = (. Donc il
existe Be Btelque B#0, BC X \,q et AN B =1, ce qui contredit I’hypothése, donc
on-adA =X iili

Proposition 1.2.5. Seoit X un espace topologique séparable. Alors toute famille d ouverts
non vides deux a deur disjoints de X est au plus dénombrable.

Démonstration. Soient D = {x, ; n > 0} une partie au plus dénombrable et dense
dans X et (U;);cr une famille d'ouverts non vides deux a deux disjoints de X. D’apres
la proposition précédente, pour tout 1 € I, il existe n € N tel que z, € U;. Soit n; =
int {?1 EN: o, € U,-}, alors 1 — n; est une application injective de I dans M, donc [
est au plus dénombrable. L1



1.3 Applications continues

Définition 1.3.1. Soient X, Y deux espaces topologiques, zp € X et f : X — Y une
application. On dit que f est continue en z; si elle vérifie 'une des deux conditions
équivalentes suivantes :

(i) Pour tout voisinage W de f(zg) dans Y, f—'(W) est un voisinage de zg dans X.

(ii) Pour tout voisinage W de f(xg) dans Y, il existe un voisinage V de xy dans X tel

que f(V) C W.

On peut énoncer cette définition sous la forme plus imagée suivante : dire que f est
continue en g signifie que f(x) est aussi voisin qu’on veut de f(xg) dés que x est assez
voisin de xg.

Essayons de traduire la définition de la continuité d'une application en un point dans le
casou X =Y =R,z € Ret f: R — R une application. Alors f est continue en xg
si pour tout £ > 0, il existe 7 > 0 tel que pour tout z € R vérifiant |z — zp| < 7, on ait

[f(z) — f(zo)| <e.



Définition 1.3.2. Soient X, Y deux espaces topologiqueset f : X — Y une application.

1. On dit que f est continue ou continue sur X si elle est continue en tout point

de X.

2. On dit que f est un homeéomorphisme de X sur Y si elle est bijective et s1 f et
f~1 sont continues.

3. On dit que les espaces topologiques X et Y sont homéomorphes s'il existe un
homéomorphisme de X sur Y.

Les propriétés d'un espace topologique qui se conservent par homeéomorphisme sont
appelées propriétés topologiques.

Exemple 1.3.1. Soient (X, 7) et (Y, T') deux espaces topologiques, on a :
1. L’application identique suivante est continue.

ez (XL T) — [BT)
vl — i

2. Toute application constante de (X, 7) dans (Y, T') est continue.



Exemple 1.3.2. Soit A un sous-ensemble d'un espace topologique X . On note par ya
ou 14 la fonction indicatrice ou fonction caractéristique de A. Autrement dit, 1 4

est une fonction de X dans R définie par :

1 si z€A,
IA(I)_{D si zgA.

Pour tout sous-ensemble UV de R, on a :

o si {0,1}nU =9,

: - A si 1eUet0&U

1 R e !

LA =) x\4 & OcUa#tel,
X & {0,1}cU.

%

Par conséquent, la fonction 14 : X — R est continue si et seulement s1 A est a la fois
ouvert et fermeé dans X.



Remarque 1.3.1. Solent X et Y deux espaces topologiques, on a :

1. S1 Y est muni de la topologie grossiere, alors toute application de X dans Y est
continue.

2. 51 X est muni de la topologie discrete, alors toute application de X dans Y est
continue.

3. 51 X est muni de la topologie grossiere, alors pour qu'une application f de X dans
Y soit continue il faut et il suffit que f soit constante.

Remarque 1.3.2. Une application continue bijective n'est pas nécessairement un homeéo-
morphisme.

Premier exemple. 5i X =Y =R et si 71 = P(R) la topologie discrete de R et si 73 est la
topologie usuelle de R, alors I'application identique idg : (R, T1) — (R, 72) est continue
bijective, mais n'est pas un homeéomorphisme.

Deurieme exemple. S1 X est un ensemble contenant au moins deux points, T; la topologie
discrete sur X et 7; la topologie grossiere sur X. Alors I'application identique 1d :
(X, Ta) — (X, Ty) est bijective continue, mais elle n’est pas un homéomorphisme.



Proposition 1.3.1. Soient X, Y et Z des espaces topologiques, f : X — Y et g :
Y — Z des applications.

1. Si f est continue en un point x € X et si g est continue en f(z), alors go f est
continue en T.

2. Si f et g sont continues, leur composée go f est continue.

Démonstration. 1. Soit W un voisinage de g o f(x) = g(f(z)) dans Z, on a (g o
f)I7YW) = f~Yg=1(W)). Puisque g est continue en f(x), alors g—1(W) est un voisinage
de f(z) dans Y et par conséquent f~!(g~!(W)) est un voisinage de z dans X car f est
continue en z. Donec (g o f)~1(W) est un voisinage de = dans X, d’oi1 la continuité de

go [ en .
2. Ceci1 résulte de 1. ]



Proposition 1.3.2. Soient f et g deux applications continues d'un espace topologique
X dans R, alors on a :

1. L’application f+ g :x +—— f(x)+ g(zx) est continue de X dans R.
2. L’application fq:x+— f(x)g(x) est continue de X dans R.
f , Jlx)

3. Si g ne s’annule pas, l'application — : x — ) est continue de X dans R.
g glr

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Théoreme 1.3.1. Soient X .Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est continue.
(ii) Pour tout ouvert U de Y, f~Y(U) est un ouvert de X.

(iii) Si B est une base d’ouverts de 'Y , alors pour tout U € B, f~1(U) est un ouvert de
X.



Théoreme 1.3.1. Soient X .Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les proprietés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est continue.
(ii) Pour tout ouvert U de Y, f~1(U) est un ouvert de X.

(iii) Si B est une base d’ouverts de Y , alors pour tout U € B, f~Y(U) est un ouvert de
X

O
o iy
(iv) Pour toute partie B de Y, on a f~1( B) C f~!(B).
(v) Pour tout fermé F deY , f~1(F) est un fermé de X .
(vi) Pour toute partic A de X, on a j(z) Cf{A).

(vii) Pour toute partie B deY, ona f~1(B) C f~1(B).



Démonstration. Montrons I'implication (1) = (11). Soit U un ouvert de Y. Pour tout
r € f~HU), U est un voisinage de f(z) dans Y, donc f~1(U) est un voisinage de z dans
X car f est continue en z. Par conséquent, f~!(U) est voisinage de chacun de ses points.
Il résulte de la proposition 1.1.2 que f~!(U) est un ouvert de X.

Preuve de (ii) = (i). Soient # € X et W un voisinage de f(z) dans Y. Alors il existe

un ouvert U de Y tel que f(z) e U ¢ W,dotionazx e f~HU) C f~1(W) et f~1U)

est un ouvert de X, donc f~!(W) est un voisinage de z dans X. Donc f est continue en

r. Par conséquent, f est continue.

L’équivalence (ii) <= (iii) résulte du fait que pour toute famille (U;);c; de parties de
r' —1 — —1

¥, oma f (jLEJj U;) —le_.lJf (U;).

Preuve de (ii) = (iv). Soit B une partie de Y. Comme _.% est un ouvert de Y, alors
i
0 o o st —
f~1(B) est un ouvert de X etona f~1( B) c f~}(B), dou f~( B) c f1(B), voir
proposition 1.2.1.
Preuve de (iv) = (ii). Soit U un ouvert de Y. Alors on a U :{{}, d’on1

C O

o o — o —
=) = f‘l( U) C f~Y(U). Donc on a f~Y(U) = f~}(U). 1l résulte de la proposition
1.2.1 que f~1(U) est un ouvert de X.
L’équivalence (ii) <= (v) résulte du fait que pour toute partie / deY,ona f~}HX\U) =

X\ f71(0).



Preuve de (v) = (vi). Soit A une partie de X, alors f~1( f(A)) est un fermé de X

contenant A, d'oiona A C f_l(f(:’l) ) Par conséquent, on a f(fl) E f(f_l(f(:”i})) &
F(A).

Preuve de (vi) = (vii). Soit B une partie de Y. On pose A = f~!(B), alors on a
f(F(B)) = f(A) < F(A) = F(f-'(B)) < B, d'ot —1(B) c f(B).

Preuve de (viil) = (v). Soit F' un fermé de Y, alors on a F = F, d'ott f~1(F) C
fYF)=f"YF)c f~YF). Par conséquent, on a f~1(F) = f~!(F), donc f~1(F) est
un fermé de X. =

Remarque 1.3.3. Soient X, Y deux espaces topologiqueset f : X — Y une application.
L'image f(V') d’un ouvert (resp. d'un fermé) de X n’est pas nécessairement ouverte (resp.
fermée) dans Y, méme lorsque f est continue. En effet, si X =Y = R muni de la topologie
usuelle et si f(x) = 2, alors f est continue et f(R) = [0, +oc[ n'est ni ouvert ni fermé

de .

Définition 1.3.3. Soient X, Y deux espaces topologiques et f : X — Y une application.

1. On dit que f est ouverte si I'image par f de tout ouvert de X est ouverte dans Y.

2. On dit que f est fermeée si I'image par f de tout fermé de X est fermée dans Y.



Proposition 1.3.3. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est une application ouverte.

o J"-f:‘-"\
(ii) Pour toute partie A de X, on a f( A ) C f(A).

(iti) Si B est une base d’ouverts de X, alors pour tout U € B, f(U) est un ouvert de Y.

(iv) Pour tout x € X et tout voisinage V de x dans X, f(V) est un voisinage de f(zx)
dans Y.

B
Démonstration. Montrons I'implication (i) == (ii). Soit A une partie de X, alors A est
]

0 0 -
un ouvert de X et donc f( A ) est un ouvert de Y contenu dans f(A), d’'ott f( 4 ) C f(A),

voir proposition 1.2.1.
0
3 _ _ o o i,
Preuve de (ii) = (i). Soit U un ouvert de X,ona U =U, d’ott f(U) = f( U ) C f(U).
O

i
Done on a f(U) = f(U). Par conséquent, f(U) est un ouvert de Y.



L#)

r-"‘-ﬁ.

Donc on a f(U) = f(U). Par conséquent, f(U) est un ouvert de Y.
L’équivalence (1} {11} resulte du fait que pour toute famille (U;);c; de parties de
X,onaf ( _ ) U
jed jed
Preuve de (1) = (1v ) Soient # € X et V un voisinage de = dans X, alors il existe un

ouvert U de X tel quez e U C V, d’ot1 f(U) est un ouvert de Y et on a f(z) € f(U) C
f(V). Done f(V) est un voisinage de f(xr) dans Y.

Preuve de (iv) == (i). Soit U un ouvert de X. Alors pour tout x € U, U est un voisinage
de x dans X, donc f(U) est un voisinage de f(z) dans Y. Par conséquent, f(U) est
voisinage de chacun de ses points. Il résulte de la proposition 1.1.2 que f(U) est un

ouvert de Y. |



Proposition 1.3.4. Soient X .Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est une application ouverte.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout fermé F' dans X tel que f~'(B) C F,
il eriste un fermé D dans Y tel que B C D et f_l(D) L

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soient B un sous-ensemble de Y
et F' un fermé de X tel que f _l{B ) € F. Comme f est une application ouverte, alors
F(X\F)estunouvertdeY etona BN f(X \F)=0.Soit D=Y \ f(X \ F), alors D
est un fermé de Y tel que BC D et f~1(D) C F.

Preuve de (i) = (i). Soient U un ouvert de X et A = f(U). Alors X \ U est un fermé
de X etona f~}Y\A) C X\U. Donc il existe un fermé D de Y telque Y \ A C D et
f~YD) c X \U. On en déduit que I'on a D =Y \ A, donc A est un ouvert de Y. Par
conséquent, f est une application ouverte. =



Proposition 1.3.5. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont éguivalentes.

(i) [ est fermée.
(ii) Pour toute partie A de X, on a f(A) C f(z)

Démonstration. Montrons 'implication (i) = (ii). Soit A une partie de X, alors f( A)
est un fermé de Y et on a f(A) C f(A), d'on f(A) C f(A).
Preuve de (ii) == (i). Soit F un fermé de X, alorson a F = F, d'ou f(F) C f(F) =

f(F). Donc on a f(F) = f(F'). Par conséquent, f(F') est un fermé de Y, voir proposition
1.2 1 i

Corollaire 1.3.1. Soient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y wune application
continue et fermée. Alors pour toute partie A de X, on a f(A) = f(A)

Démonstration. Ceci résulte de la proposition précedente et du théoreme 1.3.1. |5



Proposition 1.3.6. Soient X .Y des espaces topologiques et f : X — Y une application.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est une application fermée.

(ii) Pour tout sous-ensemble B de Y et pour tout ouvert U dans X tel que f~'(B) C U,
il existe un ouvert V dansY tel que BCV et f~1(V)CU.

(iii) Pour tout point y € Y et pour tout ouvert U dans X tel que f_l({y}) e I, 4
eriste un voisinage V de y dans Y tel que f_l(V} c .

Pour une preuve de la proposition précédente, voir chapitre 1 du supplément.

Remarque 1.3.4. Soient X, Y deux espaces topologiqueset f : X — Y une application
bijective. Alors on a :

1. f est ouverte si et seulement s1 f est fermée.



2. f est continue si et seulement si f—! est ouverte si et seulement si f~! est fermée.
On déduit de ce qui précede le théoreme suivant :

Théoreme 1.3.2. Seoient X, Y des espaces topologiques et f : X — Y wune application
bijective. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) [ est un homéomorphisme.
(i) f est continue et ouverte.
(iii) [ est continue et fermée.
(iv) f et f~! sont ouvertes.
(v) f et f~1 sont fermées.

(vi) Pour toute partie A de X, on a f(A) = f(A).



