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Chapitre 1 : Optimisation linéaire
Introduction

1- Formulation d’un programme linéaire (PL)
1. Introduction

L’importance de I’optimisation et la nécessité d’un outil simple pour
modéliser des problémes de décision que soit militaire, économique ou autre sont
fait de la programmation linéaire un des champs de recherche les plus actifs au
milieu du siecle précédent. Les premiers travaux (1947) sont celle de George B.
Dantzig et ses associés du département des forces de I’air des Etats Unis
d’Amérique.

Les problemes de programmation linéaire sont genéralement liés a des
problémes d’allocations de ressources limitées avec pour but de maximiser un profit
ou de minimiser un co(t.

2. Conditions de formulation d’un PL
Les conditions de formulation d’un programme linéaire sont :

1. Les variables de décision du probléme sont positives.

2. Le critére de sélection de la meilleure décision est décrit par une fonction
linéaire de ces variables. La fonction qui représente le critére de sélection est dite
fonction objectif (ou fonction économique).

3. Les restrictions relatives aux variables de décision (exemple : limitations
des ressources) peuvent étre exprimees par un ensemble d’équations linéaires. Ces
équations forment I’ensemble des contraintes.

4. Les parametres du probléme en dehors des variables de décisions ont une
valeur connue avec certitude.

3. Etapes de formulation d’un PL

Il'y a trois étapes a suivre pour construire le modéle d'un programme linéaire :

1. ldentification des variables du probleme a valeur non connues (dites
variables de décision ou principales) et leurs représentations sous forme symbolique
(par exemple X1, y1).
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2. ldentification des restrictions (les contraintes) du probleme et leurs
formulations par un systéeme d’équations linéaires.
3. ldentification de 1’objectif ou du critére de sélection et sa représentation
sous forme linéaire en fonction des variables de décision. On spécifiera ensuite si le
critere de sélection est a maximiser ou a minimiser.

4. Présentation Theorique

Un programme linéaire consiste a trouver le maximum ou le minimum d’une
forme linéaire dite fonction objectif en satisfaisant certaines équations et inéquations
dites contraintes. La description mathématique d’un programme linéaire est la
suivante:

Soient n variables de decision Xi, Xy, ..., xn, I’hypothése que les variables de
décision sont positives implique que :

X1>0,X>0, ...... , Xn>0

La fonction objectif est une forme linéaire en fonction des variables de
decision de type :

Z=Cq1 X1 + Co Xo+...#+ Ci Xj+ ...+ Ch X

Ou les coefficients cy,..., ¢, doivent avoir une valeur bien déterminée et
peuvent étre positifs, negatifs ou nuls. Par exemple le coefficient c; peut représenter
un profit unitaire lié a la production d’une unité supplémentaire du bien X;, ainsi la
valeur de Z sera le profit total lié a la production des différents biens en quantités
égales a X1, X2, Xn.

Supposons que ces variables de décision doivent vérifier un systéeme
d’équations linéaires définis par m équations ou inégalités.

ann Xy +apX, + ... +amXn (£ =2 b
axn Xy +axpX: + ... +amXn (S = 2) b
ami X1 +amX2 + ... +amXn (S =, 2) b

Ou les coefficients aim, ..., amn €t by,..., by doivent avoir une valeur bien
déterminée et peuvent étre positifs, négatifs ou nuls.

Le paramétre bj représente par exemple la quantité de matiere premiere
disponible dont le bien x; utilise une quantité égale a ajj Xi.
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En suivant les étapes de formulation décrites précédemment, on peut
représenter le PL comme suite :

Max Z = C1X1+ Cy Xo+...+ Cph X
S. C: an Xs+apX + ... +amnX, >bg
o1 X1+ Ao Xy + ...... +amXn =bo
Am1 X1 + amz2 X2 + ... + Amn Xn > bm
c.n.n: X1>0,%>0, ...... , Xn=>0

Ce modele peut se formuler

FO: ZKx) = ;-lzl CjX; j=12.....,n
S.C: Z}l:1 Ajj. X; = bi i=12......m
cnn: x>0

5. Exemples de formulations

Limité au départ aux problémes militaires et industriels, de nos jours plusieurs
problémes de divers domaines sont représentés par des modeles de PL. L’utilisation
de ces techniques de modélisation s’est renforcée encore aprés avoir construit des
algorithmes et des logiciels capables de résoudre des problémes avec autant de
variables de décision que de contraintes.

La tache de formulation demande une certaine expertise et connaissance du
probléme pour pouvoir identifier les différentes composantes du probleme et ainsi
trouver un modele mathématique décrivant au mieux la situation réelle. Dans ce qui
suit, on présentera quelques exemples de formulation en programme linéaire liés a

différents problemes de décision

Exemple 1 : probléme de production

Pour fabriquer deux produits P; et P, on doit effectuer des opérations sur trois
machines Mz, M, et M3, successivement mais dans un ordre quelconque. Les temps
unitaires d’exécution sont donnés par le tableau suivant :
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Machine 1 Machine 2 Machine 3
Produit 1 11 mn 7 mn 6mn
Produit 2 9 mn 12 mn 16 mn

On supposera que les machines n’ont pas de temps d’inactivité.

La disponibilité pour chaque machine est :

165 heures (9900 minutes) pour la machine My;

140 heures (8400 minutes) pour la machine My;

*160 heures (9600 minutes) pour 1a machine Ms.

Le produit P; donne un profit unitaire de 900 dinars et le produit P, un profit
unitaire de 1000 dinars.

Dans ces conditions, combien doit-on fabriquer mensuellement de produits P,
et P, pour avoir un profit total maximum ?
Formulation du probleme en un PL :
Etape 1 : Identification des variables de décision.

X1 : le nombre d’unités du produit P1 a fabriquer

X : le nombre d’unités du produit P2 a fabriquer
On vérifie que les variables de décision X et X, sont positives.
Contraintes de non-négativité : Xx; >0, X, >0
Etape 2 : Identification des contraintes.

Dans ce probléeme les contraintes représentent la disponibilité de chaque
machine :

11X+ 9%, 9900 pour la machine M;

7X1+12 % 8400 pour la machine M;

6x;+16Xx, < 9600 pourlamachine M3
Etape 3 : Identification de la fonction objectif.

La fonction objectif consiste a maximiser le temps global d’exploitation des
machines

Z =24 X1+ 37 Xz

=<
=<

Exemple 2 : probléme de transport
Une entreprise d’appareils électroménagers dispose de 03 usines localisees
dans différentes villes qui alimentent 04 points de vente. La production annuelle de
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chaque usine, la demande annuelle de chaque point de vente et les colts unitaires de
transport sont donnés dans le tableau suivant :

Points de ventes

Usines V1 V2 V3 V4 Production
annuelle
Ul 5 6 6 8 15 000
U2 L1 9 4 7 12 000
s — 7 8 5 23 000
Demande 10 000 - 20 000 15 000

annuelle

Ecrire le programme linéaire qui permettrait d’obtenir un plan de transport a
un codt global minimal.

Programme linéaire:

La formulation du probléme posé peut étre facilitée a 1’aide du tableau des
variables ci-dessous. Les variables x;jj représentent le nombre d’unités d’appareils a
livrer de 1’usine i (i = 1,2,3) au point de vente j (j = 1,2,3,4).0n a 12 variables de
décision.

Points de ventes

Usines V1 V2 V3 V4 ALV
annuelle
Ul X11 X12 X13 X14 15 000
U2 Xo1 X2 X2 Xou 12 000
U3 Xa1 X X33 Xa 23 000
DEMANGE SRR 5 000 20 000 15 000

annuelle

Le systéme de contraintes s’écrit comme Suit :

S.C:
X11 + X2 + Xi3 + X1a =
X1 + X2 + Xoz + Xoa < 12 000 Capacité de production
<

X31 + X32 + X33 + X34
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X11 + X21 + X33 = 10 000
X12+ X20 + X30 = 5000
X13 + Xg3 + X33 = 20 000 Production annuelle
X14 + Xo4 + X32 = 15 000

c.n.n:Xxj= 0

La fonction objectif qui permet de minimiser le colt global de transport s’exprime
comme suit :

F.O: MinZ=5X1; + 6Xy2 + 6X13 + 8X1a + 11Xo1 + OXon + 4Xoz + TXos + 12X31 +
[X32 + 8X33 +5Xa4

6- Méthode de résolution par énumération des solutions de base

Cette méthode comprend les étapes suivantes :

1. Recherche de toutes les solutions de base du programme linéaire.

2. Sélection des solutions de base admissibles.

3. Calcul de la valeur de la fonction objectif pour chaque solution de base
admissible et deduction de la (ou des) solution (s) optimale (s).

Cette méthode est simple, mais elle n’est pas pratique, car le nombre de
solutions de base a explorer est éleve. Par exemple un programme linéaire a 10
variables et 5 contraintes, le nombre de solutions possibles est égal au nombre de
combinaisons = 10.

Cette méthode de résolution permet d’obtenir les solutions de base
admissibles, mais pas nécessairement la solution optimale.

A I’aide de I’exemple ci-aprés, on expliquera la méthode de résolution par
énumeration des solutions de base.

Soit un programme linéaire sous la forme normale :
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F.O: maxZ-=3x, +4x,.

SC Xy + 2% + Xa =80,
X2 +Xa = U, (6)
2%y + Xa + X« = 100,
CNN: Xe ok Xs20.

lere étape : Recherche des solutions de base du programme linéaire.

La matrice des coefficients A s’écrit :

[ 1 0 0] "
N o

. o [nm‘a(-).am @ 6

2
1 2
1 0 0 1|,

- -(5.3)

A partir des 5 vecteurs colonnes a®, a@, a®, a® et a®, on peut former les

combinaisons suivantes :

1. aM, al®, a® 6. aM, a¥ at9

2. a", al? g, 7. a®, a® ¥

3. a", ai, a9, 8. a®, a™, a9

4. a'" a® g g a® a a®

5. a", a®, a9 10. a®, a4, at®
Ona (§ = “—23: = 52 = 10 combinaisons.

On vérifie s’il existe parmi les 10 combinaisons celles qui ne forment pas de
base. Pour cela on calcule le déterminant de chaque combinaison. On remarque que
la 5éme combinaison ne forme pas de base, car les colonnes a®, a®, a® ne sont pas

linéairement independants (le déterminant est nul) ; on a

[(®.2®.0] -

VO -
O O =
-0 O
I
o

Les 9 combinaisons restantes forment 9 bases différentes, qui seront designées

par le numéro de la combinaison. Bs n’appartient pas aux bases.
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La représentation de base et la solution de base ou la solution de base

admissible de chaque base ont la forme suivante :

B il_a(l).a(:).a("')} -

RB,: SB,:
1 1
- Xt — X+ X =35, xsy = [35, 30, -15, 0, 0]
X + + X3 = 30, Z(XQ|):225
-%x“}%k + X3 =-15
5 3
--EK‘*EXS +Z=225

La représentation de base de la base B; [al, a®, a®] a est établie comme suit :
Le systéme d’équations initial (6) sera résolu en calculant les variables de base

X1, X2 et X3 en fonction des variables hors-base x4 et Xs. Du systéme d’équations (6),

ona:
X, +2x.+x, =80,
X = 30 - x,,
2%, + X2 =100 - xs

En appliquant la regle de Cramer, on a :

80 2 1

30-xy; 1 0

100-xs 1 0 30-x4 —100+x;
S 3 a - ="

0 1 0

2 1 0
X, =35+ 2-2

] Y

D’une maniére similaire on obtient les autres variables:
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Xz = 30 — %

3 1
X3 =-154'TX4": Xs

Les variables x;, X, et X3 seront éliminées de la fonction objectif en remplacant ces
variables par les membres de droites qui contiennent les variables x4 et Xs :

Z=3X1+4X,=120 -4 X4+ 105+ 3/2 X4 —3/2 X5
Z =225—-5/2 X4— 32 Xs

il en résulte :

b
]
\
n
+
»
"
+
I)lv-o
b
"

En appliquant la méme démarche pour les autres combinaisons, on obtient les
représentations de bases suivantes :
2- B2 [a(l)’ a(z)’ a(4)]

RB,: SB;:
— X3+ _:.. Xs + Xy =40 Xa2 = [4(.) 20, 0. 10 U] >
3 3
— X3+ — Xe +X =20 Z (Xgz) = 200
3 3
3 1
- — Xa# % Xe + X =10
5 3
—:X:*jxf +Z =200
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3B, [n(l).,(2).,(5)]

RB)I

x&‘le*ﬂ| =20
Ralt - oy * X2 =30,

'2“*3“4 O-xa :30

3% -2xs +Z =180

RB,
1 1
—2-130_2.3.0x. =35
’;—Xa'%-x. - X3 =30
Ha - Xa = 30
’%""‘;"“ +Z =150
6. Be [,(1),,(4).3(5)]:
RB;:
n’zk*h =80
+x=* 'fx‘ :30
-2X%-3X% +x =-60
3x3-2% +7Z =240
7.81[;(2)'3(3)‘3(4)]:
RB,;:
2%, +x + X =1m.
3%y~ x5 + X3 =120,
-2 X3~ Xs +Xy =-70,

5xy +4xs +Z =400

SBR;:
X3 = [20. 30. 0. 0. 30] ,

Z(Xes) = 180

Xae= [50. 0. 30, 30, 0]

Z (Xas ) = 150

SBq:
Xes= [80. 0, 0.30, - 60]
Z (Xes ) = 240.

SB;:
Xer= [0.100, ~120, -70. 0] ;
Z (Xg7) = 400.
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8. B, ta(‘.\) 3(3) 315)]

RB.:

X3+ X2 =30
X 2Xs + X3 =-120
2 X —Xs +xe =-70
3x, + 4x, +Z =120
9. By l’_‘(l) a(_-t)‘a(ﬂ)]
RB,:
%m*%x; - X2 = 40,
%— x.--i- X3 + Xa = .10,
-%x.-%x: + Xg = 60,
- X;+ 2 X, +2Z = 160
10. By [3(3).3(4).:(5)]:
RB'.:
X+ 2% +X3 =

Xz +Xa =

2 X1+ Xa +xe =100
-3 -4 %2 +Z =0

SBs:
Xge= [0. 30, = 20. 0. 70] ,

Z (Xse) = 120

SB' H

Xge =[0. 40, 0, =10, 60].

Z (Xas) =160

SB” :
Xero= [0. 80. 30.100]

Z(Xes) =0.
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SB X4 x> XK Xa Xs
1 35 30 -15 o o
2 40 20 O 10 O
3 20 30 (8} O 30
a4 50 O 30 30 (8]
= o 100 o 30 -60
7 o 30 -120 -70 o
8 o 40 20 O 70
S o o L8 -10 60
10 o O 80 30 100

2¢me Etape : Sélection des solutions de base admissibles.

Parmi les 9 solutions de base, on n’a que 5 solutions de base admissibles.

SBA > g x> > Xa xXs
2 40 20 o 10 o
< 20 30 o o 30
a 50 o 30 30 o
8 O 40 20 o 70
10 O o 80 30 100
3¢me Etape : Calcul de Z pour les 5 solutions de base admissibles.
SBA 2 3 4 8 10
7. 200 180 150 120 0

Puisque on a une maximisation de Z, la solution optimale est la solution de base
admissible N°2.

Xg2 = [40, 20, 0, 10, 0] et Z (Xs») = 200.
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7- Résolution du probleme par la méthode Simplexe
7.1. Théoréme : Critere du simplexe

Une solution admissible x du PL (5) est un sommet si et seulement si x est une SBA.
Si Xg = [X1=0, X2=0.,..., x,=0,.., Xn+1=K1,., Xn+m=Km] €st une SBA ( tous les Ki > 0,
i=1,....,m) du PL.
et la fonction objectif a dans la RB correspondant la forme

g1 X1+ Q2 Xot . . .+ guXnt Z =C,

Avec g;>0pourj=1,.., n,alors Xg est une solution maximale.

7.2. Méthode des tableaux du simplexe :
Pour la construction d’un tableau du simplexe, on doit établir le PL sous sa forme

normale.

FO: MaxZaCiX, +CoXaot - FC Xo? CoioXpsy Tovein¥psm ¥ Xpem

S.C Qy Xg*ap X+t ta X tx,,, -b,
Qy X, tayn Xt -+a, X, TN o _b, (4.1)
am,x,+am2x2+- +amnxn *X,,,m :bm

C.N.N: X,:O.j= {ici; n+m, b=201=1,.., m.

A partir du PL (4.1), on construit le tableau du simplexe de départlprésenté comme

suit :

VHB Xy X1 : Xey b
vB 1 cy cs L 0 Q
Xt Chet a ax Qin by qi
(4.2)
X2 Cns2 Ams Am2 Az, b, a2
Xoum [ Am Am2 Amn bm Gm
G = B 92 G- |C
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| Le tableau du simplexe (1) est construit comme suit :

« La 1% ligne contient les variables hors-base (VHB) Xy, ..., Xn.
« La 1% colonne contient les variables de base (VB) Xn+1,..., Xn+m
« La 2°™ ligne et la 2°™ colonne contiennent les coefficients de la fonction objective
associée aux VB et VHB.
* Pour des raisons de commodité, la valeur du 1°" coefficient dans la 2éme ligne est
égale a (-1) et celle du dernier coefficient est égale a zéro.
« Le milieu du tableau (c.a.d. de la 3*™ jusqu’a la (m+2) *™ ligne et de la 3°™ jusqu’a
la (n+2)™ colonne) contient les valeurs des coefficients des variables des
contraintes.
*[’avant derni¢re colonne contient les valeurs des membres du coté droit des

contraintes.

\

1°" Etape:

On commence par calculer les coefficients de forme gx et le nombre de base c
a I’aide des relations suivantes et on les porte dans la ligne G du tableau du simplexe :

La ligne G du tableau est destinee aux coefficients de forme g; et au nombre
de base c.

« La colonne Q du tableau est destinée aux guotients g;.

» Chaque itération du simplexe peut étre effectuée en établissant un autre
tableau du simplexe et comprend les opérations ci-dessous.

» Avant d’entamer ces opérations, on doit porter les valeurs des coefficients
aij, b, et cjdans le 1* tableau simplexe.

On commence par calculer les coefficients de forme g et le nombre de base ¢

a 1’aide des relations suivantes et on les porte dans la ligne G du tableau du simplexe :
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gK-i:anH 1ik " (k=1......... n) (3.3)
m
= S ¢ ! .
= Ln+1b1
=1

On calcule les sommes des produits de la 2°™ colonne avec les autres colonnes
et les résultats seront portés dans la ligne G. Ce calcul justifie I’écriture des chiffres
-1 et 0 dans la 2°™ ligne du tableau (4.2).

On doit ensuite veérifier, si tous les coefficients de forme sont non négatifs :

: 2
min g« j=g, =0 ° (4.4)

1Si1=m

Si g > 0, alors la solution correspondant au tableau simplexe est optimale.
Elle est lue directement du tableau en posant toutes les VHB égales a zéro
(x1=x2=...=X,=0). Les valeurs des VB sont égales a celles correspondantes dans la
colonne b (Xn+1=b1, Xns2=by,.. .. Xnsm=bm).

Si g < 0, la colonne de g, sera désignée comme colonne d’entrée. (Les
éléments de cette colonne seront par exemple soulignés et la colonne sera indiquéee
par une fleche entrante). Cette colonne représente la colonne d’entrée, car la VHB X

deviendra dans le tableau du simplexe suivant une VB :
2°M Etape :

Apreés avoir trouvé la colonne d’entrée, on calcule les quotients q; par la
division des éléments de la colonne b par les éléments de la colonne d’entrée et on

détermine le quotient minimal.

. . pour a, >0 (4.5)
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Ces quotients ne doivent étre calculés que pour des éléments positifs. Ils sont

ensuite portés dans la colonne Q. Les cases de la colonne Q ou il n’existe pas de
quotient, doivent rester vides.

Dans le cas ou toutes les valeurs de la colonne d’entrée sont non positives, on
arréte le processus d’itération, car g; < 0 et aie < 0. Il n’existe pas de quotient g; (i =
1,...,m). Le PL n’a pas de solution optimale.

La ligne ayant le plus petit g; sera désignée comme ligne de sortie qui sera par
exemple soulignée ou indiquée par une fleche sortante.

min ta:j=a; =0 a,~0

1<i1=m

(Critere de sortie d’une variable de la base)

La variable de base associée a cette ligne apparaitra dans le prochain tableau
du simplexe comme VHB.

Pour passer a I’étape suivante, on construit un nouveau tableau du simplexe
pour entamer le processus d’itération. On calculera les nouvelles valeurs des
coefficients du nouveau tableau du simplexe. Les nouveaux coefficients seront
désignées par : a;, bi, ¢, gj .
3°M Etape :

Les variables a échanger et les coefficients correspondants de la fonction

objectif seront échangés.

VB:x, «<— VHB:x ,
Cx € €.

4°™ Etape :
Si ay est I’élément, qui se trouve a I’intersection de la colonne d’entrée et de

la ligne de sortie (élement pivot), alors (1/ ay) est 1’élément correspondant dans le

nouveau tableau.



Vg

A
|
PAY AN

—~

LSt
¢

Master Il Energétique Cours Optimisation

Oljale Asgla

2y, — L nouvel élément =1/ Pivot (4.6)

a

Elément pivot (ou pivot):

Les éléments correspondants a la ligne de sortie seront calculés d’aprés les
formules suivantes :

. . _ ay
Ligne du pivot : dy= —

bi=—t  j=L..n, jzk; (47)
Ay Ay

. ancien élément
Nouvel élement =

pivot

Les ¢léments correspondants a la colonne d’entrée se calculent comme Sulit :

Colonne du pivot Ad =— —. g ==

ay Ay,

£,

, ancien élément
Nouvel élément .= — .
pivot

(4.8)

5¢M¢ Etape :
Tous les autres éléments se calculent comme suit :

a, .a
k1 k
ag=a; — —~

5 1=k, J= €3

ag

a, . by

Ay ¢lement correspondant

dela colonne d'entrée

( element correspondant

dela ligne desortie
pivot

Nouvel élément = ancien élément -
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Aprés cette 5°™ étape, on remplit le nouveau tableau, du quel on peut déterminer la
RBA avec la SBA.

Il faut vérifier si les coefficients gx sont non-négatifs

Exemple :

Soit un programme linéaire sous la forme normale :

F.O: maxZ=3x, +4x,.

S ek Xy + 2%, + X5 = 80,

X, + X 4 =30,

2%, + X, +x =100,

C.N.N: Xqpeeer X5 2 0.
En appliquant la méthode des tableaux du simplexe, on obtient les résultats suivants :
Tableau de départ 1 :

1 VHB  x, X, b

VB | -1 3 4 0 Q

X3 0 1 2 80 |40

X 0 2 100 | 100

[
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Tableau N° 2 :
2 VHB | x, Xq b
VB | -1 3 0 0 Q
X3 0 1 -2 20 20
X, 4 0 1 30 %
xs |0 2 -1 70 35
G -3 4 120
Tableau N° 3 :
3 VHB  x, X, b
VB | -1 0 0 0 Q
Xy |3 1 -2 20 %
X, 4 0 1 30 30
Xs |0 2 3 30 10
G 3 -2 180




