1.2 Généralités

1.2.1 Définitions et propriétés élémentaires

1.1 Définiticn |
Soit [tnlwcs une suile mumérique, ef soil (So)eey une s@le définie oomme

_l'b.

sark .
5n=uu+uu+---+lh1=Eu.t.
k-0

1} O appedle =oie numénque de lerme général uy, le couple des siles

((etn s (Bt
2} La suite (S;)ney esi dite suite des sommes partislles de rang n de la
sére JEnu,..
$om
Notation 1.1. Lo sénie numérigue =st nofée parug + oy +---+ g+ - 08 ¥ lig
m=0
nel
1.2 Défnition | .

La série % u, esl dite convergenle s el seulement & la suile des soommes
e
partiedies (Salnen et comvergeote. Dans or os la Fovte & = 11]-.-1?.:.:.5" el

appelés mmme de la série 3 U,
N
On éerit

iz
S:Eu“ =“Li:|‘|:|:|=.5'n.

n=0

Une série est dite divergente 5 dle n'esl pas corvergente.

Remargue 1.1,
Etudier la noture d'une série revient 4 d@emine sa notuwre s elle conwerge ou

direrge ensuite colculer sa somme en cos de convergence

Exemple 1.1.
Etudions la convergence de In série géomeétrique 'Eﬂ", over a £ B
m—]



La suie des sommes particlles associde @ cefle semie géomdtnique et donnse par

5 = 11_—ﬂ.:= a¥l
r+l a=1L

oo
1} Sia=1, ].i.'IEII:ISn= |.i.|:|u.r:-|-|:+-:-:-£uﬂr:h:&'i-|:£ﬂ" diverge.
m—5-f-on s =i

2) Sia>1, lim 5, = lm Lo

n—tee | —a

= +oo alors [a série E-u.""' diverge
m=i

+-om
3} Sia= —1, lo bmite d= Sy n'emise pay o donc la sémie ) o™ diverge

n=i
N5 -1cacl limS = him 2% = 1 4 done 3 a® ot
i v f ot O = lm —— = ﬂm:nﬁa ConpeTye
1
§=——.
Exemple 1.2.
. = 1 B 1
Soit la série :E.Im Fﬂmmuﬂ—m pour towt n iz 1,
_t r
nl:n-|-1]-_r|. ntl’
donc
S =
o
Fn-l'[it+1]-

- Fn r_-l"l")

B . 1 1 1 1 1 1 1

N R

- _l1.-|-1
et

hm 5= lim [1-— :]-—1
n—.-nl-:l-:l:-l _'u—.-n{m:l: n+1 -

Ia suite des sommes particlles [Sn]méﬂ e convergende vers 1. Por comadguend la

FeTiE -:E|m:'+-|-1} est convergerde, o sa somme 5 = 1



Exemple 1.3.

sa.emmzhl(“:f] FMLh:h(:I?)FHrMHEH,
I‘-'?n = E'-'-I:
k+2
- I
= E[I:u.':-l-!—ll:lk'fu
k=0
= ({2} - In(1)) + (In(2) — kn(3)) + --- + (ln[n + 2] - In(n + 1]}
= lnln+12),
donc
-!.-IT::-E"_ lim |:||:r|.+2]
r:+I'
Remargue 1.2,

8 U = Gnq1 — am on trouve que S, = ang — ap, alors la séie de terme géndrol u,

conperger 5 ef sewlement si la suite oy ey converge,

Exercice 1.1,
D@ sminer lo nature dey sériey suivantes en colenlons feurs sommes

— . nin+2 - 1
;h (n+1)2’ gnl:n+l]{ﬂ+3:|'

O vient de voir qu'une fois la suite des sconmes partielles associée est explicitée

alors on pewt déduire Ia nature de In série qui est de méane que I stite des sommes
particlles. mais trouver lexpremion analytique exncte de celle-d, n'est pas towjoans
facile, par eemple In séie :Eﬁ Pour remédier & ce probléme, il a fally concevoir
d'aukres critéres qui nows permetient de déterminer n nature d'ane série numérique
sams trowver Uexpression analytique de I suite des somsmes partielles qui hui est

.



1.2.2 Condition nécessaire de convergence

1.1 Proposition I
Sail E.u., une séne comver gends, alors |l|:|:|. iy = 0. La réciproque esi fansve. ]

Démonstration.
Supposoms que la s&rie E tt,, converge alors (5 )y = suite des sommes partielles
u.nl:-:rutul.a:-:lmfu;l;l:uil: |:|'|.-|:||1.|.u pour bout entier w3 1,

S = Say =uptu + o foy — gty oty ) =y,

alors
lim w, = Jim S, — lim 5., =0
L implication tmverss st fsusss. En efet, reprenons Uecemples 2.1, Lo séri= 3 In (: I ?)
est divergente, bien que son te=rme général tend vess 0. O
Remarque 1.3,
Por controposition, i |.1.|:|:|. un # 0 alors lo série ¥ uy, dicerge
n&MN

Exemple 1.4.
Soit la série "E sinfew]

n=1
(' g

lim wu, = |.1.|:|:|. m[c-:l—-u.ul:l] #0O.

M= o

La condition nécessaire de conperpence wext pos vénifide alors la série ev dicergente

1.2.3 Critére de Cauchy

1.2 Proposition ]

La wérie % u, converge 5 of sedement 5 la suite (5 )nen est de Canchy, ie
mel

W¥e=0, NN, YpgelN, g>p2 N, |5,-5l<c,



q
L
E=ppl

Ye=0On AN =N, Ypge N, g=p = N; < L

Démonatration.

Soit ¥ un, une série comeergente, (Shnen la soite des spanmes partielles associée

m
est comvergents par conséquent o'est upe suite de Canchy, puis la proposition est
démmantrer. O
Exemple 1.5,

Pour montrer que la sénie harmonigue E et divergente il affit de montrer gue
o suite des sommes partiell=s qui Jui exd u.::.m:lr.‘r [Slney west pos de Cowshy.

En «ffet, 5, = EIJ pour p = In of g = n, on frouse gue
=S

18, — 5= |6 — S
11 1 [
“mrits +2+"'+Et

+
+- 1
n

1
E
n
In
1
E

Il suffit minai de choisir © = %, pour que [Sy)ecy ne soit pas de Couchy.

1.2.4 Reste de rang n d"une série convergente

1.3 Définiticn |

& In J&ft'EH-.-. comverge, on appelle reste de rang n
n=

i, = iuk.

E-mil




1.3 Proposition l

Saiik 'E'u'." une série comvergenle alors la suite 0, esl convergente el on a

"]j_ﬂﬂr. =0 = S, +H,.=5

Démonatration.

La série 'Eu,-. est comvergente, on a done
u={l

k-1 k-1 E=mil

Soit 5.+ B, = Salors B, =5 -5, et

LigfL:S— bm&5, =5-5=0.

=+

1.3 Séries i termes réels positifs

1.4 Définition |
Une série % w, rédle e dite & lenmes posiifs 5 pour fout w e N ou, 20,
niz [

o

L1 Lemme (convergence par majorstion des soanmes partiellss)

Une série & Lermes positifs EHH" converge 5 el seulement [a suile des sommes
partiedles (S nen est IJIHJ';'IEE

Démonatration.

® 51 % uy comverge alors (S )nen ek convergente (par défmition).
ni M

» Sait (5, )cq une suite majorée, comme la série est & termes positifs aloes elle

est croissante = donc comvergente,



Exemple 1.6.

Soit [a série E L Pour toud n 3 1, L =0 Vérifions que S, 'E ent Tajore
k

k2
1 1 1
If-'u:lmr:l:le k':-k'l'l] _I—Ewwfadkﬁilm

[ Snlncn e mojorss, oo qui implique gue 'En—]:: est conpergente,
n=0

1.1 Théoréme (Régle de comparaison) ]

Scu'gn-llzu“e!Er. Jemsa‘ma!-u‘mapnﬂ'ﬁ!eﬁ'ﬂqquuurmutnEH
LS ok
0= my 5 k. -'afﬂ's

.

1— 5i} v, converge alors ¥ u, converge.
2— S5} up diverge alors ¥ v diverge.

Démonatradion.
1— Posons - ‘.'I'.-.—Eut EL I,..—En;
E-:l:n.mE]:-:-ur{-l:-ul.r:lEH D:EEu"a:l.l,..nl:erS % T, pour tout n £ M.
El.l,.:nnﬂrgﬂ:'ar Th coawverge =+ T, et bomée (majorée} = 5, est majonie.
n=

DVaprés le Lenme 1.3 "'Eu.. COAVETRE.
m—0

2— Par contraposition : =i fun divesge alors ﬁl.ln diverge.
n=0 n=0

Remargue 1.4.



1. 5 1'Elu.-. et 1'Er.l.-. sonl d termes négatifs, odors il suffit d@udier les séries
n=0 L]
Eu -
n=a n=a
2. Dans b= thémreme de comparsisen, on peut remplacer Uhypothése Yoo N oo, £

vy par [hypothése : Sng € N Vo 3 ongu, €0,

Exemple 1.7.
Soit la sénie de terme géndral u, =

4 I
ux = 0 pour towt n & N*, on pewd appliquer la régle de comparaison.

Comme sin’n et majorde par 1, et lan 2 1 powr towd n e N°,

1 1"
“"£2“+|:|1n.£(i} )

- powr tout n = N*.

[~1e

% est une série piomdrigue convergente, d apres lo rigle de comparmison
1

a

, e comvergente.

[~18

a

1.2 Théoréme (Rigle d'équivalence) |

Soient ¥ ug el ¥ vy denx séries A lermes posilifs belles gue, lorsgquen —+ +oo,
neM m

e 55w ( im E=1_,|...-1..?1:'5'E|.|..-e! % vn ont la méme nature
n—fHac iy ey nEM
Démonatration.
Sait lim =% = 1 doac
o gy

Yo =0, Ing € M, %n 2 ng; (1 — Clw £ un £ (1 + ),

Griice a |a régle de comparason et les inégnlités précédentes on trouve que au_ el
e

%" tn oot |la méme nature.
nel

Exemple 1.8

Soit la série de terme généralu, = S 10

a4 a4

pour tout i & M o a =0



a) Si0<a<l, |:i|::|| a" = 0, donc
M o

jom 1 pao 1

=+ 5

i,

mn=0
= gin?n
|-|E|T+|Ilﬂ.

bl Sia=l, |i|:||:|.-|:|.""'=+:-u_.|:rJ'|:r-.'|

pom A" e
Lo

5n 4 gm

T

g1

siazh Eﬂ:::rie_g'ﬂb-m&riqu-:ﬁ -[Eﬁ}n diverge, ef par lo régle d'dpuivalence
m=0

= 1+ a"

Eﬁ? — diverge, of s a < 5 [0 sfrie géomdirigue Eﬂ {%}n conuerpe,
= 1+a
dorec |1EI:I-“ T verge.

1.4 Clomparaison d'une série avec une intégrale

-] 15"
b [:E) el une séTie péomdtnigue convergente, ef d apres la régle d équivo-

et

1.3 Théoréme |
Saient rg & N et [ : [rg, +oo[— RY upe fonclion continue et déroissante,

posons u, = [(n} pour bout n = ng. La séarie ‘Eu,. comverge s el seul emend
n—0

ﬂ"f_,l'fr:l-:l_t converge, =l on a

Fﬁzlﬂrﬁ:iuu £ flna) +JT',I'{:] dr.

—l."

Démonatration.

Soit k& N avec k = ny, [ est décroissante sur [ng, +oc|, et pour tout = £ [k E+ 1],

flk+1) = fix) = fik),



en intégrant par rapport & o de k & kK + 1, on obiient
k41 k1 Egl

J{f{*+1}:1:£ ff[r}ﬂ:s; jm}a:,
k E E

o it .

fe+n < [ fisjde< g8,
]

en sommant de ny & n, =t en utilisant le fait que 5, = f(n) pour tout n 2 ng, on

obli=nt
. Kl

Sunsy [ Mo Yu

E-ng k = }
d’oi
a4l

Y ws [fzdrs Yom,
[ = TN g E=n,

en déduit gue
sm—sn,ﬁf.rtz}a:as_—sﬁ-..

1- & J,Tfi!?dimﬂm

San € [ feddr+ 5, € [+ 5, =M

ol M est une constante posiive
La suite [Secn) est donc majoré et comme % up est une séne A Germnes
N
positifs alors d'aprés le Lemme 1.3, |a sfrie E":. COmVETHE.
niN

2— Supposons mamtenant que |a sénie 1'Elal.-. esb comvergente de scamme 5,
n=0

;Ff[.:]d:a: 5

wirs ;ﬁ" (x) dr comverge.



























