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Chapitre 3

Introduction a la géométrie harmonique

3.1 Le fibré tangent inverse

3.1.1 Le fibré tangent inverse

(voir la sous-section 2.1.11 et la sous-section 2.2.5)

Soient M, N deux variétés différentiables et ¢ : M — N une application de classe C*°. Si
V& est une connexion linéaire sur le fibré tangent (T'N, 7y, N), alors le fibré tangent inverse
est définit par

0 'TN = {(z,v)|][reM,veT,uyN}
= | J{z} x T, N,

rzeM
et
D@ 'TN)={V:M —TN, YxeM,V,€T,,N}

Localement pour tout X = X*-2. ¢ I(TM) et ¢* =y’ o, on a

ox?
097 0 -1
do(X) = X122 2 (o TN
p(X) oc o7 O ¥ € (¢ )
« ) 02 Op® O N
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— 0" g aiago | op. O
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3.1 Le fibré tangent inverse 55

Remarque 3.1.1. Soient M, N deux variétés différentiables, X,Y € I'(TM), V,W € I'(TN)
et ¢ : M — N une application différentiable; Si X et V ( resp. Y et W) sont p-conjugué
1.e.

dp(X)=Vop e do(Y)=Wop,
alors

Vido(Y) = (VyW)op.

Proposition 3.1.1. Soit ¢ : M — N une application différentiable. Si VY une connexion
linéaire compatible avec une métrique h sur N, alors la connexion linéaire V¥ est compatible

avec la métrique hy, sur ¢ 'TN. C’est a dire, pour tous X € T(TM) et V,W € I'(¢p"'TN)
on a

X (ho(V,W)) = hy(VEV, W) + hy(V, VEW) .

Preuve : Soient X € [(TM), V,W € T(¢"'TN) et X,V,W € I(TN), tels que

dp(X)=Xogp | Vop=V et Wop=W
alors,
X(h(V.W)) = X(h(V,W)oy)
= X(h(V,W))ogp

= WYV, W)op+h(V,.ViW)oy
= ho(VEV.W) + hy(V,VEW).

Proposition 3.1.2. Soit V¥ une connexion sans torsion sur N, alors
Vide(Y) = Vidp(X) + dp([X,Y]),
pour tout X,Y € I'(TM).

Preuve : Soit V,W € I'(T'N) deux champs de vecteurs p-conjugué avec X et Y respec-
tivement . On a
[V,W]op=dpo[X,Y]
VW = ViV + [V, W]
d’ou
Vida(Y) = (ViW)og
= (ViV+[V.W]))oy
= Vide(X) + de([X,Y])
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3.1 Le fibré tangent inverse 56

3.1.2 Seconde forme fondamentale

Définition 3.1.1. Soient (M, g), (N, h) deuz variétés Riemannienne et v : (M,g) — (N, h)
une application différentiable de classe C*°. La seconde forme fondamentale de ’application
@ est la dériveé covariante de la 1-forme vectoriel dy, définie par

Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — de(VXY),
pour tous X,Y € I'(T'M).

Propriété 3.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable. Alors la seconde
forme fondamentale de l'application ¢ est une forme vectoriel C*°(M)-bilinéaire symétrique.
C’est a dire :
(Vdp)(a.X,8.Y) = afB(Vdp)(X,Y)
(Vdp)(X,Y) = (Vdp)(Y, X)
pour tout o, B € C°(M) et X,Y e (TM).

Preuve :
e On a:

Vdp(a.X,8.Y) = Vi, dp(BY) - dp(VI BY)
= aV%B.do(Y) —dp(a.VYBY)
= afVide(Y) +a.X(8)de(Y) — dp(afVYY + a.X(B)Y)
— aB[Vde(Y) — dp(THY)

e En utilisant la Proposition 3.1.2 on a :
Vdp(X,Y) = VEdp(Y) - dp(VAY)
Vidp(X) + dp([X,Y]) — dp(VXY)
= Vidp(X) — dp(Vy' X)
= Vdo(Y,X),
]

Proposition 3.1.3. Soient ¢ : M — N et p : N — P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

Vd(y o p) = dy(Vdp) + Vdy(de, dp) .
Preuve : Soit X,Y € ['(T'M),

Vd(op)(X,Y) = V¥d(op)(Y) —d(top) (VYY)
= VPdp(dp(Y)) — di(dp(VYY))
= ng(dw()())d@/f(d@(y)) - d@b(d@(V%Y))
= Viodt(de(Y)) — dp(de(VYY))
= Vdi(dp(X),dp(Y)) + dip(Vixde(Y)) — dib(de(VXY))
= Vdy(do(X),dp(Y)) + dyp(Vdp(X,Y)).
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3.1 Le fibré tangent inverse 57

Définition 3.1.2. Soient (M, g) et (N,h) des variétés Riemanniennes. Une application
©:(M,g) — (N, h) est dite totalement géodésique si Vdyp = 0.

Remarque 3.1.2. ¢ : (M,g) — (N, h est totalement géodésique si et seulement si pour
toute géodésique v : I € R — M alors la courbe ¢ oy est une géodésique sur la variété N,
e

vy =0, = VI goy=0

Définition 3.1.3. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application de classe C*. La trace de la
seconde forme fondamentale de [’application o est appelé champ de tension de l’application
p, noté par

7(p) = try,Vde. (3.1)

Remarque 3.1.3. Relativement a une base orthonormée (e;) sur M on a

T(p) = VEdp(e;) — dp(Vie;),

Si (%) (resp (%)) est une base locale de champs de vecteurs sur M (resp sur N), on a :

o) = (V5 dolom) — del V% 1))
-9 (aiig; %ﬁﬁgif w 90_8@% %)a%w‘ (3:2)
O 5522 3 T o= o ). @3
(Vdep)i; = (V‘P dp(55) = dp(Via ;ﬂ)
B %iig; %ﬁz ?;; Fag © @—%Ij‘é)a%w- (34)
(Vi) = gt g gia‘ Fag o0 = 83@: Ly (3:5)

Proposition 3.1.4. Soient ¢p : M — N et p : N — P deux applications différentiables
entre des variétés Riemanniennes, alors

T(Y o @) = dy(7(p)) + trgVdi(de, dp). (3.6)

3.1.3 Cas des sous-variétés

Soient (N, h) une variété Riemannienne et M une sous-variété de N. Alors le champ de
tenseur g : ['(TM) x I'(TM) — C°°(M) défini pour tous X, Y € I'(TM) et p € M par

g(Xv Y)p = hp(XlH Y;?) )
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3.1 Le fibré tangent inverse 58

est une métrique Riemannienne sur M, appelé la métrique induite sur M par h.
Pour tout p € M on a
T,N =T,M & T,M~,
ou,
T,M* ={veT,N|hy(v,w)=0,Yw € T,M}
VoeT,N FWw'eT,M IlvteT,M+ | v=0v" +0t.

Remarque 3.1.4. Soient X € T'(TM) et X € T(TN) un prolongement de X (i.e. X|y = X).
Si VN (resp VM) désigne la connexion de Levi-Civita associée & la métrique h sur N (resp
sur M), alors

VY =(VEY)T | XY eT(TM),

est la connexion de Levi-Civita associée d la métrique g sur M, qui indépendent de choix de
prolongement.

La deuxiéme forme fondamentale de M sur N est donnée par
BX,Y)= (VY)Y | X YeIl(TM),
et la courbure moyenne est donnée par

H =trace B.

Définition 3.1.4. Une sous variété M d’une variété N est dite minimale st sa courbure
moyenne est nulle (H = 0).

Remarques 3.1.1. .
1) Soiti: M — N l'injection canonique, alors la deuziéme forme fondamentale de i coincide
avec la deuxiéme forme fondamentale de M sur N, c’est a dire

Vdi(X,Y) = B(X,Y) = (VIY)" XY eDl(TM).
2) Soit N € T(TM™), on a
g(Vdi(X,Y),N) = —g(Y,VIN) XY eT(TM). (3.7)
3) Dans le cas ot M est une hyper-surface de N et N € T(TM*), on a
Vdi(X,Y) = g(Vdi(X,Y),N)N .

En effet, pour prouver (2), soit p € M on a

g(Vdi(X,Y),N) = g(VFY)"N)
= g(vgyaN)—g((vgY)TaAO
= g(V%Y,N)
= X(g(Y,N)) - g(Y,VIN),
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3.1 Le fibré tangent inverse 59

Si (¢¢(p)); est une courbe sur M, définie au voisinage de 0 € R, telle que X, = %gpt(p)\tzo,
on a

X0V N) = o7 N o @ulp)lics

d
Egsot (p) (Y% (p)s N‘Pt (p)) |t=0

d
= Eh%(p) (Ysot(p) ) Nsot (p)) |t:0

= 0.
(3) découle immédiatement de (1) et (2).

Exemple 3.1.1. Si M = " C R"*! désigne la sphere unité et N = 31 2= le champ de
vecteur normal a la sphére, alors

Vdi(X,Y), = —g(X,Y),N, X,YeDl(TM) ,¥peM. (3.8)

g(VAi(X,Y),N), = —g(X,Y), XY €D(TM) ,vpelM,
en effet, ceci découle de la formule 3.7 et de la relation
VETN =X, VX e D(TR™).

Définition 3.1.5. Troisiéme forme fondamentale
Soit v : (M"™, g) — (N™, h) une application de classe C*.
La troisieme forme fondamentale de o est la dérivée covariante de Vdy , elle est définie par :

ou X,Y,Z € T(TM)

Proposition 3.1.5. Contrairement a la seconde forme fondamentale, la troisiéme forme
fondamentale n’est pas symétrique, nous avons :

V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RY(Z, X)Y) — R (dp(Z), dp(X))dp(Y).  (3.10)

Preuve :
par définition nous avons :

V23do(X,Y,Z) —V?dp(Z,Y, X) = Vx(Vdp(Y, Z)) — Vdp(VxY,Z) — Vdp(Y,Vx Z)
= Vz(Vdo(X,Y)) + Vdp(V2Y, X) + Vdp(Y, V2 X),
en utilisant la deuxiéme forme fondamentale, un calcul direct donne :
V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) = Vx(V5dp(Y) — dp(V2X)) = V5dp(VxY)
+dp(VzVxY) = Vg ,do(Y) +dp(Vy, zY)
— Vz(V%dp(Y) —dp(VxY)) + Vidp(VzY)
—dp(VxVzY) + Vg, xdp(Y) — dp(Vy,xY),
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3.2 Equations d’Euler-Lagrange 60

il suit que :
= VEVZdo(Y) = Vidp(VzY) — Vidp(VxY)
+dp(VzVxY) - VXZdSD(Y) +dp(VyyzY))
—dp(VxVzY) + dp(Y) — dp(Vy,xY)
— V5 VZde(Y) + dso(VZVXY) Vo zde(Y)
+dp(VvyzY) = VEV5dp(Y) — dp(VxVzY)
+ Ve, xdo(Y) — dp(Vy,xY)
— dp(VVxY —VxV,Y + Vg, 7Y
= VxVzY) = (VZVide(Y) = VEVZde(Y)
+ Vo, z2de(Y)) = VG, xdo(Y),
alors
=dp(VzVxY = VxVzY +Vix7Y) — (V5 VLde(Y)
— VEVEdp(Y) = Vi xde(Y).
Du fait que :
VzVxY = VxVzY +Vix Y = RM(Z, X)Y,
et :

VEVEdo(Y) = VEVZdp(Y) = Vi, qde(Y)) = R?(Z, X)de(Y)
= RN(dp(Z), d(X))dp(Y),

nous obtenons le résultat :

V2dp(X,Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RY (Z, X)Y) — R (dp(Z), dp(X))dp(Y).

3.2 Equations d’Euler-Lagrange
Soit U un ouvert de R". Le lagrangien sur U est une fonction de classe C* :
L:(x,y,t) € UxR" X [ty,ta] — L(z,y,t) € R.

Etant donné deux points z1, x5 € U, le probléme variationnel associé consiste a chercher les
courbes ¢ : [t1,ts] — U tracées dans U, telles que ¢(t1) = x1 et ¢(t3) = x9, qui minimisent
la fonctionnelle énergie :

Bp) = /: L(0). Z—f(t),t) dt. (3.11)

Pour caractériser la fonction ¢ : [t1,%s] — U, on considére la variation p,(t) = ¢(t) + sv(t)
oll s € (—¢,€) et v(t) une fonction non nulle, sauf aux bornes t; et to, on alors :

v(t) =v(te) =0, @s(t1) =p(t) =21 et ps(t2) = p(tz2) = 2.
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61
Théoréme 3.2.1.
d b2 oL dy 0 (0L de
B, / (o0, 5 (20, G 0.0) = 55 (5, (20 G 02)))
ou <, >gn désigne le produit scalaire standard sur R™ et
8_L_<@_L 8_L) @_L_<@_L @_L>
or  \O0z1’"7oan/ 7 oy \oyl' " oyn
Démonstration. Soit ¢ : (—€,€) X [t1,ts] — R™ Iapplication définie par :
¢(s, 1) = @s(t) = o(t) + sv(t). (3.12)
D’apres (3.11) et (3.12), on a :
d 29 0¢
SE@| = [ g(otn e (3.13)
comme
0 0o B ¢’ oL 0o
5 L0050 (50:1) = Z_: e (50 5 (900 3 (50.1)
¢’ oL o¢
+;@( 5 ) (51 5 (0060, 5.0, 1). (314)
En intégrant par parties, on trouve :
¢’ oL 0o
/tl ; 85( o) 51 dy (9600 5 os1).1)
b2 8¢’ oL ¢
_ Z/l o (5.1) 5, (o(s.1), o (s0) t) dt
8(# oL 8(b to
Z 55 (1) 5 (0050, 5 (5.0 ) |
" [ 9g d /0L D¢
_; ) E(s,t)§< 5y <¢(s,t) = (6.8), t))dt. (3.15)

d’aprés les formules (3.12), (3.13), (3.14)

d
—E(ps
7 (¢s)

et (3.15), on obtient :

o= [0 0 F0), o
(0 (60 01),

- o0 g5 (5 (o0 01)))

to
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3.2 Equations d’Euler-Lagrange 62

comme v(t;) = v(ty) = 0, alors

]

Théoréme 3.2.2. La courbe ¢ : [ti,ts] — U est un point critique pour la fonctionnelle
énergie E(p) si et seulement si :

g_i’ (00, ‘;_f(t),t> - %@_5 (0. é—f(t),t)) —0. (3.16)

Ce systéme de n équations différentielles du second ordre s’appelle systéme d’équations d’Fuler-
Lagrange.

Exemple 3.2.1. Soient U un ouvert de R", L : U x R"™ X [t1,t5] — R définie par :

L('I7y7t) = 37

ici le lagrangien représente ’énergie cinétique.

-4 [ ()

le systeme (3.16) est réduit a l’équation

d*p

az =

les solutions des équations d’Euler Lagrange sont les droites affine (géodésiques) :

o(t)=at+0b, a,beR"
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3.3 Applications harmoniques

3.3.1 Applications harmoniques

Définition 3.3.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C* entre deux
variétés Riemannienne de dimensions m et n respectivement. On appelle la densité de ¢
lapplication

6(@) M — RJra

définie pour tout x € M par
1
e(9)(z) = gldespl

ou |d,p| est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle d,p de ¢ au point x. Si {e;}1<i<m
est une base orthonormée de T, M, on a

|datpl* = trgp*h
— Zh(szO(ei);dx‘p(ei))
=1

St {x' <icm et {y*}i<a<n sont les coordonneés locale autour de x € M et p(x) € N respec-
tivement, alors

i 00% Op
|daol? = g/ 57 |7 57 l2hes ()

L’énergie de 'application ¢ sur un domain compact D dans M est définie par

1
B(.D) = [ ety =3 [ 1ol
D D
Une variation de application @ est une application de classe C*°,
¢:Mx(—ee) — N , €>0
(@,t) — @)

telle que (¢;) est une famille des applications de classe C* sur M, et oy = . Soit v €
(¢~ 'TN) définie par

oe) = o)l

= do(0 d

)@ € To@ N

Définition 3.3.2. Application harmonique.

Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C™ est dite harmonique si

d
EE(% D)|i=0 =0

pour tout domaine compact D dans M et toute variation (@) d support inclue dans D.
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3.3.2 Premiére variation d’énergie

Proposition 3.3.1. Soient ¢ : (M,g) — (N, h) une application différentiable et (¢;) une
variation de @ d supports inclue dans D. Alors

GEuDllco = [ hwr(e)u,

ot v(z) = Zoy(x)|i=o et T(p) = tryVdyp est le champ de tension de Uapplication .

Preuve : Soit {¢;} une base orthonormée sur M et {<} base sur (—¢, €), alors {(e;, 0), (0, %)}

est une base locale orthonormée pour la métrique dlagonale sur la variété produit M x (—e¢, €),

et on a le crochet de Lie [(e;,0), (0, 4)] = 0, pour tout ¢ = 1, ...,m, on a dé(e;,0) = dgo(ei) et

do(0, dt) = v. En effet, remarquons que

do(e;,0) : M x (—e,e) — TN |

do(€i,0)(z0) = dado(es]s) + dodz(0) ( formulede Leibniz )
dx¢0(ez|:(:)
dzp(€ils)

et
d
dﬁb(O,%)(m,o) = dngO(Ol )+d0¢x( |t 0)

= (),

avec ¢o(z) = ¢(x,0) et ¢, (t) = ¢(x,t). Donc,

d 1d
%E(gota D)|t:0 - 5% D h<dgpt(ez)7 dwt(ei))vgh:c’
1d
= 5% h<d¢(ei70)7d¢(6i70))vg|t:0

_ / h(do(e:, 0), do(e;, 0)) | —ovg

- / (V‘f 1,d9(€;, 0), dp(es, 0))]i=0v,
D dt

HVE, 160, ), db(e0, 0)cory

h(v(]i\cfp(ei)v7 dip(ei))vg

I
ST—ST—s—

h(Vfiv, de(ei))v,
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Soit w(x) = h(v,dp(x)), 1-forme sur M, alors

divw = (Vew)(e)
= ei(w(e)) —w(Veei)
= ¢;(h(v,dp(e;)) — h(v,dp(Ve,ei))
= Vi, dp(e)) + h(v, (),

et comme [ pdivwv, = 0, on obtient

%E(WtaD)ltzo = —/Dh(vﬁ(%p))“g

Théoréme 3.3.1. Une application différentiable ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique si et
seulement si T(p) = 0.

3.3.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 3.3.1. Toute application constante ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique.

Exemple 3.3.2. Le seconde forme fondamentale de ’application identité,
Idy : (M, g) — (M, g) est nulle, c’est a dire Idy; est totalement géodésique, donc Idys est
harmonique.

Exemple 3.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout fonction f: M — R et
(e;) une base orthonormée sur M on a

T(f) = tr,Vdf
= Vdf(e,, 62')
= Vidf(e) = df (Vile))
= ei(ei(f) = (Vele)(f)
= ¢(Ve,gradf,e;)
= div(grad f)
= A(f).

Exemple 3.3.4. Soit R" muni de la métrique canonique gy et soit ¢ : (M,g) — (R", go)
une application différentiable, o(z) = (p'(x), ..., 0" (z)). d’aprés la formule 77 et comme
¥Tl;=0,0na
0% Oy M0
) Gt c— Ik
T((p) g (axlaaﬂ Oxk z])ay,y °y,

c’est a dire,
T(p) = (A(p"), - D(e™),

d’ot Uapplication ¢ est harmonique si et seulement si A(p®) =0, a = 1,...,n, c’est a dire
©® sont des fonctions harmoniques.
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Exemple 3.3.5. Soit M =|a,b| un intervalle sur R. Alors la courbe 7 :Ja,b|— (N", h) est
harmonique si
dQ a d ,Gd é
" wpg
dt? dt dt
donc, v est harmonque si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 3.3.6. Soit S une surface dans ’espace euclidien R3, et soit :
2 (QJ < >R2) - (R37 < >R3)7
une paramétrisation locale de S, ot Q0 un ouvert de R%. Supposons que :

52 =lal (ot

Alors, S est minimale si et seulement si p est harmonique. En effet, notons :

le vecteur unitaire normal,

2
E:L—
ox

2 2 2
= <N’ %>R3, /= <N’ (983:—{;’;/>R3’ 9= <N’?)_yf>R3'

_leG+gE-2fF
2 EG-F?

la courbure moyenne de S. D’autre part :

2 2
<?)_Sx077(¢)>1[@3 - <%7%>R3+<%7%>R3

<3_¢ @2_90> _<02s0 0_s0>

Ox’ Ox? /rs Oxdy’ Oy / re
10 8_(,0 2 1 0 8_90’2

L= la

on obtient :

29z 0x 20x1 0y

<g—§,7(¢)> - 0.

R3

Par conséquent T(p) est normal a la surface S et on a :

_etg _ <N,T(¢)>R3‘

H
2K 2F
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Exemple 3.3.7. Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N.
Sii: M — N est linjection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et seulement
si 1 est harmonique. En effet, en utilisant la Remarque 3.1.3 on a

Vdi =B,
d’ou, T(i) = H = traceB.
Exemple 3.3.8. Soient (M, g) et (N, h) des variétés Riemanniennes. Si o : M — N est un

plongement régulier isométrique, c’est a dire, ¢ est un plongement régulier tel que pour tout
peM, XY el'(TM) on a

9p(Xp, Yp) = ho) (dp(X,), dp(Y)) -

Alors, (M) est une sous-variété de N, de plus (M) est minimale si et seulement si ’appli-
cation o est harmonique.

En effet, si V*M) est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique induite par h sur
©(M), et B désigne la deuxiéeme forme fondamentale de (M) sur N, alors

B(dp(X),dp(Y)) = (Vauuxde(Y))*
= szi\;(X)d(P(Y) - (Vfi\;(X)dQD(Y))T
= Vide(Y) - ViR de(Y)
= Vidp(Y) - dp(VYY)
= Vde(X,Y) ., X, YeTI(TM),

Soit (e;) une base orthonormée locale sur M, comme Uapplication ¢ est isométrique, on a
(dp(e;)) une base orthonormée sur (M), d’ot

H = traceB ( courbure moyenne)

= B(dy(e;),dy(e;))
= Vdp(e;, ;)

= 7(p).

Exemple 3.3.9. Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite
sur la sphere unité S™ par linjection canonique i : S* — R Soit ¢ : M — S™ une
application de classe C™, posons ¥ = io0 ¢ : M — R"1 alors ¢ et harmonique si et
seulement si

() = —|dy[*y.
En effet, d’aprés la proposition 3.1.4 on a
T(¥) = 7(i 0 p) = di(7(p)) + tr Vdi(dp, dyp)

donc , ¢ et harmonique si et seulement si

T(Y) = trVdi(dp,dp)

= Y Vdi(dg(e:), dg(e))

=1
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ot (e;) est une base orthonormée de T, M, x € M, en utilisant la formule 3.8 on obtient

m . n+1 ' a
W) = = gldpe). dole)No ol N =Y aio
=1 =

= =2 lde(e)e(@)  Naw = (@)
= —|dp|*(x)
= —|dyPy(x).

Remarque 3.3.1. La composé de deux applications harmoniques n’est pas en générale une
application harmonique. En particulier si ¢ est harmonique et si 1 et totalement géodésique
c’est a dire (Vdy = 0), alors 1 o ¢ et harmonique.

Exemple 3.3.10. Soit l'application,
¢: (R, dz*) — (R? dz®+ dy?)
x +— (z,0),
on a,

o*x 0%0
T(p) = (E’ w)
= 07
et soit l’application,
G (R e+ dy?) — (R,d=?)
(z,y) — 2° =y,
on a,
() = A)
0? 0?
v o
dz?  dy?
= 2—-2=0,

alors les deuz applications ¢ et 1 sont harmoniques, mais remarquons que la composé,

Yoyp: (R dr*) — (R,dz?)

r — 22,

est non harmonique, T(1) o p) = 2.
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3.3.4 Tenseur énergie-impulsion

Le tenseur énergie-impulsion est introduit par P.Baird et J. Eells [1]

Définition 3.3.3. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variété riemanniennes et ¢ : M™ — N™
une application C, Le tenseur énergie-impulsion S(¢) associé a ¢ est un teneur de type
(0,2) sur M, défini par :

S(¢) = e(d)g — ¢7h.
Lemme 3.3.1. Soit G = (gij)i; une matrice symétrique carré d’ordre m. Si G = (g”);;
désigne la matrice inverse de G, alors :

0 - b
7 gm — _gmgz
agab( )

pour tout 1,5 = 1,...,m.

Preuve : de I’égalité : B
GG = (97).(9i) = Id

%(g“).(gzj) = —(g“)-ajab(giﬂ
— —(g").0u (3.17)

ol 4, désigne la matrice (5;‘6;’),] De la formule 3.17, on déduit :

0

Do (97) = —(9")-0m(g")
= —(g"g"
= —(9"¢")
| ]
Lemme 3.3.2. Si G = (g;;)i; est une matrice symétrique carré d’ordre m, alors :
i(det(gij)) = cofacteur(gap)
agab
Preuve : Si A; = (gi1, ..., gim)" désigne la iéme colone de la matrice (g;;), alors :
0 0
G (det(g) = o (det(Ar, ey )
= det( 0 A Apm)) + ...+ det(A iA ))
= agab 1y eveey Ly Ty eeeey 8gab m
0
= det(Ay,...—(Ay),..., A,
6( 1 agab< ) )
= det(Ay, ..., (A%, ..., A)
= cofacteur(gqp)
ot Ab = (0,...,1,...,0)". n

Pr Mustapha Djaa 2017




3.3 Applications harmoniques 70

Lemme 3.3.3. Soent (M™, g) une variété Riemannienne et (g,), € @*T*M une variation
réguliére de la métrique g (go = g), alors :

0 9
_ T* M

En effet, localement on a :

Gu() = g4 (u, r)ds' @ dx’
d’olt 5
(09):(x) = %(gij(u,a:))]u:odxi ® dr’ € @*T*M
Proposition 3.3.2. Soient (¢ : M — N une application C* entre deux variétés Rieman-
nienne (M™,g) et (N", h). Si (gu)u est une variation C* de la métrique g sur un domaine
compact M, alors la prmiére variation d’énérgie de ¢ respectivement a la variation (g,), est
donnée par :

dE 1
o= 3 [ < 506080 > 09 3.15)

ot localement S(¢)i; = e(d)gi; — (¢*h)ij et < S(¢),09 >= g"¢*S(¢)i;0Gap-

Preuve :

dE(¢)| - /d€(¢)vgu|
du "0 v du u=0

= /M(M)@ab

agab
e(¢) / Iy
== ) a + ) a
/]\4 agab Jabs M e(¢) agab Jab

Utilisant le lemme 3.3.1, on obtient :

de(9) 1 0g; 8
77— Y A ha
agab 2 agab¢ ¢ 7

]' wa ] o

= —59"9" 076 hap
1o

= —égmgjb(gb h)ij (3.19)
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De la formule v, = (det(gij))%dxl....dxm et le lemme 3.3.2, on obtient :

@vg - 1 1 o 1 .
Gab - Q(det(gw)) 8gab(d€t(gz]))dx .dx

1
= 5(det(gij))_lcofacteur(gab) (det(gij))édxl....dxm

1 1
= §g“b(det(gij)) idat....dz™

1
— §gabvg
1 ia jb
= 599 9ijY% (3.20)
La preuve se termine par substitution des formules 3.19 et 3.20 dans 3.18. [

Théoréme 3.3.2. Soient (¢ : M™ — N™ une application C™ entre deux variétés Rieman-
nienne (M™, g) et (N™, h), alors :

h(7(¢), d¢) = —div(S5(6)). (3.21)

e:VX e (TM), on a
W7 (¢), db(X)) = —div(S(9))(X).

ol

div: ("M @ T*M) — T(T*M)
o +— div(p) = trace(Vo)

Preuve : Si {X;}; (resp {e;}; ) désigne une base locale ( resp orthonormale), alors :

div(S(¢)) = g7 (Vx,(S(9))(X))
= XYV (S(¢))(e)
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soit x € M et (e;) une base locale orthonormale telle que (V,e;), = 0, alors

div(S(9)(¢;) = Y (Ve(S(@))(eirey)

i

= D (Va(S(@)(eie;) = Y (S()(Veeines) = Y (S(9)(er, Verey)

= Z(vez(s<¢) (eia 6]‘))
= Z el ez, e]
= Z ei(h(d(er), do(er))g(ese5)) = > e(h(de(e:), dd(e;)))

%

_ Z h(dd(er), dp(er))d? = ei(h(dd(es), dg(e;)))

7

- Z h(do(er) d¢<ek)))—2 ei(h(do(es), do(e;)))

k

= > WV de(ex), do(er) Zh (V2 dg(e;), do(e;)) Zh de(e;, V2 d(e;))
k

= —h(7(¢), dg(e;)) +Zhv<ﬁd¢<ez> do(e;) Zhdcﬁez,v%(e]))

= —h(7(¢),do(ej)) (Vd’d(b est symétrique).

Corollaire 3.3.1 (Loi de conservation). Le tenseur énergie impulsion d’une application har-
monique ¢ : M — N est de divergence nulle

7(¢) = 0= divS(¢) =

Corollaire 3.3.2. Si ¢ : M — N est une submersion sur un ensemble dense, alors ¢ est
harmonique si et seulement si divS(¢) est nulle

7(¢) = 0 & divS(¢) = 0

3.3.5 Meétrique critique

Définition 3.3.4. Soit (M™, g) une variété Riemannienne compacte orienté. Une métrique
Riemannienne critique est un point critique pour la functionnelle :

H(g = / 15,20,
M

ou S, désigne la courbure scalaire de (M, g) et v, désigne ’élément volume mesurer par g.
Localement si on note par (;)i2, les coordonnées locale sur M et Ricj; les coordonnées
du tenseur de Ricci associé a g, alors g est une métrique critique, si et seulement 8L 0N G :

mViVng — mSgRicfj — (ASg)gn + S;gm =0 (322)
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(For more details, we can refer to [15] and [92])

3.4 Déformation conforme

3.4.1 Deéformation conforme de la métrique de départ :

Proposition 3.4.1. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une appliction de classe C* et g = e*g
une déformation conforme de la métrique g. Alors le champs de tension de ¢ associé a la
nouvelle métrique g est donné par :

(p) = e 7[r() + (m — 2)dp(grady)] (3.23)

Preuve : :
Soit (e;)1<i<m une base orthonormale associe¢ & la métrige g. Par définition du champ de
tension (Définition 3.1.3), on a :

m

(p) = Y {Vidp(@) — dp(VEE)} = Z{Vd@(e)dw &) — dp(VY &)} (3.24)

%

oue; =e e, i =1,...,n, est une base orthonormée relativement & la métrique g.

Calculons chaque terme de I'équation (3.24) :
1)On a N N N
Ve = Venee Tep=e 2 —ei(y)e; + Ve (3.25)

D’aprés le Corollaire 1.5.1 ( formule 1.27) on obtient :

%gei = Ve + 2¢;(v)e; — gles, €;)grad()

3.26
= Vilei+2ei(y)e; — grad(y) (320
En remplacant (3.26) dans (3.25) nous obtenons :
6%& =e P [VYe + e;(7)e; — grad(v)]
> Ve =y Ve + (1 —m)grad(y)]
d’ou . .
> dp(VEE) = e[ dp(Vie:) + (1 - m)dp(grady)]. (3.27)

2) On utilisant les propriétés de V¥, on obtient :
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VEdp(@) = e TVE e Bdp(er)
= e [—e;(7)dp(e;) + Ve dp(e;))- (3.28)
= e [—dp(ei(v)es) + VEdip(e:)]
d’ou
ZV do(e;) =e” ZV“" de(e;) — dp(gardy)]. (3.29)
Remplagons (3.29) et (3.27) dans I’égalité (3.24), nous obtenons :

7(p) = e [1(p) + (m — 2)dp(grady)]

Remarque 3.4.1. Si la variété M est de dimension 2, alors toute application harmonique
reste harmonique, par changement conforme de la métrique de départ.

Exemples 3.4.1. Soit R? (resp R?), muni de la métrique euclidienne, et soit l'application ¢
définie par :

Q: R3 — R?
(xluanx:ﬂ) — (\/ l’%‘f“l‘%,l’g) ’

en utilusant les coordonneés cylindriques dans R3, Uapplication ¢ s’écrit :

Y R3 — R3 — R?
(r,0,23) —— (rcosf,rsinf,x3) +— (/22 + 2% x3) = (r,x3) "’

donc
o(r,0,x3) = p(rcosd, rsinb, x3) = (r, x3).

1 00
d(r,@,mg)@ = ( 0 O 1 )

En coordonneés cylindriques, la métrique de R® est donnée par :

grs = dr® + r*d0* + dx;

de base orthonormale :

L0 1o 0
YWor 0 TP a0 0 7T Bay
tels que
1
[61,62] = —[61762] = —;62 ) [eivej] =0
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pour tout (i, j) & {(1,2),(2,1)}
R? est muni de la métrique euclidienne :
gre = dr® + da3,

de base orthonormale

0 0
Ji= o fa= 975
De la formule de Kozul, on déduit :
1
Veger=0 5 Ve = —;61 i Vees=0 et Vg f;=0

pour tout 1,5 = 1, 2.

De la formule du champ de tension, on obtient :

9
or

%I»—l

() =

donc ¢ est une application non harmonique.
Soit grs = €¥grs , une déformation conforme de ggs, oty = v(r) dépend uniquement de r.

D’aprés la formule (3.23) de la Proposition 3.4.1 on a :

T(p) = er (908)+( —2)d908(gmd7)]
. /
= e [;EerSO( (7")5)]
= T ()

avec grady = 7’(7’)%

Ainsi ¢ est harmonique pour la métrique ggs, si et seulement si

¥ ) =1,
1) = In(%)

3.4.2 Deéformation conforme de la métrique d’arriveé

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*> entre deux variétés rieman-
niennes et h = e27h, une déformation conforme de la métrique d’arriveé h .
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Proposition 3.4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*. Si h=e"h
est une déformation conforme de la métrique h, alors :

VLV = VSV + X(y0 o)V + V(7)dp(X) — h(dp(X), V)[grad(y)]op

(3.30)

pour tout X € D(TM) et V € D(¢'T'N). O V¥ (resp V¥ ) désigne la connezion du
fibré inverse T(p~ T N) relativement a la métrique h ( resp h).

Preuve : Soient X,V € I'(TN) tels que X o ¢ = dp(X) et V o = V. Des formules 2.7

et 1.27, on a :

ViV

= (ViV)op
= [VgV+ XV + V()X = (X, V)grad(y)] o ¢
= VSV 4+ XV + V()X — (X, V)grad()] o ¢

= VLV +do(X)(0)V + V(7)dp(X) — h(de(X),V)[grad(y)] o ¢
= VRV +X(yo)V +V(y)de(X) — h(dp(X),V)[grad(y)] o ¢

De la Proposition 3.4.2, on a :

Proposition 3.4.3. Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°. Si h=eMh
est une déformation conforme de h, alors :

7(p) = 7(p) + 2dp(gradar(yop)) — |dg|* (grady (7)) op.

Preuve : Soit (e;);=1, ., une base orthonormée de (M, g), ona :

T(p) =

tmceg%dgp

> _{Vidple) — dp(Viie)}

> AVEdp(es) = dp(Vile} + 3 ey o p)di(es) + dplen)(7)dp(eq)}

i=1
m

= {h(dp(e:), de(es))[grad(y)]op}

=1

() + Y _{2ei(y 0 p)dp(es) + —h(dp(e:), de(e:))[grad(y))ow}

=1

() + 2dp(grad(y o ©)) — |dg|*[grad(y)]op}

Pr Mustapha Djaa

(3.31)

2017




3.4 Déformation conforme 77

3.4.3 Applications conformes

Définition 3.4.1. Soient (M™, g) et (N™, h) deuzx variété riemanniennes, une application
¢ : M™ — N" est dite conforme s’il existe une fonction A : M — R de classe C*° telle que
pour tout X,Y € I'(T'M), on a :

h(dg(X),do(Y)) = Ng(X,Y)
La fonction \ est appelée fonction de dilatation associée a ¢.

Proposition 3.4.4. S5i ¢ : M™ — N™ est une application conforme, alors :
1 1
= Z | doé |P= Zm)?
e(6) = 5 | do = S
Preuve : Soit (e;) une base locale orthonormale, on a :

o@) = 33 h(doe).doler)

1

m
)2
2

Lemme 3.4.1. S5i ¢ : M™ — N™ est une application conforme, alors :

(m — 2)\2

S(8) = 15

g

Preuve : Soit (e;) une base locale orthonormale, on a :

S(@)(eire;) = e(@)glei e;) — h(dp(es), dp(e;))
1

= gmNgleie5) = Nglei e;))

= (5m¥ = ¥)gleie))

Proposition 3.4.5. 57 ¢ : M™ — N™ est une submersion conforme, alors le champ de

tension est donné par :
7(¢) = (2 — m)do(gradln \)

Pr Mustapha Djaa 2017




3.4 Déformation conforme 78

Preuve :(version 1.)
Soit {ey, ..., €, } une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d'un point = € M telle
que Vi‘fej = 0 au point x, pour tous i,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

hr(e) deles) = D h(VEdg(en), dio(e))

— i {ei (h(dgo(ei),d@(ej))> - h(d“)(ei)’véd‘p(ej))}'

Puisque ¢ est conforme de dilatation A et V¢ dop(e;) = V¢ dp(e;), alors :

h(7(p),dp(e;)) = z”: {ei()\2)<g(ei>€j)> - h(d¢(€i)>vfjd<ﬂ(ei))}

i=1

- 1

— Z {2)\2 (g(ei(ln e, ej)> - iej(h(dcp(ei), dgp(ei)))}

i=1
= 2\%g(grad” In ), e;) — nA%e;(In \)

2>\2g(gradM In\),e;) — n)\2g(gradM In\),e;)
= (2—n)N?g(grad” In)),e;)
= (2 —n)h(dp(grad™ In \), dp(e;)).

"
Preuve :(version 2.) Soit (e;) une base locale orthonormale, du Théoréme 3.3.2, on a :

—h(7(¢),do(e;)) = div(S(9))(e;)
= Z(veiS<¢))(eiaej)

i

= > e(S(@)(ei )
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h(r(0).dote)) = P g(e grad(x)
~ (m — 2ales, grad(Y)
= (m - 2)%(e, )
= (m—2)\yg (e],gmd(ln)\))
= (m— 2)h(do(e,), db{grad(in)))
= h{(m — 2dg{grad(in))). do(c;)

Corollaire 3.4.1. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) une submersion conforme, alors ¢ est har-
monique si et seulement st n = 2 ou la dilatation \ est constante.

3.4.4 Application semi-conforme

Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*°, entre deux variétés rieman-
niennes. L’espace tangent au point x € M se décompose en somme directe :

d’un espace vertical V,, = kerd¢, et d’un espace horizontal H, = V} (complément orthogonal
de V).
On note :

Cy = {z € M/dp, = 0} (3.32)

L’ensemble des points critiques de ¢.
M = M\C, (3.33)

Définition 3.4.2. Supposons m > n, Uapplication ¢ : (M™,g) — (N", h) est dite semi-
conforme si pour tout x € M,

est une application linéaire suiective et conforme.
e : il existe une fonction X : M — R* tel que pour tout X,Y € H,, on a

h(dd(X),dp.(Y)) = N (2)g(X,Y). (3.34)
Remarques 3.4.1.

Sur M, on a : X\* = L|dg|*.

La fonction X peut-étre étendue d’une maniére réguliere a M, en posant A;c, = 0.

La fonction X\ : M — R est appelée fonction de dilatation de ¢.

St m < n, alors la seule application semi-conforme est [’application constante ¢ = C'st
(M =10, Cy= M) puisque d,¢ ne peut pas étre surjectve.

Par la suite, on cosidére dans le cas semi conforme m > n.
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o 51 Cy =, alors ¢ est dite conforme de dilatation .

o Si @ est semi-conforme, alors localement, on a :

i 9¢° 8_906

M « M By _
g(grad™ o, grad™ o) =3 g 5 D

/L'7j

=\ (ho‘ﬁ o) (3.35)

pour tout a, B =1, ...,n.

Définition 3.4.3. Soit ¢ : (M™, g) — (N", h) une application semi-conforme de dilatation
A, alors :

o ¢ est dite submersion semi-conforme, si Cy = 0.
o ¢ est dite submersion riemannienne , si Cp, =0 et X = 1).

Proposition 3.4.6. Soient ¢ : (M™,g) — (N",h) et ¢ : (N", h) — (PP, k) deux applica-
tions semi-conformes de dilatations \ et p respectivement, alors 1 o ¢ est semi-conforme de
dilatation aupey = A(x).pu(P(x)).

Preuve : Remarquons que :
o HY® C H?

o dy)t o d¢ est surjective sur HY°?.
Soient X, Y € HY*%, on a :

k(de (¢ 0 §)(X), dy (¢ 0 9)(Y)) = k(dp)(dzp(X)), do(a)¥ (dued(Y)))
= 12(6(2)) h(de(X), dpp(Y'))
= 1 (6(2))- N (2)g:(X,Y)
Proposition 3.4.7. Soient ¢ : (M™, g) — (N", h) une application semi-conforme.
Si f € C*(N), alors :
AM(f o) = df(1(¢)) + N (A f) o ¢ (3.36)

Preuve : :

Soient{e; }1<;<m une base orthonormée sur M, et { f; }1<;<, une base orthonormée sur N telles
que

eten € Hy 3 eniymem €Ve 5 do(ed) = A(fio @), (1< <n)

alors d’aprés la formule (3.6) de la Proposition 3.1.4, on a :

AY(fo¢) =1(f o ¢) = df(r(9)) + Tr,Vdf (do, dp),
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Comme Vdf(do, d¢) est une forme vectoriel C*°(M) bilinéaire. on obtient :
TryVdf (dg, dp) = Vdf (dd(e;), dp(e:))
i=1

=N [Vdf (A fi, M fi)] 0 ¢

=1
=Y N[Vdf(fi, fi)l o ¢
i=1

— AL (AYf) 0,

3.4.5 Morphisme harmonique

Les morphismes hamoniques entre deux variétés riemanniennes sont des applications qui
préservent I’harmonicité.

Définition 3.4.4. soit ¢ : (M™,g) — (N, h) une application de classe C* entre deuz va-
rietés reimanniennes de dimensions m et n respectivement. ¢ est dite morphisme harmonique
si et seulement si, pour toute fonction harmonique

f:V—R
ou V est un ouvert de N tel que ¢~ (V) # @, la fonction
fog:¢7 (V) —R
est harmonique.

Théoréme 3.4.1. (Caractérisation)
Soit ¢ : (M™,g) — (N™, h) une application de classe C*, alors ¢ est un morphisme harmo-
nique st et seulement st ¢ est harmonique et semi-conforme.

Voir le livre de Paul Baird [7].

Remarque 3.4.2. D’aprés la formule (3.36) de la Proposition 3.4.7, ¢ - (M™, g) — (N", h)
est un morphisme harmonique, si et seulement si, pour toute fonction harmonique f €
C>®(N),on a :

df(m(¢)) =0

Contrairement aux applications harmoniques, on a :

Proposition 3.4.8. La composeé de deux morphismes harmoniques est un morphisme har-
monique.
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Preuve : Soient ¢ : M — N et ¢y : N — P deux morphisme harmoniques, alors si
fWcP—R
est une fonction harmonique telleque ¥~ (W) # & alors :
fou:y (W) —R

est harmonique car 1 est morphisme harmonique. donc

fovod: (o) (W) —R
est harmonique car ¢ est morphisme harmonique [
Théoréme 3.4.2. Soit ¢ : (M™,g) — (N",h) une application de classe C*> entre deuz
variétés riemanniennes. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. ¢ est un morphisme harmonique ;
2. ¢ est harmonique et semi-conforme ;

3. Pour toute fonction v définie sur un ouvert V de N tel que o= (V') soit non vide,
AM(vop) =2 (AMv) oy,
ot A\ est une fonction positive sur M.

Démonstration.

Lemme 3.4.2 ([115]). Soit yo € N, (y7) des coordonnées normales en yo et {Cy, Capla 5.-1
des constantes avec Cog = Caqg, 22:1 Coa = 0. 1l existe alors un voisinage V' de yo dans N
et une fonction harmonique v : V — R tels que :

ov 0%

8_3;‘1(%) = Ca, W(?Jo) = Cap, (3.37)

pour tous o, B,y =1,...,n.

Supposons que ¢ : (M™, g) — (N, h) est un morphisme harmonique. Munissons les deux
variétés difféerentiables M et N de coordonnées locales (z°) et (y*) respectivement, autour des
point g € M et yo = (o) et supposons que (y*) sont des coordonnées normales en yj.
D’aprés le lemme 3.4.2 il existe une fonction harmonique v telle que pour tous o, 3 =1, ..., n,
on a:

ov 0%v
a_ya<y0) - 07 ayo‘ﬁyﬂ (yO) = CapB, (338)

avec Cop = Cga €t > i Can = 0.

La fonction v o ¢ est harmonique dans un voisinage de g, d’otu :

0 = AMwoy)
= dv(7(p)) + trace, Vdu(dy, dyp)
= trace, Vdv(dy, dp), (3.39)
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Vdv = Z 5 a 5dy ®dy’ = capdy” @ dy”. (3.40)
a,B

D’aprés (3.39) et (3.40), on a :

0 = Y glgrad" ¢ grad" ¢”)c,p

a,B
= Zg grad™ ¢ grad™ ) can + Zg grad™ ¢ grad™ ©”)c, (3.41)
B
Puisque ", oo = 0, on déduit :
0= Zg(gradM o', grad™ ' con. (3.42)

D’apres (3.41) et (3.42), on obtient :

0 = Z [g(gradM o, grad™ ) — g(grad™ ', grad 901)] Con
+ Z g(grad™ ¢ grad™ ©”)c,p. (3.43)
a#p
Soient gy # 1, on pose
1, sta=0=1;
-1, sia=0=aqp;

Caf = 07 Sia:ﬁ#laao;
0, sia#p.
D’aprés (3.43), on a :
g(grad™ o, grad™ ™) = g(grad™ o', grad™ ¢"). (3.44)

C’est-a-dire, pour tout « = 1,...,n, on a :
g(grad™ ¢, grad™ o) = g(grad o', grad" o). (3.45)

Soit g # By et soit :
1, sia=aqapet f=0p;
Cap =14 0, sia#agoup#f;
0, sia=/.

D’aprés (3.43), on a :
g(grad™ o grad™ %) = 0. (3.46)

C’est-a-dire, pour tous a # f=1,...,n,on a :
g(grad™ o, grad™ ©?) = 0. (3.47)
des formules (3.45) et (3.47), on obtient :

ggrad™ ¢, grad™ o) = X* Gag, (3.48)
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pour tous o, 3 = 1,...,n, ot A\ = |grad™ ¢'|. Ainsi, d’aprés (3.35) 'application ¢ est semi-
conforme. Si v : V — R est une fonction de classe C*°, définie sur un ouvert V' de N, de la
Proposition 3.4.7 on a :

AM@wo ) = dv(r(p)) + trace, Vdv(dy, dp)
= dv(1(¢)) + N2(ANv) o ¢ (3.49)
Tenant compte que ¢ est un morphisme harmonique, de la formule (3.49), on déduit 7(p) =0

c’est-a-dire 'application ¢ est harmonique, d’ou (1) = (2). D’aprés la formule (3.49) on a
(2) = (3). Enfin (3) = (1). O
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3.4.6 Application de Hopf
Soit I’application de Hopf, définie en fonction de sa paramétrisation :
5 S CcRY — SPCR?
(cos(s)e™, sin(s)e®) +—  (cos(a(s)), sin(a(s))e @)
11 T2
$:RP — R?
(s,a,0) +— (a(s),¥(a,b))

notée en abrégé

$:8 — 52
(s,a,b) — (a(s),¥(a,b))

ot Y(a,b) = ka +1bet a:[0,5] — [0,7] telle que a(0) = 0 et a(F) = .

Soient :

ggs = ds* + cos*s da® + sin’s db?

la, métrique Riemannienne sur S® obtenue par lamatrice tD(S,ayb)gpl.D(s,a,b)gol.

hg: = da? + sin®o dyp?

la métrique Riemannienne sur S? obtenue par lamatrice D4 4)92.D(a,p) P2

a) Calcul du champ de tension 7(¢)

_ 9 L _ 18 , _ 13 « 3
o {e1 =5, 6= _—~%,€3= 57 } est une base orthonormée sur S°.

-9 =_1 9 6 2
{1 =34, fo=sa9s } est une base orthonormée sur S°.

0 0
k1
§)2 —
P

[ ] [
QL
S
g ]
2 o
&

=d(s)f1
— kSZ?’L O[ f

cos(s)

[ ]
QU
-
—~
D
[\
~—
||
R‘A
\_/
Q

Q2 _
s) 09
0 _

l sin
Y lszns f

sin(s)

Velel =0

[ J
I8
<
—~
D
w
NG
I

[ J
Q
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Ve,e2 = tan(s) 2 = tan(s)e;
Veses = —cot(s)2 = —cot(s)e;
\Y 2 % =0
Vai@ —sin(a) cos(a) 2.
Vedp(er) = a2
ZS'LTLOCCOSOé
Vi, dg(es) = —Enme 50
12sin(a) cos(a
V8 doler) - - Cmiojec) p
oo = fg

Par définition, on a :

= D _{Vido(e) = do(Vee }—Z{V pdoles) = do(VE e },

il suit que :

k? 12

7(¢) = (a”(s) + o/(s)(cot(s) — tan(s)) — sin(a) cos(a)( s + Si”Q(S))> a

da

(3.50)

b) Condition de semi-conformalité de ¢ :

ona:

1) d¢ est surjective si et seulement si o (s) # 0 et (k,1) # (0,0).

2)(u,v,w) € Vigap) = Kerdopnd & u=0 et kv+lw=0

dott: Vigap =< (0, =1, k) >

3)(u,v,w) € Hisapy < g((u,v,w),(0,-1,k)) = —lvcos?(s) + kwsin®(s) = 0

dot:  Heap =< (1,0,0), (0, ksin®(s),l cos?(s)) >=< (e1,€) >

o =k sin%s)% + lCOSQ(S)% = ksin®(s) cos(s)ey + [ cos?(s) sin(s)es.
o do(e) = (k*sin®(s) + 2 COSQ(s))% = sin(a(s))(k? sin®(s) + 12 cos?(s)) f

4) Utilisant la formule (3.34) de la Définition 3.4.2, on obtient
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h(dg(er),dg(er)) = (/(s))’
= MNgler,er)
= )2
h(dg(e),do(e)) = [sin(a(s))]*[k?sin?(s) + I cos?(s)]?
= Nyg(e,e)
= N[k?sin? cos?(s) + 1% cos* sin?(s)]
= M sin? cos?[k? sin? +1? cos?]
d’ou : _ )
((5))* = \(s)? = M[lﬁ sin?(s) + 1 cos?(s)] (3.51)

De la formule (3.51), on obtient :

o' (s)

sin? cos?

sin a(s)

B(s),

Sin S. cos S

= \/k?sin’

avec (s

) + 12 cos?(s).

c) Condition d’harmonicité de ¢

En dérivant o'(s) on déduit que la condition de semi-conformalité se traduit par I’équa-

tion :
a(s) = sins(in)ac((fs)( )ﬂl(s) * [sins(in)ac((fs)(s)]lﬂ(s)
B e sma(s) o/(s)cosa(s) sin a(s)(cos?(s) — sin®(s)) .
= (-0 B(s) sin s. cos s sin?(s). cos?(s) J-(s)
. sina(s) = a/(s)B(s)cosa(s) sin a(s)B(s)(cos?(s) — sin?(s))
= (K -1) B(s) sin(s). cos(s) sin?(s). cos?(s)
B _ pysina(s) | B%(s)cosa(s)sina(s)  a'(s)(cos’(s) — sin?(s))
= (=5 B(s) i sin?(s). cos?(s) sin(s). cos(s)
- )Slg?‘s(;) + cosals )sma(s)(col;s Siizs)—o/(s)(cot(s)—tan(s))
Q' (s) = (kQ—lz)Si;z()s) + cosafs) sina(s)(cel;s SiiQS)—a/(s)(cot(s)—tan(s)) (3.52)

Substituant(3.52) dans 'expression de 7(¢), donneé par la formule (3.50), on déduit :

7(¢)
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Conclusion :
e Si |k| =|l|, alors ¢ est un morphisme harmonique.
e Si |k| #|l|, alors ¢ n’est pas un morphisme harmonique .

3.5 Applications biharmoniques

Soit M = (M™, g) et N = (N", h) deux variétés Riemanniennes, et soit ¢ : M — N une
application différentiable. La bienergie de I'application ¢ sur un domaine compact D dans M
est définie par

Bae.D) =5 [ 17(0) P vy

ot 7(¢) est le champ de tension de I'application ¢ et v, est la forme volume sur M associée
a la métrique g.

Définition 3.5.1. L’application p : M — N est dite biharmonique si

d

%EQ(QD% D)|t=0

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (yp;) a support inclu dans D.

Proposition 3.5.1. (Premiére variation de la biénergie).
Soit ¢ : M — N une application différentiable et {p;}ier, I =] — €, €[, une variation de ¢ d
support inclue dans D. Alors

%E2((ptaD)|tO _/h(vaQ((P))Ug

D

ot v(z) = %gpt li—o et

ma(ip) = try(V?)*7(p) + try RY (7(¢), dip)dp
est le champ de bitension de lapplication ¢. O, try(V?)*1(p) = VEVET(9) — Vi, T(¥)
try RN (1(),dp)dp = RN(1(p),dp(e;))dp(e;) et RN désigne le tenseur de courbure de la
variété N.

Preuve : Soit {¢;} une variation de ¢ a support inclu dans un domaine compact D de

M, on a
d 1d
—F D =——
di 2(@15’ )|t:0 2 dt O

et pour tout (x,t) € M x| — €, €[, on a :

(T (1), 7(p1))vg

o Vdo((e;,0), (e, 0) @) = 7(¥t)z

%%h(qub((e,, 0)? (ei7 0))7 Vd¢((627 0)7 (6%" O))) |t=0
= h(V{, 1) Vdo((e1,0), (e1,0)), V(e 0), (e, 0)))
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