CHAPITRE 2

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on présente s notions de comvergence simple =t aniforme,
I'interprétation graphique de la comvergence uniforme, le Critére de Cauchy pour ks
copvergencs unidonmns, ek on donne = propridtés des suites ek séries de fonctions

uniformément comvergentes.

Ohbjectifs du chapitre

o Muitriser les différents types de comvergences d'upe suite ou d'une sfrie de

fonctions.

» Etudier la stabilité des propriétés de cms fonctions par passage & la limite.

2.2  Suites de fonctions

2.2.1 Convergence simple d'une suite de fonctions

2.1 Définition |
Sait B une partie de B On appelle une suile de fonction sur E dans K, Ja \I



donnée d'une famille de fonctions (i )ecy telle goe

fo: E = K
r = [falz).

2.2 Définition |
Ont dit gue la swite de fonetions | o)y comverge smplement sor 0 C K

'I.,_I

vers une fonctions | & pour tout o de [)
lim folz) = flz),
c'est A dire
Vel Yo=0, IngeN, ¥nzmg|flz)- fix)] <c.

L ensembie des points x £ I lels que la suile numérique ( fa(x)], oy comverge
et appeld domaine de convergence smple nolé

I} = {x & Ef{ falx)in comverge] .

{n appelle la fonction f{z] = ,.,Ii_E';.-'F“I:I:l I limi ke simple de la swle de fono

tions | fo ey

2.1 Proposition ! .
Si Ia Kenite smple d'une swite de fonclions exste alors efls sl wniguoe

Démonstration.
Ceri est une conségquence immédinte de Iunicité de la limite d'une suite de nombres

rials, O
Exemple 2.1.

1. So#t ([ l,en wne mie de fonction déinie por
fn: [0,1] -+ R

T — "



pour tout n & M.

fie)
1 |::Il.u":':l'l.':-_.l__l.I e
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Fiovae 3.1. Crophes des fonctions [, [, o [

Soi x e |0, 1] fird, on a

nl:i_l:l::::_fnl:._'[] = n]-i_-uc:l:.'l'" = {

1l s z=1

D s xe ol

Alors | fa)ney converge simplemerd sur [, 1| vers la fonction | définie par

l m z=1.

2. So@ [gn)ney une suite de fonction déire par

g B — R

i

I

14 %=

pour tout n & M,
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Ficure 3.2. Crophes des fordions g of gs.




Powr tout r € R,

+00
limz™ = 1
n-poc
0
on déduit que
1
bmo(x)={ 2
ma®) =1 3
0

el > 1,

z = %1,
l=f <1,

|=f > 1,
=51

=l <1

La suite de fondions (g,),cx converye simplement sur R vers la fonction g

définie par
1 = ix|>1,
1
glx)={ = s z==1,
0 = ixf<l.

3. Soi (hn)ncy une swite de fondion défirie par

h,: [0,1] —

r = +(1-1x)

pour toutn € N.

kS

An

Ficure 3.3. Crophes des fondions hy o hyg.

a. heniafuniv-alger.dz




Powr tout  €),1[, 1 — r appartient 4 |0,1], les suites numériques ©° =
[1—x]™ tendent rers 0, on déduit que

1 s =0,
nh::iﬁ,[:}=h|:=}= 0 s =e|i,lf

l 5 =1,

(hn}wes conuverye sSmplement sur [0, 1] vers la fonction .

2.2.2 Convergence uniforme d'une suite de fonctions
2.3 Définiticn |
ot it gue la swite de fonctions | funey comverge uniformément vers fsar [)

-|.,_I

ol
lim sup | fo{z) — fi=])| =0
N30 e 1

o'ml A dire

Ve > 0,3y € N, ¥n 2 ng; ¥ e I, | fulx) — fiz)] <c

On it que [ est la Fmite eniforme de s suite de fonctions [ fa)nen.

Remargue 2.1,
Dans lo déirstion de [0 convergence simple ny dépend de = = © mais pour [o conver-
gence urdforme i déperd uniguement de

2.1 Théoréme |
Si Ia suite de fonction [ fu)nen converge uniformément vers [ sur [ alors dle

converge smplement vers [ sur [

D émomatration.

Soit [ fa)neh une suite de fonction unifonmément comvergents vers [ sur [

me::EIL[I} — fiz)| =0




Ve =0, Impe N, Ynzmg :gﬂu.ir} - fiz)| <c,
d’antre park
¥re D, |falz) - flz)l = :ﬂlf-ir} — iz
on déduit alors que

¥r £ D, ¥ > 0, 3ng £ N,¥n 2 ng; | fulz) — fix)| <&,

done [ fy)nen comverge simplement vers . O

Remargue 2.2,
La réciprogque du théoréme precddend o fausae.

Exemple 2.2,
Soit [ [ )nen une suite de fonctions définie par

Jalx) ="z 0, 1].

{ falnen comuerge simplement soe [0, 1] vers lo fondion

o) - { o, zep1,

1, ==1

sup |fulz) — fiz)l= =op 2" =1 = 0
=i, o0, 1) n—poc

{ faluch me converge pas uniformément vers la fonction [ s [0, 1),
Cependant, = pour tout séel a €]0, 1 oo restreint Jes fooctions fy sur le segment
[0,a] C |0,1], on trowe que
mp |falz) - fix)| = sup £ =a" — 0.
zcpal zEfal n— o

La suite de foncticns | folncn comverge uniformément. vers la fonction oulle sur [0, af




2.2.3 Interprétation graphique de la convergence uniforme

Si I'on truce les courben représentatives des fonctions [ — ¢ et [ + & Dire que
Ia suite{ [, ), .y converge uniformément vers [ revient A dire qu'a partir d’un certain
rang la courbe de f, est compeise entre les deax antres,

v

2.2 Théoréme (Critéce de Cauchy de Ia convergence uniforme)
Soit (fa)nch une suite de fonclion définie sur ) C R dans K. (fu)eey est

uniformément comvergente sar ) 5 el seulement 5

V>0, 3ngeN, Vp>g2ne Yrel, |flz) - filz)| <c

Démonstradion.
Supposons que ( fo)nen converge uniformément sur [ vers f. Alors pour tout © >0

il existe ng & N tel que pour tout n 3 iy, on ait
up | falz) ~ ()] < 3.

Ainsi, pour tout p > g Z ng et out x € [, par Uinégalité trinngulaire on obtient
ple) — 1)) € pls) — S2)] + Ulm) — Sl < 543 =5,
d'oi

::Blfy{-') - Iz)l <&



Réciprogquement., supprosons que pour tout £ > 0, il existe ng & N tel gue pour tout
P & q &g, oo a

:ELLELI'P[I] — fyi=ll <
Pour tout = & I fmxé

|falx) = fl=ll <5, ¥p 3 q 3 m,
en laimmant g — oo dans Uinégnlité précédente, on obiient
Wp & ng. | flzl, - fl=l < €
oit T £ [} =t np et indépendant de x,
¥n 3 ng, -:ELLEIJ';I.’IJ - fil=)| <,

ains { fr ey convesge uniformément vers [ sur 0. (m

Remarqgue 2.3,
Le criére de Couchy nows permet d'étudier lo convergence wrdforme sans sovor o

limie

2.3 Propriétés des snites de fonctions uniformément

convergente

[hans cefte parti=, pous allons dopper l= conditions sufbismptes sous lesquelles [a
fonction limite f conserve certaines propriétés des fonctions [,
23 Théoréme (continuits)
Sait | falnen une suite d= fonctions déinie sar [) ¢ R conlinue ef unifor-
mément comvergents vers la fonction [ sur [, alors [ et contines sar 1),




Démomstradion.
Soit | fulnen une suite uniformément comvergente sur [ vers [
Yoe=0, IpeN, Yozn Yrell |_|’-,|.’.r:|—f[.t]|-=:% (2.1)

en particulier, on a
Vee D, |fuls) - flzll < 3. (2.2)

Comme [, =t contions en xg, il existe & > 0 tel que pour tout = £ [} avec

II _II:II % ﬂ.l
ooz — frulimal]| < -

Soit x & I aver |r — x| £ 4, moyennant (2.1) et (22) on broave

) Flzall £ 12— Foulell+ Lfns(2)— o za) |+ foolm) — flmal] < 54545 =E
|

[ =t coplinue en x,.

Remargue 2.4,
Si lo suie de fonctions ( foalncn est condinue sur [ of s0 Emite [ n'axt pas continue

sur [} adors ( folnen ne conperge pos uniformément s 1.

Exemple 2.3,
La sude (fg)eecy de UEremple 2.1 ne converge pas wniformeément vers b puisque les
fonctions hy sont toutes continues sur [0, 1] ot b n'esd pos continue s [0, 1]

™y

2.4 Théoréme (intégration)
Sort { falnen upe suile de fonctions définie sur £ © R & valewr dans R

intégrable et pniformément comvergenle vers [ Alors, pour loul compact

. c & i ! E
S [ fute)de = [ Y ful)dz = [ f()ds




Démomatration.

Puisque |a suite de fonctions { fnleey comverge uniforméanent vers la fonction [ sur

[a, &, done pour tout © > 0 i existe ng £ N tel que pour tout eotier n 3 ng
fale) — fl= & mup |fal) - flzl] < =,
i ol a

en intégrant sur [a, 4, ca obtient |'inégnlité suivants

ffnil':ldi'—fffz]d:!ﬁ ;lf,[:}— fiz)|d=s < €.

ce qui mchéve la démonstration

2 5 Thécrime {dérivation) ]

Sait [ fa)nen tme suite de fonction telle que fo < [a, b — R, supposons que
1. f, est de clamse O sur [a, b
2. [ f2)wew converge uniformément sur [, .
3. I exinte z & [, b ted que In suite numérigue £ (zg))ooy converge.
Alars
1. La suite { fa}ney comverge uniformément sur |a, b,

2. La limite de f et de dase O s [a, B
s Jim fo = (o) = fe)

Démenatration.
On va développer la preuve do théoréme en trods flapes &émentaires
l. Spitr € |a,b,ona

Falim) = fulza) + Jf oo de.

MNous allons moatrer que {fileen comverge uniformément sur [a,b) vers s

flz) =1+ f olf) d,



il = r!;rln::_ll'.-._[.tu':l.
Poar tout = € [a, 4, oo a

fulz) — Flx) = fulza) — 1+ f fuie) i f glt)di,

T

alors i
|fal=) — Fi=)l £ | falza) — £ + erl:l']' — glt)|dE,

Comae [ fi)neh comverge uniformément vers la fonction g sur [a, ¥ et | fu(zo) bnes
coawerge vers une limmite noté || on déduit que

Vrelad, Vo>l 3meN, Ymzng If-irﬁ—ﬂlﬂ{ﬁ-

VE=D, ImeN, YnEng |;n[1¢j—:|{%.

Poar tout = € [a, 4 et pour tout © > 0 il existe n; = max{r,, n,) tel que pour
tout i 3 ng, on oblient

£ |z —xg
|fal=) — fix)] & 3 + m-.

[ fo ey comverge uniformément sur [a, 5 vers la fonction [
2. On u._ﬁ::}:l-l—jgl:!-':ldi, comme [, est contions =t comeerge unifonmément

m[ﬂ,ﬁ]mg,ﬁd‘upr&u-lelh&xhtdemuﬁnnﬂégeﬂmnﬁmmmr[ﬂ,ﬁ{,
mais f'(x) = g(z) alors [* est coptinue sur [a, b, et [ est de clase C° sur
[, B

3. Pour tout x € [a,B], ['(z) = glz), lim falz) = f(z) et lim fr(z) = g(=),

o = (Jm o)






