2.4 Séries de fonctions

2.4.1 Deéfinitions et propriétés

D= facon annlogue aux séries, le= séries de fonctions sont définies & partic des
suites de fonctions.
| 2.4 Définiticn |

Soient I une partie de R ot 2 E — B une suite de fonclions.

1. Pour toult » & M on définit la swnme partisdle des (n + 1)- premiers
bermes de la suite [ fo)nen par Vexpression

Salx) = folx) + filz) +--- + falz) = Eft (), ¥re K.
o

(n appele celie somme sile des sommes parbiel e
2. U appells sfrie de fonctions de berme géndral [ = couple des suites

de fonctions (| fo)luen, (Sa)nen).
Ln sére de fonclions est nolée par i + 2+ ...+ fa+ .. oa } .

2.4.2 Convergence simple d'une série de fonctions

2.5 Définition |
On it que la série de fopetions 3 [ converge smplement sur ) 5 la sl ]

neM

(B nen comverge simplement sar .




U appelle 'snsemible ) = {x & E/(Sa(z]}n comverge ) domaine de comvesgence
simple de la strie ¥ fl.
On suppose que la sére= Y fi comverge simplement sur [). On note, pour = = [,
S(x) la bHmmite n]._LI'!:E:S.I:I} de sorte que

S(z) = lm Sulx) =¥ fulz), ¥reD.

La fooction 5, définie sur [}, et appelée ln somme de la strie % fr. On appelle,
pour chague n & M, reste d'ondre n la fonction B, - 1) — R défnie par :
Vrel, R.z) 3 fils)

E-mil
Pourtout ne N, 5, + K, = 5.

2.4.3 Convergence absolue d'une série de fonctions

2.6 Définition |
On it que la séne ¥ fu comverge ahsolipnent sur [V 5 pour chague © = 1),
mcl
la sériz A lermes positifs ‘ZH”_I:IM Onverge.
ni

Antrement dit, ln.sutE_f. commverge absolument sur [ si =t !EHJEIIIEI:II.HIE |fnl
converge simplanent sur I.]'

Exemple 2.4,
La série } .1:13;‘] converge simplement mr B,
En :ﬂ'-u!,-;nﬂ" tout  de R fizd,
1
T | S

‘%# = ;I{ ext une sdrie de Hienann comvergente, of daprés = oritére de

comparmison la série ¥ IH:EIHEI} conerge smplemerd sur B et donc ETLE
e absolumerd c-nﬂme:gl:i: sur B -



2.2 Proposition ]
Toute série de fonctions aheolument convergenie mar [ est simplement conver-

geate sur [

Démonstration.

Sait T f une sirie de fonctions shaolument comvergente sur [, pour toot = de D Ia
ﬂﬁrm'E | falx}| comverge et done 3 folx) convesge, ainsi } o comeerge simplement
wur D - - O
Remarque 2.5.

La réciprogue du théorime pricédent est fansse.

Exemple 2.5. Eﬁ [—1n;|“="

absolument convergerde.

ext simplement concergerde mr B mais elle n'est pas

2.4.4 Convergence uniforme d'une série de fonctions

2.7 Définitica | -
(O dit gue la séirie de= fonclions E‘h_f.,., esi nmformément comvergents sur [ =
e

la suile de fonctions (5, )ecy converge uniformément sur [, alors

Vo=, dImgeM, VmZng 'v':E.I'.i'IE fel=)| < &
[ ' ="F§

En d'autres termes, pour mootrsr la comrergence uniforme de la série % ) sur
nel
[, il faut d’abaord vésifier la comrergence smple de la suite de fonctions I:.‘::.-.l:],.,gq, am

note S s somune, puis vérifier que |= reste converge uniformément vers 0,

lirn mE|5,-. -8 = n_h:lzln.mﬂg”fnl:rﬂ = 0.

n—s |:|:=,E
Remargue 2.6.

pour gue le reste Ha(x), ovec x © [} ait un sens i faud 4" obord varifier o conperpence
mmple sur [1,



2.3 Proposition ]
&t In sirie de fonclions ¥ fa converge uniformément sur [ alors In suile de

b
fonctions ()5 :mm';;: unifor mément vers 0 sar [,

Exercice 2.1.

1} Démontrer cette proposition

x

r +mn?
simplernent sur i, +oc] mais qu'elle ne converge pas waformément sur [, +-oaf.

2} Montrer, d ['side d= o proposition, que lo série dl:ﬁnnr:l!iaru:f conperge
n=1

2.4 Propoaition
Sorl E'kn“l:'.r:ll!rnlfr:l une série de fonchions défnies sur 1) bedle gue
s

1. Pour tout x £ [ Ia suite [onx) ey sl déoroisanie

2. La suite de fonctions (a,(x)),.n comverge aniformément sur [) vers la
fonction mulle

3. Il existe M = D ied que pour bowit n € N on ait sap = M.

= [ IEIJ&"I:.I]

Alors ln série de fonclions Y an(r)bs(x) comverge uniformément sar [
mac

2.5 Proposition
Sait | flnen une suike de fonctions positives, définies sar [ telle que

1— La swite de fooctions [ [y ey converge uniformément vers 0.

2— Poar tout © £ D la swile neménigee | fol o))y déooil, o'esi-d-dire
Japalz) £ falz) pour tout r & M.

Alors Ia série de foncbions 3 (—1)" falz) cooverge noformément sar 1)
m




2.45 Convergence normale d'une série de fonctions

2 & Définiticn | .
On it que la sfrie Z"'_f" converge pormaement sur [ sW existe ng = M

telle que pour oot n = ng la fonction [, soit bornée of Ia série numégue
2 fall converge, o
nicng

1olle = mp

Exemple 2.6,
1. On conmidére la siie de fondions

3 T Vreol)
nel

Comme [ (x] = 2™ est le terme géndral d'une suite péoméingue de roison ©
on peut frowver o yuite des sommes partielles

n ] -t
Sz} =3 mlz)={ 1-
k-0

n+1 m =1

s el

FﬂrIE[ﬂ. I] fixé, om a

1 & zen
]im-"L.iIJ:{ Tz = =€

+iaci s =1

La série ¥~ 1" converge simplemend sur [0, 1] vers la fonction 5 définie par
ned
1 ]
Sl:I}= :, IE'IE[‘D.."

Notons que = rede dordre n 2 1

$1

§.(x) — S(z) = -II"__I, vz e [0,1]

w'est pas borné sur Cintervalie [0, 1], on déduit que lo série de fordions 5 ="
nii
ne conperge pas uniormément sur linervalle |0, 1], Copendard, si p:lu:rl:!mn!



r-ﬁdﬂ.E]D, 1] on resreiad les fonclions fo(x) sur e sepmend [{I..ﬂ| L |'[I,I[,

sup T =ar,
=:|.al

lg série de fonctions ¥ =™ converge normalersent, o done uniformémend sur
ned
[0, a] vers lo fordion 5.
2. Soi la série de fonctions
1

¥ 4. ¥reR
n:nl:l“!- -+ T

1
pour fout = = R,

Pazona go(x) = g

1
0 < gulx) £ — Y e N*
.-.1.|.F|g.-.[.t]| £ LEF'EH.IFI!EIH! n& M o EL’ et une série de Hismann comver-
= " ngen

gerde olors d apras [= théoréme d= H’df:ﬁﬂ:h:&i:dzﬁufmﬁmzniiﬂ
il

conperge normalement s R,
3. Soi la série de fonctions
1

El T e Y = R

gl

1 -
Fﬂmhfr]:m,wmdrli B* fire,

1
i< J:I.[I} = ﬁ‘ ¥n ] N=

-I:fummem.l.]:-fl.l:::l=1,h1&i¢i¢hﬂcﬁmzl;mmnueryepuw-
nR

neal + n iz
malement sur R*,
Si powr tout réda > ) on restreint bs seite de forclions b, sur|—oc, —aUfa, oo,

on fronee que

ﬁl_;?ﬂ_mﬁ“[r} T

conperge Rormalemend

ce qui impligue gue la sénie de forctions Y

Sl
sur | — oo, —a|Ua, ocf powr tout a > 0.
1 — ™ 1
S=h = lun = :
'|:|—|l“:l::::|5rI mam 1—F l—=x



2.5 Propriétés des séries de fonctions uniformément
convergente

A Dside des propriétés de s comvergences uniforme pour les suites de fosctions,
on obtient des propriétés similaires pour b= sénies de foncdions, que nous &nopcerons
sans démonstration. [l sufhit d'appliquer les Théorémes 2.3, 2.3 =t 2.3 & la suite de
fonctions des sommes partislles.

27 Thicréme (continuits)

Sail E_f,. upe sére de fopctions uniformément convergends sur [a b ©

ifﬂfnndrnmfnmimnlmuemruEhH la =omme de la sére 5 sl

continue en To, o-8-d

Im 3 Al = lm fulz) =3 fixa)

2.8 Théoréme (intégration)
Saxit E_f.-. une sére de fonctions uniformément comvergente sur [o, b, & les
f.:lﬂ-l:l‘.rn-m: fn wont intégrable sur |a, b, In somme & de la série est inkégrable o

.

& oo oo
[ stme= [¥ riei==3 [ fieae

2.9 Thécrime (dérivation) |
Sail ¥ fu une série de fonclions de terme général fo de classe O surfa, 8 C R
|
I.u:ﬁ'c::l.re

-Hl

1} Il existe rg de [a, b ted que Eﬁf,l:ru] COnVErEe.

2} ¥ f, comverge uniformément sur [a, .

e N

alors

1} La séne E':._lr.-. mnverge smplement sur [a, b,




2) Lasomme 5 = % [, est de dasse O sur [a,b] et on a
w1

Vrelal, 5i(z)= (E_fnl:'::]) = E"I:'[I]

nEd

2.6 Sommaire pour I'étude d'une série de fonctions

Pour &tudier, sur un scemple donpé, les comvergences d'une série de fonctions

E':._,r.-.[.t], on peuat proposer |e plan suivant, qu’il sera parfois nécessnire de compléter

Ef.. cemrergi-bealle

alm plemeai 7
l» N‘
[ 19
E.l"-: cemverpge-t-alle Hemplacer 2 par le domalne

TR e T 1" 1 de rormerpence simphe

[T

fr tonverge nommalement, done Esarw || Falloc <2l

shsolumest,. unsforrsmeenl,. simeglenaeni m—koa T

e L | P o

opared m—ao T

E [ cmrvverge wmifunmizmeat, E_l'- = CUITENER
dione =lmpderm e pas unl i e




