est égale & [X,Y]..car

: {X’ ?] ju:u(z) Oa
= B{[X,Y] 84

[X’ Y]l ah//‘,
L [X, Y] &

)
e

] /M

Proposition 2.1.12 Soient (N",§) une veriété Riemannienne, M™ une sous-variété de
N, X et Y deuz champs de vecteurs sur M, X et Y des extensions de X et Y, respecti-
vement. Alors (VYY) m ne dépend pas des extensions.On note (VxY)nr par VxY et on

a
VxY =¥xY +h(X,Y) (2.1.5)

ou V (resp. V) est la connezions définie sur N (resp. M) par rapport a la métrique §
(resp. g) et h(X,Y) un champ de vecteur normal sur M et il est symétyrique et bilinéaire
dans X etY.

Preuve. Soit I'§, = {§,} les composeutes de la connexion RiemannienneV. Alors les

composentes de VY sont donné par

ViV = Vien?'0,
= 25 4
= XP(0p (0, + ¥"¥:,04)
= X505 (V) 04+ Y*{54}00)
= XB(8s(¥Y°) 0c + V{5 4}0c)
= XPE )+ 2,17

Par conséquent

(V%) 5y = Vx¥ = XB(35 (V°) + {§74) 00
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= BEX'(0s (Y ) = {64}BY?) mc

— Xi(3(BCY?) + {54} B BY?)c

Donc (v X}_’) /v 1€ dépend pas des extensions.

De la remaque (2.1.9) , on voit que VY peut étre exprimer sous forme
@XY = V=¥ + h(X,Y)

ou VxY est un vecteur tangent a M et h(X,Y’) est un champs vecteur
normale. Renplagant X et Y par aX et BY, respectivement, o et 3 sont

des fonctions sur M, on a

VaxlY = oVt
= a(pVx¥ £X (8)Y)
= aX(B)Y +afVxY
=~ oX ()Y +afVxY +aBh(X,Y)

et en d’une autr part
?aXﬁY C= vozXﬁY' +h (CYX, /BY)

Donc Vox3Y =aX (B)Y + afVxY et h (aX,BY) = afh Cea
La premiere equation montre que V definie une connexion sur M et la deuxiéme equation
montre que h est biliniaire dans X et Y, par consequent l’additive est triviale.

Puisque la connexion < est de torsion libre, on a, de la proposition (2.1.11)

e TNkl
L SR e R X - R
L U Y - Ve X - K Y] HRXY) = b X)

32




par comparisant les parties tangentielles et normales, on trouve
ny = VyX = [X,Y] =10 et h(X,Y) = h(Y,X) =

Cette equation montre que V est de torsion libre et h est symétrique ®

Remarque 2.1.13 Comme la connezion ¥V est compatible avec g, on a

x(gv,2) = X(g(¥,2))

7 (Vx¥ +h(X. Y], 2) 1+ g(Y,VxZ +h(X,2))
(VxY,Z)+3 §(h(X,Y),Z) LV h(X,2))+5(Y, VxZ)

I
@l

Il
Nafl

(VxY,Z)+3(Y, VxZ)
= g(VxY,Z)+glt, VxZ)

pour tout champs de vecteurs X,Y, et Z sur M.

Ceci on a montré que V est une connezion de la métrique induit g.

Définition 2.1.14 La connezion V appellé la connexion induit et h appellé la seconde

forme fondamental du sous-variété M.

Proposition 2.1.15 ([7]) Soient ¢ un champ de vecteur normal sur M et X un champ de

vecteur sur M.On peut alors décomposer V x( comme
¢ = — (Ac (X)) + V¢ (2.16)

ou —Ac (X) et Vx( sont, respectivement, la composente tangentielle et la composente nor-

male de ¥V xC.

Proposition 2.1.16 ) A¢ (X) est bilinéaire et par conséquent A (X) au point p € M

depends seulement de ¢, et Xy

i) Pour tout champs de vecteurs X,Y et champs normales (sur M, on a
g(A (X),Y)=g(h(X,Y),() (2.1.7)
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