R(X,Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ—-VixyZ

= Vx(VyZ+h(Y,Z))=Vy(VxZ+h(X,2)) = Vixy)Z - h([X,Y],Z)

= VxVyZ+Vxh(Y,Z) - VyVxZ —Vyh(X,Z) - Vixv)Z - h([X,Y],2)

= VxVyZ+h(X,VyZ)+Vxh(Y,Z)-VyVxZ—h(Y,VxZ)
~Vyh(X,Z) - VixviZ - h([X,Y], 2)

= VxVyZ ~VyVxZ —VixyiZ+h(X,VyZ) - h(Y,VxZ)
—h([X,Y],Z)+Vxh(Y,2) - Vyh(X,2)

= iy’ +"h (X,VyZ) = h(Y,VxZ) - h([X,Y],Z)+ Vxh(Y,2)

~Vyh(X,2)

Proposition 2.2.2 Soient N une variété Riemannienne et M une sous variété de M et
K K les tenseur de courbure Riemannienne-CHRISTOFFEL de N, M respectivement. Alors

pour tout champs de vecteurs X,Y, Z,W de M, on a

KXY, Z,W) = KX, Y,ZW)+g(h(X,Z),h(Y,W))

Preuve. Soient (i, (5......, (,_,, des champs de vecteurs normale orthonormale de M et

soit A’ la correspondence de la seconde forme fondamental, c’est & dire
REX Y RO V)L (2.2.2)

B X (M) x X (M) — C* (M) est un champ tenseur de type (0.2). Alors, de (2.1.6) et
(2.1.7),0on a

+Vxh (Y, 2) ¢~ Vvl (X, 2) ¢,
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= RIA Y2+ (X, WD, -V IV VDL, {1 Y], 2)¢
+h (Y, Z) Vx (i + X (B (Y, 2))¢; — B (X, Z) V¢, = Y (B (X, 2))¢;
= RX,Y)Z+h (X, VyZ)( - h (Y, Vx2)( — R (X,Y],2)¢
+R (Y, Z) (= (A¢, (X)) + Vx() — h(X, Z) (— (A, (V) + V()
~Y(K (X, 2))¢: + X (W' (Y, 2))¢,
= R(X,)Y)Z4+h (X,VyZ)(;,—h (Y, VxZ)(, — W (VxY, Z)¢,
+h (Vy X, Z) ¢+ X (B (Y, 2))¢ — B (Y, Z) A, (X) + B (Y, Z) V¢
~Y (b (X, 2))¢; + B (X, Z), A, (V) = W' (X, Z) Vv,
= R Z+ (X, 2) -2, Z2) - K (Y V)i
~(Y (K (X,2)) = k' (V¥ X, Z) = B (X,Vy2Z))(;
—h (Y, Z) Ae, (X) + B (X, Z), A, (V) + B (Y, Z) Vx(; — B (X, Z) V¢,
= RX,Y)Z+{(Vxh)(X,Z)— (Vyt)) (Y, 2)}¢; - R (Y, Z2) A, (X)  (223)
+h (X, Z); Ag, (V) + 1 (Y, 2) Vx( — B (X, Z) V¢

donc
(Vxh') (X, Z) = X(h'(Y,2)) -} (QKY, Z) -, VxZ)
pour n’importe quele champ de vecteur W sur M, on a

RiXxy 2w = g LY 20
= G(-h(Y,Z) A, (X)+ 1 (X,2), A, (Y), W)+ K(X,Y,Z,W)
= K(X,Y,Z,W)+g(h(X,2) A, (YV), W) —g(h'(Y,2Z) A, (X), W)
= K(X,Y,ZW)+h (X,2)g (A, V), W) -1 (Y,2)g (A, (X),W)
= KXY, Z,W)+h (X, 2)gh(Y,W),) - (Y, 2)5 (R (X, W),(,)
= KXY, ZW)+3h¥,W),h(X,2)-gh(X,W),h(Y,2))

De plus, de 'equation (2.2.3), nous voyons que la composente normal de R(X,Y)Z est

donné par
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(RX,Y)2)" = {(Vxh)(X,2) - (Vyh)) (¥, 2)}, (2:24)
SV L R X 2V

Remarque 2.2.3 L’equation (2.2.1) s’appelle l’equation de GAUSS et ['equation (2.2.4)

s’appelle ’equation de CODAZZI

Si on définit la dérivé covariant, pour la seconde forme fondamentale, qui noté par Vih,

(Nxhl (Y, 2) = Vin(y, Z):— h(VxY,Z) = h(Y,VxZ)
= Vx(h(Y,2)¢) ~ (K (VxY,Z)+ K (UL
= R (Y,2) V% (C) + X (B (Y, 2))¢; — {I (VxY. Z) + h' (Y, Vx2)}(,
= {X(K (Y, 2)) - K (VxY,Z) = h* (Y, Vx2)}; + B (Y, Z) Vi ()
= K(Y,2)Vx () + (Vx) (Y, 2) ¢ (2.2.5)

alors de cette equation nous voyons que l'equation du coﬁz\zi peut egalement étre écrite

(R(x,Y)2)" =Vxh (Y, 2) - Vyh (X, 2) (2.2.6)

De plus, si ¢ et n sont deuz champs de vecteurs normauz de M, alors, on a

R(X,Y,¢n) = §(VxVy¢—VyVx(— Vixni,n)
= 7 (Vx (= (A )+ V5¢) 1) =7 (V¥ (4 (X)) + V() ;)
+3((A ([X Y])) Vix )
= 5 (Vx4 (Y),n) +3 (VxV¥¢,n) +5 (VrAc (X),n) = 3 (VyVx(in)
+9 (Ag([ YD), - 3(Vixym)
= —G(VxAc (V) +h(X, A (Y)),m) +5 (Vx Vil,n) = 7 (Ac (V<) 1),
+3 (Vy Ac (X) + (Y, A (X)) 1) — 3 (V¥ Vx(,m) +§ (Ac (Vx0) n)
—§(VixyC:m)
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