= —G(R(X, A (Y)),n) +3(R(Y,Ac (X)), +3 (VxV¥(,1) — 5 (V¥ Vx(n)

—g(vfg(,Y] 4-7 77)

Ainsi, si nous notons par RY le tenseur de courbure de la connexion normal

VvV sur le fibre normal T+ M, qui’est,

RY (X,Y)(¢ = ViV — V¥V — Vixy(C (227
alors nous avons

KXY, ¢n) = KN (XY, () —-g(h(X, A (Y)),n) +3(R(Y, A (X)), n)
= KN<X7Y76777)+.§(AWAC(X)7Y>—g(AnAC(X)vy)
= (X,Y,C,T]) _g([AOA’f]] (X) 7Y) (228}

-

G(h(X, A (V)),n) = g(4,(X), A (Y)) =g (A (X), 4, (Y))
= G(Y, A (X)), 0) =5 (A (4, (X),Y),0)
= g(AcAy (X),Y)
et

§(h(Y, A (X)),n) = g(h(A(X),Y),n)
= g(44 (X),Y)

ou KN (X7Y’Ca7’) =g (RN (X7Y) Cﬂ?) et [ACiAVI] = ACAU o AUAC

L’equation (2.2.8) s’appelle l’equation de RICCI.

Si N est un espace de courbure constante k, alors nous avons

BRI Z=-kEZ X -5(2.2)7)
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pour tout champs de vecteurs X,Y,Z dans N.
Par conséquent, pour tous champs de vecteurs X,Y et Z dans M, R (X,Y) Z est un champ

de vecteur dans M car (R(X,Y)Z =k(g(2,Y)X —g(Z,X)Y) € X(M))

Donec, les équations de Gauss, Codazzi et de Ricci réduisent, respectivement

KXY ZW) = KX, ZW)+ghiX, W), h(Y,2)) - glh (¥ W) hi{X, D))
= —g(h(Y,W),h(X,2)) +§(h(X,W),h(Y,Z))
+k{g(Z,Y)g(X, W) = g(Z,X)g (Y, W)} (2.2.9)
Vxh(Y,Z) = Vyh(X,2) (2.2.10)
K¥(X,Y,(n) = 5Vl — VeVl — Vi wlon) = {4, 4] (X),Y)  (2.8.41)

Définition 2.2.4 Soit M une sous variété dune variété Riemannienne, alors M est ap-

o

(R(x,Y)2)" =0 (2.2.12)

pellé une sous variété invariant de courbure si

Remarque 2.2.5 La formule (2.2.12) est équivalent a

Vxh(Y,Z)=Vyh(X,Z)

2.3 Sous variétés totallement omblical

Proposition 2.3.1 Une sous variété totalement ombilic dans un espace de courbure sec-

tionnelle constante k est aussi de la courbure constante (k + |H IZ) .

Preuve. Soit {¢;}, une base orthonormale dans le fibre normal 7+3/. Alors on a
g (AC,: (X) )Y) = g (h (‘Yv Y) -,Ci) = /\19 <X~ Y) = g ()‘Zg (X S/) Cia Cz)

pour les fonctions A\* dans M. Ceci implique que
trace (A¢,) = m\’ (2:3.1)
et
BEY =g .Y V¢ (232
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Donc nous avons

h(X,Y)=g(X,Y)H (2.3.3)

ou H est le vecteur de courbure moyenne.

Substituant ceci dans I’equation (2.2.9), nous trouvons

K(X,)Y,Z,W) = k{g(Z,Y)g(X,W)—-g(Z X)g(Y,W)}
—-g(g(Y,\W)H,9(X,Z)H)+5 (9 (X, W) H,g(Y,Z) H)
= k{g(Z2.Y)g(X,W) = g(2,X)g(Y, W)}
{9\ W)g(X,2)+g(X,W)g(Y,2)}§(H H)
= (k+|H{9(ZY)g(X,W)-g(Z,X)g (Y, W)}

Ceci prouve que la sous-variété M est de la courbure (k + |H %) pour m > 3. L

42



