La resolution des equaricns differentielles n'est pas toujours triviale. Pour cette rai-

son on s'intéresse a d=s resultats d'existence et d'unicite,

1.1.1 Probléme de Cauchy - Cas scalaire

On appelle probleme de Cauchy la donnée d'une équation differentielle et dune

condition inittale

i Il"r- o

- = [l @],
(P.C) e e

T(to) = 7o,

ou g  [F est la condition initiale de la solution «r(¢) au temps {5.
Probléme @ Scit T un inlervalle de R contenant #5. Fst e que le probleme de Cauchy

(P.0) admet une solution défins= sur 7.

1.1.1.1 Contre exemple

On cunsidere le probléme de Cauchy suivant

On cherche a savoir si ce probleme admet une solution sur I'intervalle [U, 1]. L'équation
differentielle qui définit |z probléme de Cauchy precédent est uns équation autcnome.
La sclution constantc nulle de I'équation ditférenticlle d%r. = 22 n'est pas unc solution
au probléme dc Cauchy () préccdent car clle ne vérifie pas I'hypothesc de la condition
initiale. Pour résoudre le probléme, on integre comme suit

: LR 8
AL IR / ﬂdt—/ 1ds.
(t) o T2(t) 0

Sachant quc la condition initialz ¢st donnce par =(0)) = 1 alors
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la fonerion X (s] est définic pour tour s = F/{1}, clle est continue ot dérivahle en

particulicr sur [0 1[. Comme s = 1 on & #(s] — 4o cela implique que (=) n'cst pas

dcfinic en 1. Donc la fonetion = cst définic uniquement sur [0, 1| (Voir figurc 4.1) et le
probleme de Cauchy (R) preecdent n'admet pas de solution sur 0, 1] tout cnticr.
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FIGURE 1.1 = On woit dans ccttc figurc le graphc de la solution x(i) du probléme de
Cauchy (R], la solution cst tracce sur [0, 2] avee = & L.

Dans le contre exemple précédent on a vu un exemple de probleme de Cauchy qui
n'admet pas de solution. On va voir dans ce qui suit des théoremes et des propositions
qui assurent '=xistence de solutions sous certaines conditions. Pour celza on d2finit dans

la definition suivante la notion de fonction lipschitzienne

Définition 4 (Fonetion lipschitzicnne- Cas scalaire). Soit 7 un intervalle de =. Une
fonerion f - T« ¥ — [ esr dire lipschitzicnne par rapport 2 la deuxicme veriahle

unifarmément sur 7 g'il existe unc eonsrante & = 0 rel que
|flt.z) fl.w)|<glz . ¥WtclI, ¥Vzw) RxE.

Soicnt [ et I deux intervalles de F, on note dans ec qui suit (7 = D, F) I'ensemble
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des fancrions eontinues de T« [ dans E.

1.1.1.2 Theéoremes de Cauchy-Lipschitz cas scalaire
Le théurdme suivant est démontre dans 12 cas general dans la secaon 2.1

Théorem 5. [Théardme de Cauchy Lipschirs cas scalaire] Soir f « C( % F,F). On consi

dere le probleme de Cuuch

avee tyy £ . Supposons que f st lipschitzienne par rapport a la devxiéme variahie unifor-
merment sur I Alors pour toul xo durs = el pour tout 4 duns I le probleme de Cuuchy (P.C)

wdmel ure unigue soluion définie sur 1,

Le thevréme de Cauchy-Lipschite precédent allirme gue lursque la lonclion | oest
lipschirzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur I alors le probléme
de Cauchy admet foredment une solution définic sur 7 rour entier. Revenant au contre
exemple 1.1.1.1, on déduil que la [oncuon fz) = 2% n'est pas lipschilzienne par rappord
4 la deuxieme variable uniformement sur [0, 1], Car si elle y €tait alors pa e thevreme
de Cauchy-Lipschitz le problemes (R) admettra une sclution sur [ — [0, 1] tourt entier ce

qui n'est pas le cas.

Propasition 6 (Régularité). 87 f esr de classe CF avec k € M* sur un intervalla T alors Ta

solution z(f) si elle existe est de classe C**' sur 1.

Démonsrrarion. Par Iabsurde, supposons que f st de classe % sur [ er que = n'est pas
de clusse OF, Done il existe | < k2l que o est de classe CF mais pas de classe O,
La fonction f(# r) est une composee des deux fonctions [ =t » et donc =st de

! # X . i r .
classe (™ ; en effer [ (™ ear % . Ta focntion i, fit, =) esr done continue. Or,

i1 | . P . . .
Smralt) = S f(t.x) car & = f{t, ). On déduit que z est de classe ©''. Conrtradicrion
avec I'hvpothse du départ. Donc « =st de classs 51, LI
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Theéorem 7. [Théoreme de Cauchy-Lipschitz cas linéaire scalaire] Soit 'équation différen-

tielle linéaire scalaire avec second membre

d—ri.ﬂ =a(t)z + b(t).

Supposons que a(t) et b(t) sont des fonctions continues d’un intervalle I c . dans F alors

pour tout xy dans R et pour tout t, dans I le probléme de Cauchy

i{—.z' = al(t)x + blt),

z(ty) = xyp.

admet une solution sur I.

La section 1.1.4 donne une preuve du théoréme précedent.
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