1.1.2 Sous et sur-solution

Soit f : R x[F R une fonction de elasse ¢ sur un intervalle [2, 5] ¢ 5. On considére

l'éguation dillérenliells scalaire et nun-zulonome suivante :
&= fit, =) (1.2}

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz [5], la différentiabilité de [ implique que pour
chaque condition initiale x, = [7, il existe une unique solution +[¢) vérifiant r(a) — x,
définit or eontinue sur [n, 8], on définic dane dans la suite la notion de sur er sous-

solurion

Néfinition & (Sous er sur-solurion). Une fonerion o de elasse < sur [a B car dire une

suus-sulution de 'equedion (1.2) sur a.b s

l__,-:s{]".} < flf!,' I_Rf'-: .:|1 vte [n‘.‘»b]

elle est ditz une sur-solution de I'équation (1.2) sur a,b| si
() > f(i,v(t), Ve a,bh].

Theéorem 9 (Sous-solution). Seit r une solution de ['équation (1.2) sur [a. b| de condition
initiale z(¢) = =, € K. Suppasons qu'il existe une sous-solution i de l%quation (1.2) de

classe C'" sur [, b] verifiant (a) < @, Alors :
Y(t) < z(t), Vt € [a,b].

Démonstration. Suppaosons que v est une sous-solution de I'équation (1.2) sur [a.b], et

que /() < i,. Par continuité il existe ¢ > « tel que

U(t) < z(t), Vte€la,a+¢.
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Posons

T =sopfa<s<t is)<x(s)}

t=a
Pour montrer le théoréme on doit montrer que 7* > b. Par I'absurde supposons que
T* < b alors
B(t) < fit, (1), ¥t € [a,T].

Par définition T* vérifie ¢/(T*) = z(T*). On a
B(T) < ST, (T*)) = f(T*, 2(T*)) = #(T™).

Donc il existe &« = s < T avec s assez proche de T tel que ¢(s) > z(s). Contradiction

avec la définition de T*. Donc T = . O

De méme on a la théoreme suivant concernant les sur-solutions

Théorém 10 (Sur-solution). Soir x une solurion de l'équation (1.2) de Udquarion (1.2)

sur [a,b] de condition initiale r(a) = 1, € . Supposons qu'il existe une sur-solution v de
classe C'' sur [a, b] vérifiant v'(a) > z,, Alors :
w(t) = z(t), Yt e [a,bl.

Démonstration. Méme méthode de démonstration utilisée dans la preuve du théoréme
9. O

Finalement on déduit de I'équation (1.3) la forme générale de la solution x(¢) du pro-

bléme (E.L) de condition initiale x(t;) = xy qui est donnée par

z(t) = exp| fﬂr.q);ig}[:ﬁl: h(:.}nxp[/m: —a(s)ds)dz].
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