1.1.5 Résolution de quelques équations

On va voir dans la suite quelques exemples de résolution. Cela rentre dans le cadre
de la théorie quantitative qui consiste a trouver la forme explicite des solutions d'une

équation différentielle

1.1.5.1 Equation a variables séparables

Une equation a variables séparables est une équation de la forme

i = g(t)f(z). (1.4)

avec g : R =+ R, f : E — R deux fonction continues. Si [ s'annule en un point z, de
[= alors la fonction constante r(t) = x. est une solution de I'équation (1.4) sur . En
1

posant F primitive de la fonction = — 77 et en posant G primitive de la fonction g

alors la solution générale de (1.4) satisfait I'équation
F(z(t)) = G(t) +¢, c€R.

Tout dépend de la forme de F on peut dans quelques cas déduire la forme explicite de

la solution =(t).
Exemple 12.
T = g(t)x,

avec g : B — R de primitive . Cette équation différentielle est une équation dif-

férentielle a variables séparables et c’est une équartion différentielles linéaire scalaire
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homogene. Dans ce cas la primitive ' de la fonction = —+ 1 est

Fiz) = lu(]z]).

Donc |la solution vérifie
la(|e(t)]) = Gl) + e, ceER,

donc
z(t) = axp(G(t)), ¢ €R

1.15.2 Equation de Riceati  coefficients constants

Une quation de Riceati & coefficients constants est définie par I'équation différen-
tielle suivanta

f=a+boc+ar,

avec a, b er - sont d=s constantes dans R avec ¢ # 0. Soit A := I — 4ac le diseriminant

du polynéme du deuxiéme degré en =

ath:te?, zeR

1.15.2.a Casou A =0

Pour A = 0 il existe deux solutions =(#) et ,(t) constantes céfinies sur [ par
ci(ty = Aj, et xa(l) =X VieR,

oi1 \; et A; sont les deux racines du polynéme a + bz + -2°. Les autres solutions peuvent

érre calculées par la décomposition suivant=

i =a+bx+ e’ = oz — A\)(z - X)),
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i(t) . H) )y
il (x(t) — Ai)(z(t) — Ag) il (x(t) — M) (z(t) — M) (= Az).

En intégrant on obtient

J‘{f]‘ B .1‘“] B L +
ffi'[f'; -*"H]dt [{.;{rf }.;}dt_f““l Aa)dt,

In|izit) — A —In[(z(th — M)l = elXy — Xadt + k., Kk ER,

(3] — A
ey =M oy — Mlt), K ER.
r(i) — Aa

Finalement, on obtient la forme explicite suivante

r(t) = A1 — Mk’ exple( Ay — Aa)t)
Tl — Fexple(A — A)t)

1.1.5.2b Casol A=10

Lorsque A = 0 il existe une racine double reelle A, donc il existe une solution . (t)
constante définie sur F par
It{'ﬁ} —A Wtel.

Cela entraine que
a+ bz + ex’ — ez — x,)%, = (1) — elz(t) — x.)°.

Cetre derniére équartion est une équation a variables séparbles et équivalente a

iHt)
(z(t) =.)2

On utilize donc la méthode de équation a varizble séparables pour déduire que

1
) =r, — ——— ke R
) =T - R -
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1.1.5.2¢ Casou A <10

Lorsque A < 0 on utilise la forme canonique suivante

b A
- L R [ 2
a+bz+cz —L[I[~+gr} i‘_,}].

Ona
by A
(t) = ¢ [ z(t) + E]‘ 1:-3]
Donc
x(t) ~ =A
b, - 4e
(=5 + o=+ 1
Par changement de variable, soit
2c b

On alors

Cela entraine que

y(t) _ v-4a
vy +1 2
Donc
f y(s) v _ﬂd,s — arctan(y(t)) = Linl VY1 k, keR.
y= {b +1 2
D'ou
y(t) = tan( f‘ukl-

Finalement par le changement de variable choisi, on obtient

VA VoA b
z(t) = {0l tan( t+ k) — 7w

}-. k€ R.
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1.1.5.3 Equation de Bernoulli

Une équation de Bernoulli est définie par I'équation différentizlle suivante
= f(t)z + g(t)z",

avec n £ N° et f, g sont des foncticns continues de & dans . Pour résoudre l'équarion

de Bernoulli on considére le changement de variable x(t) = yit)z(¢) alors

() = fltiy(t) er () = g()y" " (t)2"(t).

(t) = @(t)=(t) 1 (e)y(t) = Fle)y(t)=(t) 1 gthy" " (£)="(1)u(2) = f(t)e(t) 1 g(t)=" ().

Par intégration on rouve

z' ()

y(t) =e.\;p[f filt)dt), . =c+ f_:](r}y" it\dt, ceR,

danc

2(t) = ylt)=(t) =nxpl’f_f{f,]rf.ﬂ [{1 - n];c+fg{:][c-xmfﬂr]d:n" 'dt}]ﬂ:.
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