Chapitre 2
Equations différentielles du 1®" ordre

On a vu dans les sections précédentes la définition d'une équation différendielle sca-
laire ainsi quelques théoremes d'existence de solutions concernant ces équarions. Cn va
voir maintenant la forme d’une équation différentielle du premier ordre qui n'est pas né-
cessairement scalaire. On considére dans ce qui suit un espace de Banach F sur le corps
= (exemple : F = E"). On note la norme d'un élément X de £ par [|.X|. Rappelons
qu'un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet pour la distance induite

par la norme ; c'est-a-dire : toute suite d'élements de [ qui est de Cauchy converge. On
note dans ec qui suit C'(] = D, E) I'ensemble des fonetions continues de [ = I dans F

ol | est un intervalle de = er D — E.

Soient [ un intervallz de R et D ¢ E. On appelle une équation différentielle du

premier ardre sur I « [ route équation de la forme

d .
—X = f(1, X}, 2.
5 X = f(t, X) (2.1)

ol [ : [ x D -+ F est une fonction définie de I »« D dans E. La fonction X : [ —+ E est

la fonction inconnue a déterminer de [ dans [,

On voit que les équations différentielles scalaires du premier ordre est un cas parti-

culier de ces derniers; en effer il suffit de prendre K = & qui esr un espace de Ranach.
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Definition 13, On dit que la fonction X (] définie sur un intervalle 7 d= [7 et a valeurs
dans F est solution de I'équation différentiellz (2. 1) sur 1 si elle est dérivable sur [ et si
elle vérifie

d o e
Weel : SX = i X)
di

Lo probleme de Cauchy sera done la donnée d'une équation différendelle o dunc
condidon initiale
=X = f(1, X),
:PII:-\(: idr & I:: 1 h
Xity) =X,

ot Xy = K est la condition initiale de la solutien X [¢] au temps 1.

2.1 Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Lo thécréme de Cauchy-Lipschirz moamre Uexistenee d'une unique solution sur [.
Avant d’énoncer le theoréme, on definit une fonction lipschizienne dans un espace de

Bimach

Delinition 14, Spient f uncintervalla de = el (8 []]) unespace de Bamach, Soi 00 c kL
Unc tonetion f - [ D — E est dite localement lipschirzicnne par rapport 4 la deusiéme
variable sur [ = D si pour tout (¢, X') £ [ = [0 il existe un veisinage V < I x D de (t, X

et il existe une constante «(!. x) = 0 tels que
[f{e.Y)— fls.2)]| < w(t, X2 = Y], WeYieV or We ilel

Ellz csr dite lipschitzicnne par rapport 4 la deuxiéme variable uniformément sur 7 si
x(¢, X') ne dépend pas de (¢, X). La constante «(t, r| est appelée la constante de Lip-

sehiili.

Bemargue 15, (o uiilise le théoréme Qaceroissement limis pour manirer gue :

17 8if: 1= D — Festde classe ¢ sur [« [J alors clle est localement Lipschirzienne
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par rapport a la deuxiéme variable sur I = D.
10Sif: 1 x D) — E estde classe (" et sa différentielle est bornée sur [ x [ alors elle
est lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur / par rapport a

la deuxiéme variable.

Pour mentrer le théoréme de Cauchy-Lipschitz dans la suite on a besoin de la pro-

position suivantzs

Proposition 16. Soient I = [a,b] un intervalle de F et ty € [a,b]. Soit f € C{I x E.E)
lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable uniformément sur I de constante de

Lipschitz «. Alors pour tout X € E la suite de fonctions récurrente (X,(t) ),y définie par

:‘fj{f} =Xp, Wie ILI., IE-P_]
Xn(t) = Xo+ [, f(s, Xn-1(s))ds, Vt€ [a,b].

converge uniformément vers une fonction X (t) dans U'sspace de Banach C(!, E') muni de la

norme ||.||-. De plus X (t) est l'unique fonction dérivable vérifiant
i
xm—h+[f&ﬂqm.prw
v )
Démonstration. Soit la suite de foncrions récurrente (X, (t)), .- définie par
Xault) — Xo + j F(3, Xn-1(s))ds, ¥t € [a,b].
o

avec X,(t) = X, pour tout f € [a,b].

Comme l'espace C'(/, F) des fonctions continues de [ dans £ muni de la norme
| X||o = sup,.; || X(s)|| pour tout X « C([, E) est de Banach, alors pour montrer que
(X )n converge il suffit donc de montrer qu'elle est de Cauchy.

On remarque par récurrence que X,(t) est dérivable et continue sur [a. 5. On définir la
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quantité suivants

1.

| X — Al = l'.‘lflr":-‘."'x:_"l:_—‘{l'f— o V[ Hagrls) — Xols)

qui esr definiz pour fowr w2 BT Tun autre coré posons 7 = |¢ig| 510 <0 fy e 0 = i, 7]

i

sitg = 4, alors un

i
1% 8 = Xaltl[ — Il [ 705, Xals)) = (s, X 1051
-

-
L , Sl Nolsh) — s X g s]0] |eds
r

¢

1

= } rx]:l:_“|- in _:--L-.RJ:' .l-l-s ty :l.l- |.-'i|f: ll's:l X, __:-;_;l efs

L)

< k| Ko — Xnsalls J expln s — tp Jds

o

— || XN = X ,jl'_rn:];f‘.].‘ —tyi=Ti
Ce qui implique done pour tout & o |u, b
erepl st — ol | X1 () — XalA1ll € 11 ¥os = Nallol! — o=t — ta)].
Par passage au maximum et par définition de la quantité ||.| . on obtient
[|5am1 — Xall= = |50 — Xucal]s(] — expl—rié —a]l), ¥ e 5,
Alors par récurrence ef en pogant I = | — kx| —sil — o)) on déduir qua

||:'i-'|+. — Xy |- = ‘r_"l—ll Ko — X |og ¥ B
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X £ Y sur |a, b] implique que max,q 5 || X(s) — Y(s)|]| £0. On a

i
,ﬂn—lmmzj'n&xun—fuquu&
1]

—*Iim—fmﬂifﬁﬂﬂﬁ—Fuﬂmixmﬁwﬂﬂ—yhmw—m

1]

Par passage au maximum dans le memhre droir, on ohrienr

= max ||X (1) = V(] = &b —a) max || X(s)— 3‘[1.]”
t (a9 ol

Comme max, . || X(s) — Y(s)|| £0 alors
| < (h—n)x

Contradiction, car par hypothése (b — ajx < |, o

Théorem 17, [Théoréme de Cauchy-Lipschits] Soient ' un intervalle de [ et
fe (I« E E). Soit le probléme de Cauchy

(PC) £X — f(t, X1,
)l.r{Fn] = Xu.

avec (fg, Xy) € 1= E. Supposons que [ est lipschitzienne par rapport a la dewxiéme variable
uniformément sur I. Alors pour tout iy dans I et pour tout Xy dans E le probleme de

Cauchy (P.C) admet une solution unique définie sur [.

Démonstration. Comme [ est uniformément lipschitzienne par rapport 4 la deuxiéme
variable et d'aprés la proposition 16 il cxiste une unique fonetion X : | —+ F dérivable

sur [ elle que
X(t) = Xo + f f(s.X(s))ds, vtel
ty
a1
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[one

iX{t} = flt. X(t)), wtcl et Xitg) = X,

Par consequent X (i) est snlution du probleme de Cauchy (12.07) sur . I

Définition 18. On appelle la solution X (/) définie sur tout /, du probléeme de Cauch

(F.C') précédent, une “soluticn glebale™.

D'on
r1
exp(—k(b — a))|| Xp — Xyl < || Xp — Xillo = | Z‘Y"“ Xell
k=yq
p—1 -1 p—1
) I o By
< ||:{2—?\1||¢;Lk 1=||X2—kl||¢? —*pg—++oo0 0 (2.2)
Comme
exp(—a(b—a)) < exp(—&|s —to|) =1, Vsel,
alors

lerJlI—H(E?—u}]ll.xF—; q”x < ”xp_-xq”# et ”’{ﬂ _-Xllll- < ”-Y'I_ -J{I”a_-

Par conséquent la formule (2.2) implique que

Lot — 1]

-7 . S |

= || Xp = Xglloc < exp(k(b — a))||Xa — Xil|o

donc (X;) est de Cauchy dans I'espace de Banach des fonctions continues de [a, b| dans
E muni de la norme ||.||~ (topologie de la convergence uniforme). Donc X, converge

uniformément vers une fonction dérivable X () définie sur [a.b| de plus

n—r+oo

¥ i
lim X,(t)= Xp+ li]l] ff{.-:. Xoo1(s))ds = X(t)= Xg+ f fils, X(s))ds

Montrons qu'elle est unique : Supposons qu'il existe deux fonctions X(t) et ¥'(¢) telles

Y # X ettelles que pour tout ¢ € / on a

X(t) = Xo+ / fls, X(s))ds et Y(t)=Xp +f f(s,Y(s))ds.
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