Chapitre 3
Systemes linéaires

On va émdier dans ce chapitre un cas particulier d'équarions différenrielles. Plus
précisément on va s'intéresser a des équations différentielles sur = linéaires qui sont de
la forme

d,,

—X=ANX + Bt 3.1
i

ou A est une matrice n = n et B(f) est un vecteur de taille n qui dépendent du temps
t e E. X(t) = (zqit).....x,(t)) est la tonction inconnue 4 déterminer. L'éguation (3.1)
s'appelle aussi “systéme linéaire”.

On appelle “équation homgéne associée” a I'équation (3.1) I'équartion sans second
membre suivante

d, ., .
E.‘x = A(t)X.

On va s'intéresser dans la suite au cas lorsque la matrice A(t) ne dépend pas de ¢, Pour

réscudre le systeme (3.1) on doit définir I'exponentiel d'une matrice.

3.1 Exponentiel d’'une matrice

La foncrion exponentielle scalaire =xp : & — ¥ ne permert pas ce calculer l'exponen-

tiel d'une matrice. Par contre on connait le développement de cette fonction qui est sous
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la torme

e

\ 1 .
Yre R, explx)— Z H..r
0
On donne done une definition analogue a ce développement pour définir 'exponentiel

d'une matrire.

Définition 27 (Exponentiel d'une matrice). Socient n £ » et M une matrice d'ordre

n % n. On appelle “exponantiel de M et an note2 exp( M) la quantité suivante

1]

1
exp(M) = EHM"‘.
e —iN

ol M* est k foie le produit de la martrice M et o 1" est la martrice identité d'ordre n.

Le calcu! de I'exponenriel d'une matrice n’est pas toujours trivicl, car on doit calculer
a chaque fois le produit matriciel M*. On va voir quelques exemples ou on peur calculer

cct cxponenticl.

Cxemple 28. 5i

(0 4 4

M=o 0 4

|\U 0o
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Donc pour tout k = 3

U0
M=10 0 ¢
0o 0
On déduit gue
100 04 2 00 12 11 8
exp;ﬁn:n1n+%nﬂﬂ +%nnn =lo 1 2
00 1 000 00 0 00 1

I'roposition 29. Seient n € M et M une matrice d'ordre n = n, alors la série entiére de
somme partielle (Sw yey definiz par
L
k=
Sy = E ﬁ.“” ,

k=0
corverge vers une matrice d'ordre n = n dans U'sspace des martrices d'ordre n % n muni de
la norme ||.|| wsuelie.
Démonstration. Comme pour toute matrice A ot B d'ordre n x nona | AE|| < || A|/|| B||
donc | M*|| < ||M |*. On adonc

N

|
18wl < 32 QIMIE 3o cxp(|IM]))-
k=1
Dane Sy converge ahsolument d’all 95, eonvergs. O

1l existe des cas particuliers oi on peut calculer 'exponentiel d'une matrice. On a

donc les propi€tés suivantes

Proposition 30. Soient n & bl et M une matrice d'ordre n x n.
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(3.2). Une base de S s'appelle “ensemble fondamental” du systéme (3.2).

Demonstration. Montrons que les éléments de S sont des solurions. On a

a0 s
EL

— Ak

expl(td) = -
— k!

1:
[D'apres la proposition 29 sur tout compact |a. b| de [ la serie converge uniformement,
donc

+ o
o r“.‘l

L iy -1 _ A oerfg
o exp(td) = _—1.; s 1}!,4 = Aexp(tA).

Donc pour tout vecteur constant Xp ¢ F* la fonction X(t) = exp(1A) Xy vérifie

i
ot

X = AKX,

qui est une solution de (3.2). On remarque par linéarité du systeme que S est un espace
vecroriel. Monmons quiil esr de dimension n

Soit X (t),..... K.(t) des solutions de conditions initiales wvérifiant
Xilto) = ey, Xn(fy) = &, O0 #;,...,¢, €st la base canonique de R". Montrons
qu'elle est géneratrice :

On a pour tout Y (1) € S il existe ¥ = (yy.....y,) € " tel que
Yit) = exp(tA)Y = yexpl(tA)er + ...ynexpltA)es = m Xalt) + ..., +ynXnlt).

done X,(t),..., X, (t) est une famille génératrice de 5.
Montrons que c'est une famille linéairement indépendante. Par I'absurde, supposons

qu'elle n'est pas libre donc il existe (A, ..., M) £ (0, ..., 0 tel que

i,x,,-x;z} = 0.
P 1
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e Si M est une matrice triangulaire avec des () dans la diagonale alors

n—1
exp(M) = E %_UJ‘_

k=0

e Si M est une matrice diagonale (M = diag(m,....,my)) alors
exp( M) = diag(exp(m,), ..., exp(m,)).
e Si A et B sont deux matrices n x n qui commuttent (i.e, AB = BA) alors
exp(A + B) = exp(A) exp(B).

e La matrice exp( M) est une matrice inversible de pius (exp(M)) 1 = exp(—M).

3.2 Systemes lincaires homogenes a coelficients
constants
On considére dans F le syst2me lin€airs & coefficients constants suivant

d
=X =4X (3.2)

ul

ol A est une matrice a coefficients constants dordre v = et X : 5 — =" est la fonction

incommue 3 daierminer. Dans L osoite om comsidére anoiemps indiiale iy C 2

Propesition 31. On note 5 lensernble de solutions du systéme (3.2). Alors 5 est un espace

vectoriel de dimension » er est doniné par
5 JexpltAE, Z e}

et on appelle la marrice expi(t4) qui dépend du temps | € [ la “résolvante” du systéme
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Done il cxiste anssi ¢, £ F et tel que
i3
Z MNX(t) =0
i—1

Suns perte de génerzlild suppusons gue A, = 0 Ona alors

"'l.’:i[.r'*'] = Efﬁlfz{‘.(raj.

i

Mais — ¥, AiXilt) € 5 done Cest une solution de (2.2). Par unicite de solution

i =
n
Xi{t) = D AXE) Wik

[n pardculier
kel

Xillg) =— l: AcXi(lo).
i
Contradictdon avec le fait que X (#y)  er... X, (ta) =o0Uep. ..., e, | qui €5t une base
(farnille libre). J
Remarque 32, 5i X it),..... V., (t) est un ensemble fondamental de &. On appelle la

matrice
(Xa0)Xa(d) - Nalt))

muzirice tmdamentale et o a

i "

(23(5) Xa(8).. Xal0) ) = exp{tA) (3, () Kaltn) ... Xnlin) ) »

ear X (1) = exp(fA )X (fo) pour woul 1 <24 =25,
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