Stabilité des systemes lineaires

La stabilité est I'étude ce la dépendance des solutions par rapport aux conditions
initiales. Physiquement, si on jette deux pierres tout d’'un cous on aimerai bien savoir
si 'une s'éloigne de l'autre au cours du temps ou non. En terme d'équations différen-
tielles, si on prend deux solutions d’'une méme équation différentielle est-ce-que ceux
deux sclutions restent assez proches lorsque leurs conditions initiales sont suffisamment

proches. Pour cela on la définition suivante

5.1 Stabilité et stabilité exponentielle- Cas générale

Definition 43 (Stabilité et stabilité exponentielle). Soit f : F =" — B, avec n & 1",
urne fonction lipschitzienne par rapport a la deuxieme variable uniformément sur [. Soi

I'équartion différentielle suivante
X =[(t,X), L= (5.1)

Scit X () solution de I'équation (5.1) de condition initiale X' < [2". La solution X (f) est

stable si

AM > 0,38 >0:vY eR", | X =¥]|| <d = ||®'(X) - 9(Y)|| < M||X =Y||.¥t > ta.
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Dans le cas contraire la solution X(1) est dite instable.

La scluticn X (1) est exponentiellement stable si

M >0,3>0,¥>0:VY B | X —Y]|| < 4
— [[B(X) — B (Y)|| < Mexp(—et)||X = V||, e > b,

Remarque 44. Une solution exponentiellement stable est stable. La réciprogue est en

générale faussz ! (Voir l'exemple donné dans la section 5.1.1 ci-dessous).

5.1.1 FEtude de stabilité du cas linéaire scalaire
Maintenant on va voir ce que signifie la stabilité dans le cas scalaire. Soit 'égquation
différentielle linfaire scalaire non-homogéne suivants

= alt)r + bt). (5.2)

avec a.b:E : E sont deux fonctions continues. Par définition le flot satisfair "équation
suivanre

VzeR: %wm — alt)¥(z) + bi2).

Done pour wut r el y dans F on 4
d Er I L 4 .
F18 ) — ()] = a(i)[@"x) - ¥ ()], > lo.
Posons ((i) — #'(z) — $'(y) donc

h_ alt)il, =4,

qui est une équation différentiells linézire scalaire homogéne, done

t
Bit) = H(fn}.:xp{[ als)ds), &>t

Jiy
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Commec 8¢ = @'(x) — D' y) alors,

r
Pz) T(y) = [P(z) D(y)] cxp! / a(s)ds).

Jig

Par les propriérés du flot citées avant on a donc

D) — D) — [ — o] expl [ a(s)ds).

ot |:|:
On remarque que si la fonction « est constants et vérifis u!) — o < U pour tout | > U
alors

-

@) — ()| — | —wl|explalt — )] < e —yl. V>t

Dans ce cas woule soludon () de Meguativn (5.2) est done stable (id M = 1 relad-
vemernt 4 la delinition 43), voir la Figure (5.1). On peut vérilier que dans le cas ou
alt) =a > Upour loul? > U alurs loute solution est instable (Voir la Figure (5.2)). Dans
le cas vu .Jr-.t. 2(s)ds est bomeée (Exemple : perivdigue par rapport & £) alors 12 solution

x(1) esl slable mais non exponentellement stable (Voir la Figure (5.3)].
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Fraune 5.1 - On choisis dans Péquarion diférenrizlle (5.2) «it) = 005 pour mour
£ = Derdlt; sinlf). La figure illustre le graphe en couleur bleu
cle lu suluton =4 de vondivon mnitale =(0) = 300 el le graphe en couleur
verte de la selurinn i) de condivien fnitiale o007 — 100 de P'duqrainn dif-
[erentielle (5.2). Lei alé) — —LUE pour tout ¢ = 4; — U ee gui correspond &
une stahiliré exponentielle. Ta disranee entre les deux solurion [0 er (]
décroit d'une mariére exponsntiells.
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F1GURE 5.2 — On choisis dans Péyuation dillérenticlle (5.2) 2(t) — DU3 pour wout
fzofn = 0et bit) = sin(d). Ta figure illustre le graphe =n conleur hlew

de la solution =(t) de condition initialz x(U; 1.5 o1 le graphe 2n couleur
verle de lu solutivn y(t) de condition indide g(0) = 1 de Puguaien dills
rentielle (5.2, T ale] — 000 perre tout ¢ 2= &y — O ce qui eoreespond 8 une
mmstubialite, Lo distunee enre les doux soluton »(#) el i) n'ust pas bornée
dans le remps.
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FIGURE 5.3 — On choisis dans I'eéquation differentielle (5.2) a(f)  sin(0.4¢) pour tout
{ =iy = 0ethi) = wil(l). La figure illustre lz graphe en couleur bleu de la
soluton »({ ) de condition initiale .« () = 7 et le graphe en couleur verte de
la solution git) de condition initiale y(0) = 10 de 'éugtaion diflérentells
(5.2). Tei a(#) = an[0.4] ce qui implique que ..f;';. als)ds asr périndique
par rapport 4 © ec qui corrcspond a unc stabilite mais pas a unc stabilic?
exponentielle. La distance entre l2s deux solution «(t) ot w(t) est bornge
mazis ne déeroit pas d'une maniére exponentielle.

Created with

M nitro™ professional

download the free trial online at nitropdf.com/professional



