PRODUIT TENSORIEL
ALGEBRE TENSORIELLE
ALGEBRE SYMETRIQUE

Dans tout ce chapitre, A désignera un anneaun commutatif.

1. Applications bilinéaires

Définition 1.1. Soient M, N et P des A-modules. Une application
f:M =N — P est A-bilinéaire =i pour tous r, x1, 72 dans M, pour tous
Y, 41,42 dans N et tout a dans A, on a

flzy + ra,y) = flzy,y) + flza2, )
flz. + o) = flz.m) + flz, )
flaz,y) = af(z,y) = f(z,ay).

Notation. L’ensemble des applications A-bilinéaires de M »x N dans P est noté
Hom 4 (M, N; P). Dans toute la suite, pour = fixé dans M, on notera f; 'applica-

tion N — P définie par
Yye N, fely) = flz.y)

et pour tout y fixé dans N, on notera f, application M — P définie par
Yere M, fy(z) = flz,v).



Avec ces notations, 'application f est A-bilinéaire si et seulement si, pour tout
r e M et tout y € N, les applications fr et f, sont A-linéaires.

On définit sur I'ensemble Homy (M, N; P) une addition et une multiplication
par les scalaires de la maniére suivante : pour tous f, f1, fo dans Hom 4 (M, N; P),
pour tout a dans A et pour tout (r,y) dans M » N, on pose

(fr + fo)(z.y) = filz.y) + falz,y)
(af)(z,y) = af(z.y).

FProposition 1.2. Muni de ces deur opérations, Homy (M, N; P) est un A-module.
¢

Proposition 1.3. Soient M, N et P des A-modules, application
Py v p: Homyg (M. N; P) — Hom (M, Hom (N, P))
définie par
¥ feHomy (M N;P), Yxre M, @y yp(flir)=f:
est un isomorphisme de A-modules.

Démonstration. La linéarité de l'application @py n p est évidente. Pour tout
re M, pour tout y € N et pour tout # & Homy(M,Hom4(N, P)), on pose
flz,y) = #(z)(y). On vérifie facilement que [ est une application bilinéaire de
M x N dans P, que 'application

Uns v, p : Homa (M, Homg (N, P)) — Homu (M, N; P)

définie par
V8 € Homa (M, Homa (N, P)), Yanp(f)=f

est A-linéaire et que

Vyuwpo®une =g, unpy. PunpeoVWune=ldygg 0 Hom, (V. P))-

Cela prouve que "I"M“ﬁ.,r:p et "I'_wl_h.',_n sont des isomorphismes réciproques I'un de
I'autre. 4

Exercice E1. Soient M un A-module et uw € Homy (M, M"). On considére Uapph-
calion
Homy{u,N; P) : Homg(M', N; P) — Homgs(M,N; P)



définie par Hom g (u, N; P)(f") = f, avec f défine par f(zx,y) = f'(u(z),y). On
rappelle que 'on o une appheation A-hnéaire

T : Hom 4 (M’ Hom 4 (N, P)) — Homg (M, Hom 4 (N, P))

définie par U(y¢') = ¢ ou {c¢f. remarque VIL1.2).
Montrer que Uapplication Homy (u, N; P) est A-linéaire et que le diagramme
suivant est commutatif ;

- Ty N p ' .
Homy (M N;P) ——— Hom (M’ , Hom4(N, P))
Hom 4 {u,N;F:ll l‘lI
Homyg (M, N:P) ——— Homuy(M,Hom4(N, P))

dag w.p

Montrer que l'on obtient des carrés commutatifs analogues st Uon consdére des
applications linégires v € Homy (N, N') et w € Homy (P, P).
Ces commutativités expriment que le morphisme @y v p est fonctoriel

2. Produit tensoriel

Soient M, N, P des A-modules et le module libre L = AM=Nl On note
(E(zg), avec (z,y) € M x N, une base de L et ¢ 'application de M »x N dans
qui & (r,y) € M = N associe e, ). D'aprés la propriété universelle de module
libre (théoréme IV.7.3), une application f: M x« N — P induit une application
A-linéaire f : L — P telle que f = [ oi. L’application f est A-bilinéaire si et
seulement s1 'application ? g'annule sur le sous-module () de L engendré par les
éléments

Em+ray) — Slmy) T Sz
Eirn+w) ~ Blzan) ~ Eizam)
Elary) — TE(r,y)

€(zay) — AE(z.y)

ol x, Ty, rs parcourent M, y,y1,ys parcourent N et a parcourt A. Autrement
dit, I'application f est A-bilinéaire =i et seulement si il existe une application
A-linéaire f : L/Q — P telle que | = fogq, ong: L — L/(Q est la projection
canonique. (Jn pose apy vy = got



Définition 2.1. Le A-module L /() est noté M @4 N et est appelé le produit
tensoriel des A-modules M et V.

Ce qui précéde montre le résultat suivant.

Théoréme 2.2 Spient M, N et P des A-modules. Pour toute application
A-bilinéaire f : M x N — P, il eriste une application A-linéaire
f:M@aN — P unique telle que f = foayn. &

Autrement dit :

Theoreme 2.3 (propriete universelle du produit tensoriel). Pour tous A-modules
M et N, le couple (M @4 N,apyn) est la solution du probléme universel sui-
vant :

il eriste un A-module T(M.,N) et wune application A-bilinaire
i Mx N — T'(M,N) tels que, pour tout A-module P et toute applica-
tion A-bilinéaire f : M »« N — P, il eriste une unigque application A-lEnéaire
f:T(M,N)— P telle que f = foj &

Notation. Pour tout = € M et tout y € N, on pose ay y(z.y) =@ y.

Done r @y est la classe dans M @ N = L /G de I'élément e, ., Puisque tout
élément de L s'écrit de maniére unique 3 g .. 8¢z 4)€(z y), tout Elément de M @ N
s'écrit de maniére non unique } 5. a0 )T @ Y, avec a; ) € A.

Ce qui précéde se résume en la proposition suivante.

Proposition 2.4. Le A-module M @ 4 N est engendré par les éléments r@y, r € M,
y = N, soumis aur relations suivantes :
(T +z)@y=r@y+m8y
rR(pmtpl=r2yp+r@yp
(ar) @y =z @ (ay) = a(z@y)
pour tous r,ry,r0 € M, yyn.pe N etac A. §

On en déduit immédiatement les propriétés suivantes.

Proposition 2.5.
(i) Sir=0o0uy=0, alors r @y = 0.
(ii) Les A-modules M @4 N et N @4 M sont isomorphes.
(iii) Les A-modules A @4 M, M @4 A et M sont isomorphes.



Démonstration. L’assertion (1) est une conséquence immédiate de 'une quelconque
des relations de la proposition 2.4. L'application A-linéaire = & y+— y & r est un
isomorphisme, ce qui entraine (i1). Les applications A-linéaires a @ r +— ar et
T +— 1 @ r sont réciprogues I'une de 'autre, d’oi (iii). o

Exemple 2.6. Soient A = £, M = E/m& et N = E/nd, avec pged(m,n) = 1.
Alors, pour tout r = M et tout y= N, on a

mirRy)=mr@y=20
nfry)=rz@ny=0

donc 'ordre de I'élément = @ y dans le groupe abélien £/m# @z L/nf divise m
et n. Par conséquent, tout élément de ce groupe est d'ordre 1, i.e est nul. Donc

Z/mE @z T/nE = 0.

Proposition 2.7. Pour tous A-modules M, N et P, on a les isomorphismes de
A-modules suivants :

Homy (M, N; P) ~ Homy (M &4 N, P} ~ Hom 4 (M, Hom 4 (N, P)).

Démonstration. (C'est une conséquence immeédiate de la proposition 1.3 et du théo-
réme 2.2 s

Proposition — Définition 2.8. Soientu : M — M' et v: N — N' deur applica-
tions A-hnéaires. Il ertste une unique application A-lhinémre

uBv:Ma&asaN —MaeaN'
appelée produit tensoriel des applications u et v, définie par

(u@v)iz@y) = ulr) @ vy,
telle que app pr o (u,v) = (u@v) canmn.
Démonstration. L'application composée
ﬂ_;'_.frl_i\r.r o {H,‘ll'} ; ﬂf = JF'I'- — M" = P'Irr —F ;iHrI @ﬂ JF'I'-I
est A-bilinéaire. Elle se factorise donc de maniére unique par M @4 N, ie. il
existe une unique application A-linfaire u @ v: M @4 N — M @4 N’ telle que
le diagramme

MxN =0 N

E'". N l ‘I’L':H.ll_r.,'r

M@aN — Ma@sN’

soit commutatif. <



Exercice E2. Montrer que, avec des notations émdentes,
(u@v)o(u @v)=(ucu) @ (ver).
Theoreme .9, La suite de A-modules

N' = N-—N" —0

est eracte si et seulement si, pour tout A-module M, la suite de A-modules
ﬂ»f & A ]ﬁ.r-" Idﬁﬂ. ﬂ._f = A .IF'I'- Idﬂﬂ ﬂj’ & A ]rlhrﬂ' )
est eracte.

Démenstration. Soilent
N Sy LN + 0

une suite exacte et P un A-module. En appliquant deux fois le théoréme VII.1.3,
la suite

0 — Hom4(N”, P) — Homu(N, P) — Homu (N', P)
est exacte, donc aussi la suite
0 — Hom 4(M, Hom 4 (N", P)) — Hom (M, Hom (N, P))
— Hom (M, Hom 4 (N, P)).
D'aprés la proposition 2.7, il en est de méme de la suite
0 — Homa(M @4 N, P) — Hom (M ®4 N, P) — Homa(M ®4 N’, P).
(ela étant vrai pour tout A-module P, d’aprés le théoréme VIL1.3, la suite
Me N Y Mo, N M Mg,N" —0

est exacte.

Le méme raisonnement appliqué dans I'autre sens montre que, si cette derniére
suite est exacte pour tout A-module M| c’est en particulier le cas pour M = A4
et la suite . .

N —N—N"—0

est exacte 4

Remargue 2.10. Ce qui précéde montre que si v est un morphisme surjectif, pour
tout A-module M, le morphisme Idy; @ v est aussi surjectif.



Attention. (ette propriéteé est fausse pour Uinjectivité, comme le monire Uerzemple
ci-dessous (cf. aussi TR.VIILA).

Exemple 2.11. Soient A = £ M = Z /2L et la suite exacte
0 —-Z5HEZ5Z/92 —0

ol u est la multiplication par 2 et v est la projection canonique. DV'aprés la
proposition-définition 2.8, tout élément de Im(Idz oz @ u) est de la forme 3 z @y,
avec y € Im(u), donc

TRY=r@2z=2r@=z=0

et Im(ldg oy @u) = 0. Or, on vérifie facilement que les groupes abéliens Z /22527
et £/2E& ®g & sont isomorphes par le morphisme r @ 2 +— r ® 1. D'aprés la
proposition 2.5, L@y L/2E ~ L/2E # 0, donc £/2E @z 2E # 0. On en déduit que
Idyz oy @ u n'est pas injective.

Corollaire 2.12. Spit a un idéal de A. Pour tout A-module M, le A-module
AfaAd @y M est isomorphe au A-module M falM.

Démonstration. La suite
0—a—A— A/a

est exacte. Par conséquent, pour tout A-module M| la suite

est exacte. Mais A® 4 M est isomorphe & M et le morphisme a@y M — A@, M
s'identifie 4 a ®4 M — M défini par @ @ m — am. D'autre part, de 'égalité
a®@m = 1 ®am, on déduit que 'image de a @4 M dans M est isomorphe & alM .
DV'of la suite exacte

0—aM — M — Aflag M —s 0

et A/a@ M est isomorphe & M /alM . o

3. Commutation du produit tensoriel aux sommes directes

Théoréme 3.1. Soient I un ensemble d'indices, (M;)ye; une famille de A-modules
et N un A-module. On a un isomorphisme naturel de A-modules

(@ Mi) @a N =~ P(M,; @4 N).

=l el



Démenstration. Tout élément de (€D, M;) » N s'écrit de maniére unique
(Ygeszy, y), oit § est un sous-ensemble fini de J. On considére application

(@ M,_) x N — EP(M, @4 N)
el

el

définie par (Y;c57. y) — Eies(ry @ y). On vérifie facilement que c’est une appli-
cation A-bilinéaire, d'on une application A-linéaire

(@ M,_) @aN — P(M; @4 N).

el il

(On définit de maniére analogue une application A-linéaire

PBM; 24 N) — (@ M,) ®@N

el el
qui est inverse de la précédente. &
Corollaire 3.2, Soient M un A-module et N un A-module libre de base {y; }ier.

Tout élément de M @4 N s'écrit, de maniére unique, Yocrr @1y, vy € M nul sauf
pour un nombre fini dei € I.

Démonstration. La base {y; }i=r permet de définir un isomorphisme de A-modules
N — @ Ay;.
el
D'aprés le théoréme précédent, on a un isomorphisme

M@ N~ M @4 Ay,)

il

d’of le résultat. 4

Corollaire 3.3 St M et N sont des A-modules libres de bases respectives {Ty }icp
et {Ustier, le A-module M @4 N est lbre de base {z; @ y;}bicr jea-

Démenstration. 11 est clair que {r; ® y;licrjes est une famille généra-
trice du A-module M @4 N. 8i Y ja.(z; ®y;) =0 (somme finie), alors
Y;(Xay 1) @ y; = 0. D'aprés I'unicité de I'écriture démontrée au corollaire 3.2,
cela implique Xy, ;2 = 0 pour tout j de J, d'oi a;; = 0 pour tout (i,j) €I = J.
La famille {x; @ y; }icr e est done libre. 4



Corollaire 3.4, 5i M et N sont des A-modules hibres de rangs respectifs m et n,
alors le A-module M @4 N est libre de rang mn. §

Exercice E3. Soient A un anneau commutatif, M et N deur A-modules.

1. On suppose gque N est hbre de base (ny)ier. Monirer que tout élément
Permy @ng de M @4 N (éoriture unique) est nul si et seulement s1 tous les
my, 1€ 1, sont nuls.

2. On suppose N quelcongque. Mondrer que 3} | _;my@ng = 0 si et seulement si

il eriste une famlle (my);cs d'éléments de M et une famille finie (ay) d'éléments
de A telles que :

Eaﬂm} =rmy pour tout i et E&ﬂﬂ{ =0 pour tout j

Jet el
(on pourra utiliser une présentation de N par un module libre).
Proposition 3.5, Sotent M et N des A-modules hbres de rang fini. Il eriste un
tsomorphisme de A-modules

Endy(M) @4 Endg(N) — Endy(M @4 N)

défini par f @ g — f@g, o f&g est Papplication A-lindaire produit tensoriel des
applications [ et g.

Démonstration. Soient {v; }yc; une base de M et {w;};c7 une base de N ([ et J
ensembles finis), alors {vy @ wy }(; 5)e7.0 €5t une base du A-module M @4 N. Pour
tout (i,7) et (i'.7°) de I = J, il existe un unique fiy € Ends(M) et un unique
g; € Endy(N) tels que

flog)=wvp et fluy)=0 sik#i

glw)) =wy et gluy) =0 sil#j.

1l est facile de vérifier que les familles { fig}ierer et {g197} g meqxs sont des
bases respectives des A-modules Endy (M) et End, (N). On a

{f“a'ﬁ:-gm.-]l{vk & 'l.l-‘;} = = 'lnl..'j-: =l (k I} = {!_‘]‘j

(fl::i'@gj,f}{ﬂk @uy) =0 sinon
done {-fi::f{é'g_f:j‘}['I,Ii’}Ef}l:f:-[]‘:j‘]EJ}:;J est une base du A-module Endy(M @4 N).

Puisque {fiyr @ @55 uner=l jjieixs est une base du A-module
Endg(M) @4 Endg(N), on a le résultat. O

Remarque 3.6, D’aprés cet isomorphisme, on peut identifier f &g et f @ g



Associativité du produit tensoriel

Théoréme 4.1, Soient M, N et P des A-modules. Il eriste un unique isomorphisme
de A-modules
Maza(N@aP)— (MasN)@a P

défini par
Yiz,y,z)EMxN=x P, z@(y@2)— (r2y)® =

Démenstration. L'unicité est évidente, puisque les éléments (r @ y) @ » (resp.
@ (y @ z)) engendrent le A-module (M @4 N) @4 P (resp. M @4 (N @4 P)).
Montrons 'existence. On vérifie aisément que, pour tout r dans M, Papplica-
tion
fr NxP—(MasN)@4 P
définie par (y,z) — (r ® y) ® 2 est A-bilinéaire. On en déduit 'application
A-linéaire

fr N@g P— (M@yN)z2, P
qui & ¥ @ 2 associe (r @ y) ® z. L'application
fMx(Na,P) —w(Ma@aN)a, P

définie par (. 1) — fz(f) est A-bilinéaire, d’oit lapplication A-linéaire

F:M@y(N@y P) — (M @4 N)@4 P

définiepar z @ [y z)— (B y) @ =
En faisant le méme raisonnement dans 1'autre sens, on obtient une application
A-linéaire

G:(M@AN) @4 P — M@y (N @4 P)

définie par (r ® y) ® 2 +— = ® (y @ 2) et 'on vérifie que f et j sont inverses I'une
de I'autre. &

Notation. Pour trois Amodules M. N et P, on note M @4 N @4 P 'un des
modules M @4 (N @4 P) ou (M @4 N) @4 P. Plus généralement, on définit de
la méme maniére My @4 --- @4 My, pour tout entier n = 3.

Nous allons donner ici une version plus conceptuelle du produit tensoriel de
n = J modules, sous forme de solution d'un probléme universel analogue aun
théoréme 2.2,



Applications multilinéaires

Définition 4.2. Soient My, .. M, P des A modules. Une application n-
multilinéaire définie sur My, ..., M, est une application My »x---x M, — P
qui est A-linéaire en chaque variable. Si My = --- = M, = M, on dit que f
est une application n-multilinéaire définie sur M. Lorsque P = A, on parle de
forme n-multilinéaire.

On note L = AM1*=Mn o 4 module libre engendré par M x -- - x My, dont
on notera {e(z, .y}, (T1,.-.,Tn) parcourant My x --- % My, une base. On note
() le sous-A-module de L engendré par les éléments

€1, 2 n) BT, T Ta) T ST, 2T

Elry,... 8P, Fn) — DE(r, Py, Ta)
pour x,, ¥, € My, z; € M;, 1 € j # 1 € n, i parcourant l'ensemble {1,...,n}
aec A

On note oy, ag, la composition

1

My = x My —L— L/Q

ol les deux applications sont, respectivement, 'inclusion et la projection cano-
niques. Il est clair, par construction, que  est multilinéaire.

Définition 4.3 Le A-module L /() est appelé produit tensoriel des A-modules
.I.ii".fl.'.. . ,Liiffn et est noté .Lii"fl @ﬂ o IE'H .I.ii"fn.

Pour des raisons analogues i celles mentionnées au début du paragraphe 2, on
a le résultat suivant.

Théoréme 4.4, Soient My, ... M, et P des A-modules. Pour toute application
n-multiinéaire f : My ». -2 My — P, il eriste une unique application A-linéaire
f M ®4---8 M, — P telle que _f = fﬂﬂ_?ﬁll___:_?ﬁn- &

Le lecteur vérifiera que le A-module My @4 - - - ® M, est canoniquement iso-
morphe aux modules obtenus en utilisant 1'associativité du produit tensoriel de
deux modules.






