Changement d’anneau de base

Solent A et B deux anneaux commutatifs et ¢ : A — B un morphisme
d’anneams.

5.1. Pour tout HB-module M, on définit un A-module @, (M) de la maniére
suivante : c'est le groupe abélien sous-jacent & M muni de 'opération externe de
A définie par a.xr = pla)r, pour a € A et * € M, ol pla)r est détini par la
structure de B-module de M.

Pour tout morphisme de B-modules f : M — N 'application

2a(f) 1 (M) — wu(N)

définie par =+ f(r) est A-linéaire : en effet,

va(filax) = flpla)r) = pla)f(z) = a.f(z) = a.pu(f)(z).
On appelle , ainsi définie la restriction des scalaires.

5.2. On considére le A-module p,(B) obtenu par restriction des scalaires.
Pour tout A-module M, on munit le groupe abélien ¢, (B) ® 4 M d’une structure
de B-module par (avec les notations évidentes)

b.zb; @ my = EH':.'E'W{-
i i

Le lecteur vérifiera que cette opération munit bien @, (B) @4 M d'une structure
de B-module. On note ¢*( M) ce B-module.

Si f: M — N est un morphisme de A-modules, on pose ¢*(f) = Id, ;& f;
c'est un morphisme de B-modules (le vérifier).

On appelle ¢* ainsi définie 'extension des scalaires.

Théoréme 5.3 Pour tout A-module M et tout B-module N, les morphismes de
groupes abéliens

& : Homp(p* (M), N) — Hom (M, . (N))

¥ : Homa (M, @, (N)) — Homp(g* (M), N),

définis respectivement par w — (r — u(1®x)) et f — [, oit [ est Punique élément
de Hompg(p* (M), N) vérifiant T(1 @ ) = f(z), sont inverses 'un de Pautre.

»






Démonstration. Soit u € Hompg(p*(M).N) : on définit une application
D(u) : M — p,(N) détinie par ®(u)(r) = u(l @ x) est A-linéaire. En effet, elle
est clairement additive et

B(u)(az) = u(1®az) = u(a.(191)) = u(p(a)(181)) = pla)u(l@z) = ab(u)(x).

Dans 'autre sens, soit f € Homg (M, 0. (N}), lapplication ¢, (B) « M — N
définie par (b, x) — bf(z) est A-bilinéaire. On en déduit une unique application
A-linéaire

To.(BYyaM=¢* M) — N
telle que f(1 @ x) = f(x). Cette application est B-linéaire, car
f(b(t’ @ 2)) = f(bb' @ z) = bb' f () = b(b'f(z)) = bf (b @ z).

On vérifie que les applications ¢ et ¥ sont réciproques 'une de 1'autre. &

6. Produit tensoriel d’algébres associatives

Théoréme 6.1. Soient K un anneau commutatif et A et B deur K-algébres as
soctatives. Il eriste sur le K-module A @y B une unique structure de K -algébre
associative telle que

Yr,x'e A Vyy eB, (zRy)lze@y)=x"2yy.
Démonstration. Les applications
AxA— A, BxB—B,
(z,2') — 22, (v, 9) = vy
sont K-bilinéaires, d'ofl des applications K -linéaires
u: Ay A — A, v:Beagy B— B

vérifiant u(r @ ') = ' et vy @ y') = yy'. On en déduit donc une application
K -linéaire

u@v: (AR A)Bg (Bag B) — Agxg B
vérifiant (u@v){(z@2" )@ (yRy")) = rr'@yy'. D'autre part, on a un isomorphisme
de K-modules

(A®k B)@x (A@K B) — (A®k A) @k (B @k B)



défini par (r@y)2(z" @y ) — (r@2")@(y@y"). En composant cet isomorphisme
avec u @ v, on obtient une application K-linéaire

(Agx By (A@g B) — A@g B
vérifiant (r@y) @ (z' @y') — zx'@yy’. Elle provient de 'application K -bilinéaire
(A®k B) x (A®k B) — A@x B
définie par (r @ y) x (¢’ @ y') — ' ® yy' qui munit A ®g B d’un produit. On
vérifie aisément, par linéarité, que ce produit munit le A-module A &g B dune

structure de K-algébre. &

Si les K-algébres associatives A et B sont unitaires, il en est de méme de
A ®@x B, I'unité étant 14 ® 1p.

Exemple. Si A est un anneau commutatif, A[X]® 4 A[Y] est isomorphe & A[X.Y].

Produit tensoriel et dualité

Soient M et N deux A-modules et M* = Hom (M, A) le dual de M. On
considére I'application

P M* x N — Homy(M,N)

définie par (f,¥) — (¥(f,y) : = — f(z)y). Montrons que cette application est
A-bilinéaire. Pour tout f.ge M* gy e N Ac Aetpourtout r= M, ona

(f+g.y)(z) =(f+a)(=)y = (f(z)+g(z))y = f(z)y+g(z)y=v(f y) (z)+¥ (g, v)(z)
v(f.y+y)x) = fle)y +v) = flx)y + flx)y’ = &(f,p)(=) + o(f. y)(z)
U(AL y)(z) = Af(z)y = AP(f, y)(x)

U(f, Ay)(z) = flz)hy = Af(x)y = M(f.y)(x).

On en déduit donc une application A-linéaire
w:M* @4 N — Homu(M,N)
définie par (f @ y) — (x — f(z)y).

Proposition 7.1. 5i l'un des A-modules M ou N est libre de rang fini, alors Uap-
plication o est un isomorphisme.



Démonstration. Supposons que M soit libre de type fini et notons {ey,...,e,} une
base. On sait que le A-module M* est libre et posséde une base {¢y, ..., e} définie
par €(e;) = dgy, 1 £ 4,7 £ n. D'aprés le corollaire 3.2, on sait que tout élément
de M* @4 N s'écrit de maniére unique 3 7 & @ . On a

¢ (E & ® y:) =Y vla®w)
i=1 i=1

et chaque (e @ 1), qui appartient & Hom (M, N), est entiérement déterminé
par ses valeurs sur la base {e1,....eg}. Ona

wler @ ye)leg) = eleg)ye

Ce dernier élément est égal & y, si i = j et 0 sinon. Par conséquent,

(E (e ® ya.}) (e1) = uy.
=1

Montrons que ¢ est surjective. Soit u € Hom 4 (M, N') déterminé par les u(e;),
1 < j<n Enposant ule;) =uy, 1 €< n,onaalors u=@(} e ®u.

Montrons que ¢ est injective. On a (3. & @ ) = 0 si et seulement si,
pour tout j, 1 < j < n, @31, & @ w)(e;) = 0, c’est-a-dire, si et seulement si,
pour tout 3, 1 £ 7 < n, y; = 0, donc 51 et seulement si E:;Ll g @y = 0.

Supposons que N soit libre de type fini et notons {ey,..., e} une base. Tout
élément de M* @4 N s'écrit de maniére unique 3 ;| py @ e

Montrons que ¢ est injective. (3, i@ e;) = 0 si et seulement si, pour tout
reM, ¥ plz)e, =0, ie p(r) =0, 1< i< n Cela étant valable pour tout
reM,onap; =0 1<i<n doi .  p@e=0

Montrons que  est surjective. Soit v € Homu (M, N). On cherche 37 p;@eq
tel que

YreM, vir)=y¢p (E Ly @ E{) (x) = Eﬂ-;{i‘jﬂg.
i=1 i=1

(Cela signifie que le morphisme de A-modules (37 | u®e;) doit étre tel que, pour
tout x € M, (31 it @ &)(z) ait pour composantes dans la base {eg,...,eq}
les valeurs gy (x), ..., pp(r). On considére donc les py définies par : pour tout =
dans M, p;(x) est la i-iéme composante de v(zr) dans la base {ej,...,ep}. On a
bien alors, pour tout z de M, v(z) = (3 @ e)(z), e v= (3 1 i1 Der).
¢



Remargues 7.2

a) On =ait que si M est un A-module libre de rang fini, les A-modules M et
M* sont isomorphes non canoniquement, alors qu'ici ¢ est canonique (i.e. défini
indépendamment du choix d'une base).

b) Les hypothéses sont nécessaires. En effet, considérons le cas 4 = £,

M=N=E/2E Ona M*=0,doa M*®@4 N =0, alors que Homg (£ /2Z, E;’EEj
est non mil car 1l contient "dentité.

c) Si M est un A-module libre de rang fini, on a I'isomorphisme
M* @4 M — Endy(M).

Nous allons donner, grace a 'isomorphisme ¢ explicité ci-dessus, une expres-
sion infrinséque de la trace d'un endomorphisme.
Soit M un A-module libre de rang fini. L'application

M*wx M — A
(f.x) = flz)
est A-bilinéaire et induit une application A-linéaire
Ty M @M — A
vérifiant v(f ® r) = f(r). Puisque
g M @4 M — Enda (M)

est un isomorphisme de A-modules, pour tout endomorphisme u de M, on peut
considérer I'élément (i~ (u)) qui appartient & A.

Proposition 7.3. Avec les notations ci-dessus, pour tout A-module libre de rang
fini M et tout endomorphisme u de M, la trace de u est égale d v(p~ ' (u)).

Démonstration. Soient {ey,...,eq} une base de M et {e),...,e,} la base duale.
D'aprés la démonstration de (7.1), on sait que u = (31, & ® u(e)), d'oi
v o g Hu) = Y3 & @ uleg)). D'aprés la définition de 7, on a done

yo @ lu) — S efule). En posant ule) — Yoy Ages, on a
el(ule)) = E}Lllue;(eﬂ = Ay Dot yo o Y u) = 1, Ay qui est bien la
trace de la matrice de u relativement a la base {ey,...,en}. 4

Ce résultat donne une démonstration conceptuelle du fait que la trace d'un
endomorphisme ne dépend pas de la base relativement i laquelle on le représente
par une matrice (cf. VI.2).



8. Algébre tensorielle

Définition 8. 1. Soit M un A-module. On appelle algébre tensorielle de A
la donnée d'une A-algébre associative unitaire T(M) et d'une application
A-linéaire iy de M dans le A-module sous-jacent & T (M) satisfaisant la pro-
priété suivante :

pour toute A-algébre associative unitaire H et pour toute application
A-linéaire  de M dans le A-module sous-jacent & H, il existe un unique mor-
phisme de A-algébres T de T(M) dans R tel que f = T cidpy.

5%l existe, le couple (I'(M),ipr) est solution d'un probléme universel, donc
est unique 4 un unique isomorphisme prés.

8.2. Existence du couple (T (M), i)

On pose TO(M) = A, TY{M) = M et, pour tout n = 2, on définit T"(M)
par T"(M) = M @4 --- @4 M (n facteurs M), qu'on note M®" puis on pose
T(M) =P T (M)

On munit T(M) d'une structure de A-algébre de la fagon suivante : pour tout
p et g dans M, on définit une application A-bilinéaire

wpg : TP(M) = TI(M) — TFH(M)
par : pour tous a et b dans A, pour tout r dans TP( M), pour tout y dans TY(A),
voola,b) =ab, wogla,y) =ay, ypolz,a)=az,
et pour tout =y, 1 i< p, 1y, 1 €j<q dans M,
Ppg(T1 @ @B @Ip @ BY B Dyg) =

TNE--- @@ - B0 @--- DYy B B Yy

{Jn note

@ : T(M) % T(M) — T(M)

I'unique application A-bilinéaire dont la restriction & TP(M) = TY M) est wp,,
pour tout p et g dans M. Cette application munit le A-module T'(M) d'un produit.



L'associativité de ce produit, i e. pour tout p,g,r € [,

CprgrlPpgl...) de) = ©pgir(idp, pgrl. . .)).

provient de I'associativité du produit tensoriel.
L'élément unité est I'élément unité de A et Vapplication iy : M — T(M)
est l'inclusion M = TYHM) — T(M).

Remarques 5.3

a) S5i ry,...,7, sont des éléments de M| le produit iy (x))--- iy (r,) dans
TM)est 1 ®--- ® zp.

b) L'algébre T(M) est non commutative.

Théoréme 84, Le coupe (T(M),iy) ainsi construit est Ualgébre tensorielle de M.

Démonstration. Pour toute A-algébre associative unitaire R et pour toute applica-
tion A-linéaire f de M dans le A-module sous-jacent 4 K, il faut prouver I'existence
et "unicité d’'un morphisme de A-algébres [ de T(M) dans R tel que f =7 oipy.

Unicité. si T existe, on doit avoir
Yae A=TYM), Tla)=T(al)=aJ(1)=aleR
et
Wpzl, Yoy e M, J(r1 ®--- @ zp) = Tling(z1) - ing (zp)) = f(z1) - - fxp).

Tout élément de T{ M) s'écrivant comme somme finie d’éléments de A ou d'élé-
ments de la forme ) ® --- @ zp, p 2 1, 'expression ci-dessus détermine entiére-
ment ?

Eristence. Pour tout entier p et tout élément r; de M, 1 < i < p, on pose
?P[I[ @ @xp) = flz1)--- flzp) et fo : TY(M) = A — R le morphisme struc-
tural de la A-algébre R. Les fp, p = 0, définissent f : T(M) = ©p20TP(M) — R
et I'on a f = Joiy. Il reste & montrer que | est un morphisme de A-algébres. Pour
montrer que J(a3) = J(a)f(3), avec a et 3 dans T(M), il suffit, par linéarité, de
lefairepoura =1 @---@rpet f=y @ - - Dyy :

flx1®---@zp)f(n1 ® - Ryg) = flz1) - flzp) flw1) - - - flyp)
=fl1® - @rpen@ - Qu) =f(n18 - @) ®@---Byg)). &

Souvent, par abus de langage, on dit que 'algébre tensorielle de M est T( M),
le morphisme 1y étant sous-entendu.



Exercice F4.

1. Soient A un anneau commutatif et Xy, ..., Xy des variables. On note
A{Xi....,Xn} Uensemble des expressions de la forme Y o . ay, g X7'--- Xi»,
avec ay, g € A, dans lesquelles les élements de A commutent avec les X,
1 <4< n, mais les variables X;, 1 < i < n, ne commutent pas entre elles.

Montrer que la somme, définie de maniére évidente, et le produit, défini par
concaténation, i.e.

T CLERED. € TNINRS. € LEEED. €obg NIIRE I WD, ¢LERED. &, S LREED €'

étendu linfoirement, munissent A{Xy, ...  Xq} d'une structure de A-algébre.

On appelle cette A-algébre Ualgébre des polyndmes non commutatifs a co-
efficient dans A.

2. FEtendre cette construction pour un ensemble quelconque de variables
(Xilier- On note A{ X }er la A-algébre ainsi obtenue.

3. Soit M un A-module libre de base (xy)icr. Montrer que la A-algébre T{M)
est isomorphe a la A-algébre A{X;};c; (montrer que A{X;};c; est solution du
probléme universel d’algébre tensorielle de M ).

Proposition 8.5, Soient M et N des A-modules. Alors toute application A-lnéaire
u: M — N se prolonge en un unique morphisme d'algébres T: T(M) — T(N).

Démonstration. Si un tel prolongement ¥ existe, on doit avoir
(l)=1, VYac A, Hla)="1(a.l) =au(l) =a

Vry,....zpe M, (1@ -- @ xp) = u(z1) @ @ ulzp).
Par définition du produit tensoriel d’applications linéaires, ce dernier élément est
u®P(ry @ --- ® xp). Tout élément z de T(E) est une somme finie d'éléments du
type 1 ®- - - @ Tp, d'olt Wz} = 3, u®P(zp), avec zp = 11 ®- - - ® Tp, d'oll 'unicité
de .
Réciprogquement, 'application T ainsi définie est un morphizme de A-algébres
qui prolonge u. e

Remargue 8.6. Le lecteur vérifiera facilement que ces prolongements sont compa-
tibles 4 la composition, t.e. Vo =7V oL

Exercice E5. Soient A un anneau commutatif, M un A-module, (T(M),ip) son
algébre tensorielle et N un sous A-module de M . Montrer que Palgébre T(M /N)
est isomorphe au quotient de Ualgébre T(M) par Uidéal hilatére engendré par
in (N).






