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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

Chapitre I: Intégrales simples et multiples

I.1- Rappels sur l'intégrale simple

Soit f(x)une fonction continue sur un intervalle donnée : dF (x) = f(x)dx
Ou respectivement : , dF (x)
P F) == 2 = f()

j Définition 1 ’7 Primitive

On appelle primitive d'une fonction f(x), la fonction F(x) dont la dérivée est égale a f(x).

j Définition 2 ’7 Intégrale définie

Si F est une primitive de f sur un intervalle I contenant a et b, on appelle intégrale définie
de f (deaab) etonnote [ f(x)dx = F(x)

L’'une des primitives de la fonction 3x? sera x3 = (x3)' = 3x2

‘ Exemple n< 1.01

I.1.1- Sommes de Riemann

Soitf: [a,b] — Rune fonction partout définie sur le segment [ a,b ]. On considere un entier
n > 0 une subdivision réguliére

k2T gck< 1 —
X, = a N <k<n
k n P y=f(x)
La somme de Riemann associée a f est :
n n
b—a
S == > %) = ) (1) (i~ 1)
k=1 k=1

»
»

Xo X1 Xk Xn

Ces sommes de Riemann équidistantes sont celles de la méthode des rectangles pour le calcul
des intégrales ; leur intérét principal vient du « théoréme » suivant, qui est en réalité un cas
particulier de la définition de I'intégrale de Riemann : si f est intégrable au sens de Riemann,

b
lim S, = ff(x)dx
n—-+o

a

j Définition 3 ’7

Si f est continue sur [a,b] alors I = lilrl D=1 f(x1) Xk — Xk_1), I(f) sera appelée intégrale
n—>-+oo

définie de la fonction f continue entre les bornesa et b
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

I.1.2- Tableau des primitives usuelles

a, C, w, @ Désignent des constantes

f(x) F(x) = f f(x)dx
a ax+ C
a/x aln|x| + C
Xa+1
x?,VaeR\{—-1 C
\{—1} 1t
X
a* (a>0) —+C
Ina
Inx x(Inx—1)+C
a
1
cos(wx + @) asin(wx +@)+C
1
sin(wx + @) —acos(wx +@)+C
1
> tanx + C
cos? x
1
—— cotx+ C
sin? x
tan x —In|cosx| + C
cotx In|sinx| + C
chx shx+ C
shx chx+C
1 1 l |X — a| L
X2 — 32 2a lx+a
1 1 X
 — —arctan—+C
XZ +a2 a a

x? + a2

ln|x+\/x2ia2|+C

a2

X
arcsin—+ C
a

x? + a?

2
X a
—x? + a? i;ln |X+\/X2 iazl +C

2

131

a2

2

X a X
—4/a% — x?2 +?arcsin5 +C

2

I.1.3- Tableau des primitives composées

Fonction Primitive
u’ xu", n € R\{-1} utl/(n+1)+C
u'/u Inu+C
u’ x et e+ C
u’ X cosu sinu +C
u’ X sinu —cosu+C

L3 Mathématiques 3
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

I.1.4- Propriétés des intégrales
Soient f(x)et g(x) deux fonctions intégrables sur I'intervalle [0,b] :
01) J(f() £ g(0))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
02) f;f(x)dx =— [ f(x)dx
03) f; AX f(x)dx = A X f; f(x)dx ou A est une constante
04) [ f(x)dx =0
05)Sia<x<b,f(x) <g), f;f(x)dx < f;g(x)dx
06) |, fr)dx| < fJ1f(o)ldx
07) f; fx)dx = fac f)dx + fcb f(x)dx, a condition que f (x) estintégrable sur les deux intervalles.

08)Sia<x<b,m < f(x) < Mol m, M sont des constantes, m(b — a) < fab f(x)dx < M(b — a)

I.1.5- Technique d’'intégration

I.1.5.1- Changement de variable
Théoréme : Soit @ une fonction de [ o, B ] dans R.
Soit f une fonction continue sur [a,b] = @([ a3 ]).Alors

¢(B) B
f f(x)dx = f fop(t) g’ (t)dt
¢()

‘Exemplen% .02

Calculer [; = avec le changement de variable x = tant.

f dx
(1+x2)2 "’

Solution
x=0,t=0
= = i1
X =tant = dx th X=1,t=Z
/4 /4 /4
f f ! dt—f ! X ! dt—f 2tdt
(1+X2)2 (1 +tan2 t)2 X os2t it T ( 1 )2 coszt - ) 8
0 cos?t 0
/4
—1f( 2t+ 1)dt = [ 2t+ = t] _1 ﬂ
=5 cos = |—=sin 4 3
Devoir
Calculer I, = [x%V1 —xdx
| Mathématiques 3 QW&W@%WWZ C%Ma/ﬁm/aﬂ%
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

1.1.5.2- Intégration par parties

Théoréme : Soitu et v deux fonctions définies sur [ a,b | . Alors
b b

fu’(x)v(x)dx = [ux)v(x)]2 —fu(x)v’(x)dx

a a

Calculer I; = f01 In(1 + x?)dx =?

‘Exemplené .03

Solution

i u'(x) =1 = u(x) =x

SllOnpose{V(X)=1n(1+x2):vl(x)=li))((z

D’ou
: 1

Iy = [xx1 1+2]1fxzxd_lzzsz+1_1d—122f1 L

3=[xxIn(l+x9]g - | xx3—7dx=1In T dx=1n (1 - 1)
0 0 ]

L s
I; =In2 — 2[x — arctanx]j = In2 — 2 +§

Devoir
Calculer I, = [x%Inx dx =?

I.1.6- Méthodes pratiques

I.1.6.1- Intégrales de fractions
Lorsque f est une fraction rationnelle, il existe un procede dit de décomposition en éléments

simples qui permet de trouver ses primitives.
f Est une fraction rationnelle du type f(x) = %
Ou P(x) et Q(x) sont deux polyndmes.

Tableau des fractions

Facteur de dénominateur Terme en partielle fraction
ax+b A
Facteurs ax+b
distincts ax’ +bx+c Ax+ B
ax?+bx+c#0 ax? +bx+c
ax + b)" Ay A, Ap
( ) ax+b+(ax+b)2+W+(ax+b)rl
Facteurs (ax? +bx + o) Aix+B, n Ax + By +
répétés ax+b (ax? 4+ bx + ¢)?
Apx + B,
+ (ax?2 4+ bx + c)n

L5 Mathématiques 3 C/Q//%ﬂwa%mm%’ CMQ/MM/GM%
https://sites.google.com/site/Imdelectrotechnique/




Chapitre I : Intégrales simples et multiples

Exemple n< .04

5x%2-3x-11

Calculer Iy = [ —————dx

Solution

(x—1)(x+2)(x—3)

Le degré de P est inférieur de Q

On veut décomposer

Sous la forme

¢ _ 5x2 —3x— 11
) = T Dar D6 =3)
0 = A B C

CED T MR

Méthode 1 : Détermination de A, B et C par identification

On réduit la décomposition au méme dénominateur :

Ax+2)x—3)+BEx—-1DExE-3)+Cx—-1)(x+2)
x—-1Dx+2)(x-3)
(A+B+C0)x?+ (-A— 4B+ C)x + (—6A + 3B — 20)
x—-1DEx+2)(x-3)

f(x) =

f(x) =

Par identification

A+B+C=5 A=3/2
—A—4B+C=-3 ={ B=1
—6A+3B—-2C=-11 C=5/2

Méthode 2 : Détermination de A, B et C par passage a la limite

5x2 —3x—11 -9 3

A=l T =3 =6 2

Bo i 5x*-3x—11 15
A x—1(x-3) 15
5x% —3x—11 45—9—11_25 5

=1

= G- D&x+2 2x5 10 2
Méthode 3 :
Onposet=x—1
f(t)ZS(t+1)2—3(t+1)—11: 5t2+7t—9 —9 + 7t + 5t? -6+t
t(t+3)(t—2) t(t+3)(t—2) 943432 [ FF
FTHE] ENEONE (S A WIE SV (5
t\2 27 (t+3)(t—2) t 27 (t+3)(t-2) 2
7t + 11 17
80 =T 3)a—2) gt
Onposet+3 =u
_7(u—3)+11_7u—10 —10 4 7u —54u
g(w = u(u—=5) u(u-=5) —10 + 2u 2
5u 2 5 2 5 —00 + 5u
g(u):_(z_u—5>zﬁ+u—5:t+3+t—2
d’oul f(t)=3—/2+1><< 2 + ° )=3/2+ : +5/2
t 2 \t+3 t-2 t t+3 t—2
Donc
L6 Mathématiques 3 A bderratmani OAbdesselam
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

3/2 1 5/2

=T 32 x=3
I = %dx+[ﬁ (5123) ;ln(x—1);+ln(x+2)+gln(x—3)+Cte
Devoir
Calculer
x3+2x—1
l¢ = mdx =
Solution

Le degré de P est inférieur de Q
x3+2x—-1 x3+2x—-1 A B C D
= e = " G- G =2 G- G+D D
On multiplie par (x —2)?(x + 1)2
Ax+1)?(x—2)+Bx+1)?+C(x—2)*’(x+1)+D(x—-2)2=x3+2x—-1

Pour x=2:

11
A(0)+B(3)?+C(0O)+D0)=23+2x2-1 =>B=?

Pourx = —1
—4
A(0)+B(0)+C(0)+D(-3)?=(-1)*-1%x2-1 =>D—?
11 4
x=0=-2A+—+4+4C—-4x=-=-1 —A+2C=—— —
9 9 N
11 4
X=1=>—4A+4><?+2C—§=2 —2A+C=—— —
D’ou
20/27 11/9 7/27 —4/9
I6=f /27, W5 | 7727 48 )
x—2) (x—-2)?2 (x+1) x+1)2
20 11 (x—-2)71 4 (x+1t te
Is—ﬁlan—Zlﬁ'? ——1+ﬁl| +1|—— _—1+C
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

1.1.6.2- Fonctions trigonométriques.

a- Fonctions trigonométriques comportant des puissances [ sin™(x) cos™(x) dx

Technique 1 : Controle des puissances

e m impair
= Mettre de c6té un facteur sin(x) dx, alors on obtient
[ sin™~1(x) cos™(x) X sin(x)dx Ou (m-1) pair

» Utiliser l'identité [sin?(x) + cos?(x) = 1] pour transformer sin™ 1(x)qui reste,
nous obtenons alors une ou plusieurs intégrales de la forme :

f cosP(x) sin(x) dx

= Effectuer un changement de variables en posant u = cos(x)

e n impair
= Mettre de c6té un facteur cos(x) dx, alors on obtient
[ sin™(x) cos™ 1(x) X cos(x)dx Ou (n-1) pair
= Utiliser l'identité [sin?(x) + cos?(x) = 1] pour transformer cos™ 1(x)qui reste,
nous obtenons alors une ou plusieurs intégrales de la forme : [ sin?(x) cos(x) dx
= Effectuer un changement de variables en posant u = sin(x)

e m pair et n pair
= Utiliser  l'identité : sin?(x) = %(1 — cos(2x)) Pour transformer  sin™(x)
et cos ?(x) = %(1 + cos(2x)) Pour transformer cos™(x)
= Vous obtiendrez alors des intégrales de la forme [ cos u du

Technique 2 : Linéarisation
Posons

eIX + e—lX e1X _ e—lX

cos(x) = 3 , sin(x) = T

Exemple n= 1.05
Calculer

I, = fsin3(x) cos?(x)dx =?, Ig= fcos3(x) sin?(x)dx =?, Iy = f cos?(x) sin?(x) dx

Solution

01) m =3 impair
Technique 1
I, = f sin®(x) cos?(x) dx = f sin?(x) cos?(x) X sin(x)dx = f(l — co0s?(x)) cos?(x) X sin(x)dx

= f cos?(x) X sin(x)dx — f cos*(x) x sin(x)dx

On pose u = cos(x) = du = —sinxdx
1 1 1 1
I, = —fuzdu + fu‘*du = —§u3 +§u5 +C* = —§cos3(x) +§c055(x) +Cte
Technique 2
Posons
.8 Mathématiques 3 C/Q//%ﬂwa%/mm%’ CMQQM&W%
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

eix + e—ix eix _ e—ix

cos(x) = 5 , sin(x) = o

; 3
ix _ ,—ix
e le ) — _é(e3ix _ BeZiXe_iX + 3eiXe—ZiX _ e—3iX)

sin3(x) = ( T

— _é(eﬁx _ Seix + Se—ix _ e—3ix)

eix + e—ix)2

1, _
cos?(x) = ( 5 = — (X 4 2 4 e72ix)

4
sin3(x) cos?(x)

— _ﬁ (ESIX _ 3e31x + 3elX _ e—lX + 2e31x _ 6e1x + 6e—1x _ 2e—31x + elX _ 3e—1x

+ 3e—3ix _ e—SiX)

— _% (e5ix — e 5ix _ g3ix + e 3IX _ Dgix + Ze—ix)
1 e5ix _ e—5ix 1 e3ix _ e—Bix 1 eix _ e—ix
=X X————— — X ————
16 2i 16 2i 8 2i

1 1 1
= — 1_6 X Si]’l(SX) + 1_6 X Sin(3x) - 5 X Sin(X)

_ 1 1 1
I, = .[ sin3(x) cos?(x) dx = 30 x cos(5x) — 18 x cos(3x) — 3 X €0s(X) + Ce
02) n=3 impair
Technique 1

Ig = .[ cos3(x) sin?(x) dx = f sin?(x) cos?(x) X cos(x)dx = f(l — sin?(x)) sin?(x) X cos(x) dx

= f sin?(x) X cos(x) dx — f sin*(x) X cos(x) dx
On pose u = sin(x) = du = cosx dx
1 1 1 1.
Ig = fuzdu — f u*du = -u3 ——u® + C* = =sin3(x) — =sin®(x) + C*®
3 5 3 5
03) m=n=2 pair

Technique 1
1 1 1
Iy = f cos?(x) sin?(x) dx = ff (1 + cos(2x)) x E(l — cos(2x))dx = Zf(l — cos?(2x))dx
1 1 1 111
— v —__ 2 te — _ v __ _ te
2% 4fcos (2x)dx+C 2% 4f2(1+cos(4x))dx+C
—lx—cx—o '4+Cte—1 ! in4x + C*
=X~ gX—gpsin&x = gX g5 Sin4x
| K°) Mathématiques 3 C/Q//%ﬂwa%/mm%’ CMQQM&W%
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

Technique 2
. o 2
e¥ —e™™ 1, .. ,
ra2 — - __ 21X __ —2ix
sin (x)-( = ) 4(e 2 + e72iX)

eix $ e—ix 2

1, .. .
2(x) = [ ———] ==(e¥* 42472k
cos*(x) ( > ) 2 (e e~2ix)

-1, .. . 1, . . -1, . .
COSZ(X) sin2 (X) — 7 (eZIX — 24 e—le) X Z(eZIX +2 4 e—le) — T (e41x 4+ 2 4 e4ix _ 4)
1 1
= —§COS(4X) + 3
: 1
Iy = j cos?(x) sin?(x) dx = g%~ ﬁsm(élx) + Cie

b- Fractions rationnelles en sin(x) et cos(x)
On obtient une primitive de cette fonction via le changement de variables :

X
t=tan- © x = 2arctan(t) d'ou dx = dt
2 © 1+ t?
Et les deux formules : cos(x) = - sin(x) = —-
' T1+t2 T1+4t2

Exemple n= .06
Calculer
1 + sin(x)
lip =

1 — cos(x) X

1 + sin(x) 1+ 2 24+2t+1 2
SIn(x
110=f—dx—f 1+ o dtzf dt

= X
1 — cos(x) 11t 1+ ¢t2 2t2 1+t2
1+t2
t2+2t+1_A+}3+Ct+D_Aﬂ1+€)+BCL+€)+«1+Dﬁ2
t2(1+t2)  t t2 1+t2 t2(1 + t2)
Par identification

A+C=0 A=2

B+D=1 B=1

A=2 )c=-2

B=1 D=0

2 1 2t 1 ,
IlO:f¥dt+ t_zdt_f1+t2dt:Zlnltl_?+ln|1+t | + Cie

[ig = 1 +1 1+t + Cio = 1 +1 2 X +C
10 — t n t2 te — tan (g) n tan (2) sin(x) te
X X
I, = — cot (E) +In |sin2 (E)l + Cee
L10 |Mathématiques 3 QW&W@%WWZ C%Ma/ﬁm/aﬂ%
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

1.1.6.3- Exponentielles.

Les fonctions contenant des exponentielles se ramenent en général a des fractions rationnelles
par le changement de variable t = e*, en effet on a alors dt = tdx.On pourra parfois accélérer
les calculs en exploitant les fonctions hyperboliques, qui se traitent de maniere analogue
(généralement au signe pres) aux fonctions trigonométriques usuelles.

Exemple n= .07
Calculer

e—X
I, = dx =?
11 fex+1 X

Solution

1
On poset = e* = dt = e*dx, dx = fdt

1/t 1 1
111=f—><—dt=f dx = Inft + 1| + C = Ine* + 1| + Ct¢
t+1 t t+1

1.1.6.4- Radicaux.
Les fonctions contenant des radicaux s'intégrent en prenant le radical comme nouvelle variable.
Les radicaux d'expressions plus complexes sont souvent difficiles a intégrer ;
a- Type 1:si f(x) = R(x,V1 — x2) on pose x = sint
Exemple n= .08
Calculer

Solution

On pose x = sint = dx = cos tdt
L. = 3sin®t
27 ) VT —sint

On pose cost = u = —sintdt = du

I, = —13(1 —u?)du = —u(3 —u?)+C"* = —cost(2+sin*t) = —/1 —x2(2 + x%) + C'®

costdt=f3sin3tdt=f3sin2tsintdt

b- Type 2 :si f(x) = R(x,V1 + x2) on pose x = sht
Exemple n= 1.09

Calculer
I 3x3 G =
BT Tre
Solution
On pose x =sht = dx = chtdt

L= 3sh3t
13 V1 + sh2t

On pose u = cht = du = shtdt
1
I3 = f 3(u?—1)du=3u (§u2 - 1) = cht(ch?t — 3) + C* = /1 + sh?t(sh? — 2) + C*®
113 =4/ 1+ XZ(XZ - 2) + Cte

chtdt = f 3sh3tdt = f 3sh?t shtdt = f 3(ch?t — 1)shtdt

.11 |Matheématiques 3 A bderratmani OAbdesselam
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

c- Type 3 :sif(x) = R(x,Vx% — 1) onpose x = ch t
Exemple n= .10

_ _ 3x3
Calculer : I, = o dx
Solution
On pose x = cht = dx = shtdt
) V-1 = =

On pose u = sht = du = chtdt
L, = j 3(u% + 1) du = u(u? + 3) = sht(sh?t + 3) + Ct© = /chZt — 1(ch? + 2) + Ct®

114 = X2 - 1(X2 + 2) + Cte

I.1.6.5- Intégrales abéliennes

a- Intégrales de laforme: [ Vax? + bx + cdx ou | dx (avec ax? + bx+ c + 0)

1
vaxZ2+bx+c
¢ Si A= 0 d’intégrale devine simple

e Si A< Otransformation vax? + bx + ¢ = Vt2 + cte

e Si A> 0 transformation vax? + bx + ¢ = Vt2 — cte
Exemple n= .11

Calculer : Iis = j\/xz +16x +100dx =?

Solution

x? 4+ 16x + 100 = (x + 8)% + 62
Onposex+8=u = dx=du= I;5s=[Vu2+62du

2
u d
J\/xziazdx=§ xziazi?ln|u+\/x2ia2|+c
u 62
115=E\/u2+62+71n|u+\/u2+62|+C
X+ 8 62
=— w/(x+8)2+62+7ln|(x+8)+,/(x+8)2+62|+C

Exemple n= .12

Calculer
/ f—l o =
= x =
16 x2+x—2
Solution

f\/mdx—ln|x+\/x2+a2|+c

2 2

Leo=nlx+ S+ (+1) (3) +C
16 =M XT5 XT5 2
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

ax+b

b- Intégrales de la forme: [ f(x, ) dx

cx+d

b . ) .
Onposet = |2 On obtient alors une fraction rationnelle en t.
p cx+d

Exemple n= .13

0 x—1_t2$ 3 t2+1:d_ 2t(t2—1)—2t(t2+1)dt_ 4t dt
MPOSe ST T T ™7 (2 — 1)2 T -1)2

t?2—1 4t 4t
117=_metx(t2—1)2dt=_J(t2+1)(t2—1)dt
22+ 2+ 2t2 =2 1 1
b=~ @rne-Dn dt=_2J(t2—1)dt_2f(t2+1)dt
=In|1+t| —In|1 —t| — 2arctant + Ct®

Lo=tn|1+ =1 = [*22| = 2arctan Xt 4 cte
7 =70 x+1| x+1 arean v+

c- Intégrales de la forme : [ f(x, Vax? + bx + ¢)dx

On poset = vVax? + bx + ¢ — xv/a On obtient alors une fraction rationnelle en t.
Exemple n= .14

Calculer : I;g =f ! dx =?
x—2+Vx2—2x+2
Solution
on pose t=\/x2—2x+2—x=>(t+x)2=x2—2x+2=x=2_tZ
2t+ 2
—2t(2t+2) —2(2 —-t?) —2t2 —4t—4 t2 + 2t + 2
Alorsona: dx = 2t 1 2)? t= 2t + 2)? dt=—2mdt
1 t2 +2t+2 1 (t2+2t+2 1 (t2+t+t+2
118=f2_t2_2+t><<—2 (2t+2)2> =2l oo T2 e &
o 1 t+2
zif(1+(t+ O
TENO) ii)z(t) =%+t+ilz>t+2 =A(t+ 1)+ B(t) pour |tt:_01 AB:—Zl
_1 2 1 _1 te
Iig _Ef(l +¥—t+—1)dt—§(t+21n|t| —Injt+ 1))+ C
1
=E<\/x2—2x+2—x+21n|\/x2—2x+2—x|—lnlx/x2—2x+2—x+1|)
+C'e
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

I.1.7- Applications du calcul intégral (Intégrales curvilignes)

1.1.7.1- Valeur moyenne
Soit une fonction f continue sur un intervalle [a; b]. La valeur moyenne de la fonction f sur
[a; D] estle réel p défini par:

b
1

u= Ef f(x)dx

a

Exemple n= .15
Calculer la valeur moyenne de la fonction f(x) = x3 sur l'intervalle [—1,3]
Solution

Par définition :
1
'u=119— ff(X)dX_ (= 1)J 3dx—1—6x|§1=1—6(34—14)=5

1.1.7.2- Longueur d'un arc de courbe
Considérons une courbe donnée par I’équation paramétrique

x = x(t) A
<t< =
{ (t) pourt, <t <t, y = f(x) (xn’ yn)

ou x(t) et y(t) sont supposées dérivables. On peut

diviser cette courbe en plusieurs petits segments : (X, Yo) ( )

’ X Vie
Si on cherche a calculer la longueur d’'un segment, 0 y5)
vl

on peut I'approcher par
J(Ax)? + (Ay))?

(Xi—1,Yi-1) Ax

On cherche a réduire la taille de chaque segment afin d’avoir la valeur de la longueur. On
s’intéresse donc a

lim Z \/(Axi)z + (Ay;)?

At;—0 L

La longueur d'une corde est donc donnée par

| dx\*  rdy\°
L—fta () +(@) @
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Exemplen= .16
Calculer la longueur de la courbe donnée par y = x?3 pour 1< x <8

Paramétrage 1
x=t
Un paramétrage de cette courbe est {y _ 2/3 pour 1<t<8

On adonc

8 [rdx\* /dy\?
L=1 =j (—) +(—) dt—f (12 + ( t=1/3 dt—f 1+—t 2/3dt
207 ) j dt dt
8
=f ¢1/3 /t2/3+fdt
1 9

1
En posantu = t?/3 = du = zt_Edtpourt =l,u=1lett=8u==4%

L3 et =2 e T - () () e
Yot T m32[\" o) | T 9) ~F

— +3

. x
Un paramétrage de cette courbe est { y = t2

8 | rdx\? d
L=120=f \/(d—g +<d—f dt—f \/(3t2)2+(2t)2dt—f ty/9.t% + 4dt
1

Onposeu=t2=>du—2tdt pourt=1,u=1lett=2,u=4

fmdu——[(9u+4)] 1(402—132)z7.63

Paramétrage 2

pourl1 <t <2

I.1.7.3- Calcul d'aires
Lorsque f est une fonction continue et 4
positive sur un intervalle [a, b], le nombre pd y=f()

b . \ .
fa f(x)dx s'interpréte comme l'aire du

domaine délimité par la courbe de f, I'axe
des abscisses et les droites d’équations

v

X = aetx = b.
a b

Plus généralement, si f et g sont continués sur [a, b] et f(x) = g(x) sur cet intervalle, alors 'aire
comprise entre les deux courbes est calculée par I'intégrale :

b
= [ - geo)ax
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Chapitre I : Intégrales simples et multiples

Considérons par exemple la courbe suivante :
L’aire est donc donnée par 4

b b
S=f yzdx—f y1dx

Si cette boucle est définie para-métriquement par

{x=f(t) .
y =g(t) a

v

[y] [E—

Y X dx = —f zg(t) X f'(t)dt

t1

L’aire de la boucle est donc donnée par

S = —[zg(t) x f'(t)de — fttlg(t) X frBde = _j

1 0 to

t2

g@®) x f'(t)dt = —J ydx
Cc
S= d

1
S=—j (xdy — ydx)
2Jc

En utilisant une rotation de

En définitive, on a

Exemple n2 [.17
Calculer I'aire d'un cercle de rayon R.
Solution

R x R? x
S=121=4f RZ—xzdx=4[§\/R2—x2+7arcsin§
0

R? R?
=4 <7 arcsin1 — 7arcsin 0) =R%7

0

yﬂ
x?+y?=R? = y =/R? — x2
S ADE

Méthode 2

Une équation d’un cercle de rayon R et de centre (0, 0) est
{x(t) =Rcost
y(t) = Rsint

x'(t) = —Rsintdt

<t<
0<t< ZnOnadonc{y,(t) — Rcost dt

1 2 RZ 2n
S=1I,,==] (RcostRcost dt+ RsintRsintdt) =— | dt=nR?
2Jo 2 Jo
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1.1.7.4- Calcul de volumes

On considere un solide limité par les plans : 4
z = aetz = b(a < b). On note S(z) l'aire / C> /
de la section du solide par le plan de c6té z, b
perpendiculaire al'axe des z. Lorsque s est une
fonction continue de z sur [a, b], le volume du / S (Z/
solide est : z

b

v = [ se / C)/
a
a

Exemple n= .18

v

Calculer le volume d'une sphere de rayon R

Solution
S(z) = nr?(2) N
R? = 2% +12(2) = 12(2) = R* — 7* Tl S
1 R R P L
0 0 ) > ‘

lV = ﬂ[Rzz—lz3]R = E7TR3 ) 77\“ /=
2 37 1, 3 / y

V—4 R3
—37t /
X

Calculer le volume d’un cone et d'un tore

Devoirs

Solution

H
R
1 2
Viore = 24 = 2m2R*r Veone = I3 = §TL’R .H;
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I.2- Intégrales multiples
I.2.1- Intégrales doubles
1.2.1.1- Intégrale double sur un rectangle
Soit la fonction réelle des deux variables x et y, 24 S
continue sur un rectangle D = [a,b] X [c,d] Z2=f(xy)
de R? . Sa représentation est une surface S dans

) . N 5> 5 7
I'espace muni du repére (o, L], k).

\<V

On partage D en sous-rectangles, dans chaque

sous-rectangle [x;_q,x;] X [v;_1, y;lon choisit un Rectangle

oint M(x,y) et on calcule I'image de (x, our
P (*x.7) 8 () p [xi—1, %] X [yi—1, il

la fonction f. ‘

La somme des volumes des colonnes dont la base est des sous-rectangles et la hauteur f(x,y)
est une approximation du volume compris entre le plan Z=0 et la surface S. Lorsque le quadrillage
devient suffisamment « fin » pour que la diagonale de chaque sous-rectangle tende vers 0, ce
volume sera la limite des sommes de Riemann et on le note :

I=ﬂD f(x,y)dxdy

1.2.1.2- Propriétés des intégrales doubles
e Intégrales successives (ou itérées)
b g2(x)
a<x<b
x,y)dxdy = f f x,y)dy |dx our -
ﬂD flx,y) y . < ) fxy) Y) p g1(x) <y < g,(x)

On transforme donc une intégrale double sur un rectangle en deux intégrales simples.

e L’intégrale double sur un domaine D est linéaire :

-l-fp (af(x, y) + g (x, Y))dxdy = affD f(x,y)dxdy + B ffD g(x,y)dxdy

e Additivité des domaines

ff f(x,y)dxdy + ff f(x,y)dxdy = ff f(x,y)dxdy avec|D =DyUD,etD;ND, =0
Dy D, D

e Formules de Fubini

J| reysaray= b (f "fouy) ay)as= [ d (/ Fey) x)ay
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Exemple n2 .19
Intégrons la fonction f(x,y) = xy surledomaineD = {(x,y) € R?/x >0,y >0,x +y < 1}
Solution
La description hiérarchique du domaine.
{ € [0,1] y=1-x
y € [0,1 — x]

xI=0 x=1

I3 = jD f(x,y)dxdy = jol (fol_xxy dy) dx = fole:_xy dy> dx = flx[%yz]l_x dx

1 (! 1t

— 1-— 2 —_ _ _22 3 — [ _ ]
Zfox( x)%dx 2fo(x X%+ x3)dx = 22x x+x
_1(1 2 1) 1

=2z 3% "2

Exemple n2 .20
Intégrons la fonction f(x,y) = x? + y? sur le domaine D est le triangle (0,1),(0,—1) et (1,0)

Solution
La description hiérarchique du domaine. A
(0,1
{ € [0,1] _
y €[x—1,1-x] y=1-x
1 1-x
Ly = ﬂ f(x,y)dxdy=f <f (x* +y?) dy> dx >
) b 0 A\Tx-l (1,0)
1 _
=.[ [x2y+—y3] dx=f ( 221l —x)+= (1—x)3)dx y=x-—1
0 3 x—1
—2[ vt )4] —2(1 L )—1 @y
3¢ X (i . 3 4'12) "3

1.2.1.3- Calcul deI'aire du domaine D

On a vu que ffD f(x, y)dxdymesure le volume sous X et au dessus de D. On a aussi la possibilité

pour calculer l'aire, on prendre f(x,y) = 1.

* En coordonnées cartésiennes: A = [[~dxdy

e En coordonnées polaires : A = [[ rdrd6
‘ Exemple n< .21

Calculer la valeur de I'intégrale I,5 = ffD dxdy avecD = {(x,y) € R?*/x?+ y? — 2x < 3}

Solution
x’+y?-2x=3=>(x—-1)+y?2=4 N
On remarque ainsi que D est le disque centré en (1, 0) et de
rayon 2. /
(-1,0) \
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¢ En coordonnées cartésiennes
1+/4-y2 2 2 Y2
125—ff dxdy = f f 1dx dyzf 2(\/4—y2)dy=4f 1—(—) dy
1-y4- y -2 _ 2
On pose

%=sint=>dy=2costdt

NIE

125—8] cos’tdt =4 f (cosZt+1)dt—4[ sm2t+t] =4m

2

¢ En coordonnées polaires

2T 2 2T
=ﬂ rdrd9=f <f 1dr>d0=J (2)d6 =2 X 2m =47
D 0 0 0

1.2.1.4- Changement de variables
Rappel : On appelle la matrice jacobéenne de ¢: R" +— RP la matrice a p lignes et n colonnes :

0x; O0x, =~ 0x,
a‘Pz a‘Pz a‘Pz
Jo = 6x1 axz Oxn
6(pp 6<pp 6<pp
[dx;, 0dx, ~ Ox,]

Exemple n< 1.22
Calculer la matrice jacobéenne des fonctions suivantes :

={§01=x+y
P, =x—-Yy
Solution
If% 9¢1]
dx Ay _ M 1
=| | =
Jo=l0p, ags|=l1 il
0x dy

Soit f une fonction continue définie sur D et un systeme de coordonnées T : R — D donné
par:
{x = x(u,v)
y=yuv)
Le couple de variables (u,v) calculées a partir de (x,y) , c'est a dire que u et v
sont des fonctions de (x, y).

Théoréme : JSi le déterminant de la matrice jacobéenne de I'application de transformation
T(u,v) = (x(u,v),y(u,v)) estnon nul surle domaine D alors pour toute fonction
continue,

f: D — R, on ala formule suivante dite de changement de variables :

ff f(x,Y)dxdy=f fO‘P(U»U)U(u,v)Idudv
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Exemple n 1.23
Calculer :

Le=[f, fx—1%dxdysurD ={(x,y) € R*/-1 <x+y<1,-2<x-y<2 }

Solution

En effectuant le changement de variable

u+v u—v
u=x+yetv=x—y=x= y=—
Le domaine D en (u,v) est donc le rectangle
D ={(u,v)€E R?/-1 <u<1;-2<v<2 }
dx O0x 1 1
o _|ou av|_|2 E _1
La matrice jacobienne : J(x,y) = a_y a_y = 1 1 = |J(x,y)| = >
Ju OJv 2 2

I
[EnN
N

126=ij f(x,y)dxdy=f11<£(u;v ) (—1) dv)du

1
=—§f <f (u? + v? +1+2uv—2u—2v)dv>du
1

1 v=2
<[u2v+ v3 4+ v+ uv? — 2uv — v? ] )du

v=-2

8
f(Zu +—+2+ud— 4u—4—(—2u2—§—2+4u+4u—4)>du

28 111
4u2—8u+—>du=—— —ud —u? 4= u]
. 3 213

11 117>_8
—2\3 3 3/ 3

Calcul en coordonnées polaires
Le domaine D en (u, v) est donc le rectangle

1
8
1
8
1
8
1

Ox O0Ox
_f(x=rcosb _|ar 06| _[cos6 —rsine
f_{y=7”3in9 =Jr = dy a_y‘_[sine r cos 6
or 060

Calculer I'aire du disque d’équation x? + y? = R? en utilisant un changement de variables.

‘ Exemple n2 [.24

Solution
Exemple
On peut paramétrer ce disque :
Ox Ox
x(t) =Rcost _|ar 38| _[cos6 —Rsine ~
{Y(t)zRSint ](R,H)— dy dy - [sine RCOSQ]: |](R,9)| =R
Jr 06
2T
R R

dxdy = |J(u, v)|dudv = RdO |dR = | R[6]%™ dR = mR?
= s [ { ] o
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1.2.1.5- Théoréme de Green-Riemann
Certaines intégrales doubles peuvent étre transformées en intégrales curvilignes.

Théoréme : On considéré un domaine D; du plan, entouré par une courbe C de classe C1 sans
point double et orientée dans le sens trigonométrique.

P
Soit( (x, y))un champ de vecteurs de classe C1.0On a

Q(x,y)
3& @_g_@_P dxdy = ﬂ a—g—a—P dxdy=f Pdx + Qdy
b, c

Exemple n= 1.25
Intégrons la fonction f(x,y) = xy surledomaineD = {(x,y) € R?/x >0,y >0,x +y < 1}
Solution

aP_O P(xy) = 0
e Ao = XY = 1,
0x Oy a_Q_ Q(X»Y)=§X
tax_
1 I—0 x=1 >
127=ﬂ xydxdy=§ 0dx + =x?ydy X =
D c 2
1
La courbe est constituée de trois parties
xde0al onay=0 x=1
127 1= 0dx+0dy=0
x=0
may=0ay=1x 2= [ 0do gl oteglge g =gog
1
24
x=0onay=dela0 y=0
27 3=.]- 0dx+0dy=0

y=1
Ly =Ih7-1 + 75 + 173 = 4

Intégrons la fonction f(x,y) = x? + y? sur le domaine D est le triangle (0,1),(0,—1) et (1,0)

‘ Exemple n= .26

Solution
e _op (a_ v P =-3y° \(0.1)
ax oy XY { ¢ = y=1—x
0x 0y aQ 1 ,
_:xz Q(x;}’):—x
0x 3
Ig = 'I:f (x2 + yDdxdy = j;. —Zy3dx + = x3dy (1.0)
Dy c 3 3
y=x-1
(OF _1)
La courbe est constituée de trois parties
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xdeOalonay , x=1 g 1 y o 1 T
=x-1 28-1 fx_o —§(x— ) X+3X x_S[__(x_ ) +4x i
—1><(1+1)—1
“37\4 "4/ 6
xdel1la0 x=0 4 1
3 Irg- =f —=(1—x)3dx — =x3dx
onay=0ay=1-—x 28-2 1 3 3
1 1\ 1
—_ 1= _ 4, 4l — _f(_Z_ - _ =
_34(1x)+x] (44)6
x=0onay=delal y=1 1
28—3=f 0+=0dy =0
y=-1 3

1
Lg =g 1+ 155+ 15 3= 3

[.2.2- Intégrales triples

Soit f une fonction continue définie sur D et un systeme de coordonnées T : R — D donné par
x = x(u,v,w)

T:{y=yvw)
z=z(u,v,w)

Le jacobine de cette transformation est défini par :

rdx Ox 0x7

Ju Jdv oJow

_loy oy oy

Ji (u: v, W) = % % W
0z 0z 0z

Llou Jdv owA

IUD f(x,}’)dxdydz=ffL f(x(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w)) | (u, v, w) |dudv dw

Exemple n2 .27
Calculer:

129:.[:[ (x?2 + yz)dxdydz D ={(x,y) € R*/x<0,y<0,z<0,x+y+2z<1}
D

Solution
1/21-2z1-2z-y R
Iz :_f f f (x2 + yz)dxdydz y
0 0
1/2 1-2z 22—y
f f [3’“ * yzx] dydz
1/21-2z 1 i}
:f f (5(1—Zz—y)+yz(1—Zz—y)>dde >
0 0
1/2 1-2z
1 VA
I —f j- ( (1—ZZ—)’)3+yz(1—22—y)>dydz_%
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Volume
Le volume d’un corps est donné par tel que D est le domaine V = [ff, dxdydz délimité par ce

corps.
Exemple n= .28
Calculer le volume de la sphére de R3 d’équation x? + y% 4+ z%2 = 1

Solution
On peut paramétrer cette spheére:
x=1lcosPcosH —gg [0) sg
T:{y = l_a;s(ésm@ 0<6<2m
z=lsing 0<i<1
On en déduit que :
rdx  O0x 0xT
gé g? gg cos®P cos@ —lsin® cos@ —lcos® sinf
J(1,0,0) = 31 36 38 =[cos® sin@ —lsin®sin® lcos@cosb
0 sin® lcos® 0
dy dy 0y
Ldl 00 006
I/, ®,60)] = —1*cos @
1 %21‘[ 4
Iz = V.Uj dxdydz = j jj —12cos®d@dodl = =m
D 3
0 _To
2
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