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Chapitre II: Intégrales impropres

Dans ce chapitre nous allons aborder la notion d’intégrale impropre, il s’agit d'integre
une fonction sur un domaine de longueur un fini ou bien intégrer une fonction qui tend vers l'infini.

j Définition 1 ‘

On appelle intégrale impropre toute intégrale du type f; f(t)dtlorsque a,b € {to}etsif est
continue sur ]a, b[ mais peut-étre pas en a et/ou b.

I1.1- Points incertains

Considérons par exemple la fonction fquiat €] — o0,0[U]0, +oo[ associe fonction :
sin|t|

f(t) = 3
| |tl2

Les points incertains ; +o0, —o0 et 0

Pour calcul I'intégrale de la fonction f(x) :
e on identifier les points incertains, soit +oo, soit —co d’une part, et d’autre part le ou les points
au voisinage desquels la fonction n’est pas bornée (t = 0 dans notre exemple).
¢ On découpe ensuite chaque intervalle d’intégration en autant d’intervalles qu’il faut pour que
chacun d’eux ne contienne qu’un seul point incertain, placé a 'une des deux bornes.

Exemple : (on utiliser la relation de Chasles)

! G

+00 -1 )
f f(t)dt =$f(t)dt+ ff(t)dt+ f(t)dt+f f(t)dt

1

I1.2- Convergence/divergence

Soit f une fonction définie sur l'intervalle I = [a, b[ (on peut avoir b = +00) et localement

intégrable sur I. On dit que l'intégrale f: f(t)dt est convergente en b si la fonction

F(t) = ff(t)dt , estdéfinie sur[a,b],

Admet une limite finie quand x tend vers b (Cette limite finie est appelée I'intégrale de f sur
[a, b[ et est notée :

fb f(®)dt = lim fx f(t)dt
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. : v s b .
Dans le cas contraire, on dit que l'intégrale fa f(t)dt estdivergente.

Exemple n= [1.01
Déterminer la convergence des intégrales suivantes :

+00 1 1
—fF
01) fe dt 02) ft—ldt
0 0
1
03) jlntdt

0
Solution

. X _t — . _ _tx — . _ _x — . .
01) Xl_l)grnoofoe dt—xl_l)llloo( e t%) Jim (1—e™) =1 (valeur finie) converge

. 1 . . .
02) lim f;‘t_—ldt = lim(In|t — 1]1§) = lim(In(x — 1) — 0) = —oo diverge

03) limfllntdt = lim(¢In|t] — t|1) = lim(—1 — xIn(x) + x) = —1 converge
x—0 "X x—0 x—0

I1.3- Propriétés des intégrales impropres
I1.3.1- Relation de Chasles

j Proposition 1 ’

Soit f : [a,+o[— R une fonction continue et soit a’ € [a,+oo[ Alors les intégrales

impropres f;’f(t)dt et f;oo f(t)dt sont de méme nature. Si elles convergent, alors

Tf(t)dt = f’f(t)dt + Tf(t)dt

« Etre de méme nature » signifie que les deux intégrales sont convergentes en méme temps ou
bien divergentes en méme temps.

La relation de Chasles implique donc que la convergence ne dépend pas du comportement
de la fonction sur des intervalles bornés, mais seulement de son comportement au voisinage
de +co.

Exemple n= [1.02

Montrons que l'intégrale e 1 est convergente.
dt
[ 75
— 00
Solution
La fonction t21+1 est définie et continue (donc localement intégrable) sur R.
0
. - 0 - 77:
lim dt = lim (arctant|y) = lim (—arctanx) = — =
X—>—00 2 1 X——00 X—>—00 2
X
X
l dt = lim (arctant |¥) = lim (arctanx) = +
im = lim (arctan = lim (arctanx) = + =
x>+ | t2 41 x—+00 0 xX—+00 2

0
1

t2+1

. . +
Les deux intégrales sont convergentes et par conséquent f_:: dt est convergente et vaut .
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I1.3.2- Linéarité

j Proposition 2 ‘
Soient f et g deux fonctions continues sur [a,+oo[, et A, u deux réels. Si les intégrales
fa+°°f(t)dt et fa+°°g(t)dt convergent, alors fa+°°(/1f(t) + ug(t))dt converge et

+00

f (Af @ + ng@®)dt = . f f(@)dt +p f g(t)dt

a

+00

a

Les mémes relations sont valables pour les fonctions d'un intervalle ] a, b], non bornées en a.

I1.3.3- Positivité

j Proposition 3 ’

Soient f, g : [a,+oo[— R des fonctions continues, ayant une intégrale convergente.
+ oo

Si f =0 alors jf(t)dt >0
a

En particulier, I'intégrale (convergente) d'une fonction positive est positive :

Si f < g alors J f(t) dt SJ gt)dt

Une nouvelle fois, les mémes relations sont valables pour les fonctions définies sur un
intervalle ]a, b] , non bornées en a, en prenant bien soin d’avoir a < b.

I1.3.4- Critere de Cauchy
Rappel : Soit f: [a, +oo[— R. Alors lirp f(x)dx existe et est finie si et seulement si
X—+00

Ve>0 IM=2a wvM=|fw-fW®|<e).

j Théoréme 1 ‘

Soit f : [a,+oo[— R une fonction continue. L’intégrale impropre fa+°°f(t) dt converge si et

seulement si :

v
Ve>0 IM=a (u,v2M=>|ff(t)dt|<e)
u

I1.3.5- La convergence absolue

Ondit quel'intégrale f: f(t) dt estabsolument convergente (en b) si I'intégrale f; |f(t)| dt est

convergente (en b).
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I1.4- Intégrales Impropres des fonctions a signe constant
Dans la suite on ne considere que le cas des fonctions positives.

I1.4.1- Critere de la convergence majorée

: . N b . : .
Si f est positive alors 'intégrale fa f(t) dt est convergente (en b) si et seulement si la fonction

F(x)= ff(t) dt est bornée sur [a, b|.

I1.4.2- Critere de comparaison.

Soit f et g deux fonctions positives, définies et localement intégrables sur [a, b[. S'il existe

M € Rtelque f(x) < Mg(x) pour tout x € [a,b[, alors la convergence de l'intégrale
b

b
fg(t)dt entraine celle de Jf(t)dt
a

a
I1.4.3- Critere des équivalents

Soient f et g deux fonctions continues et strictement positives sur [a,+oo[ . Supposons
qu’elles soient équivalentes au voisinage de +oo, c’est-a-dire :

f@

TGO

Alors 'intégrale fa+°°f(t) dt converge si et seulement si f:oo g(t) dt converge.

Attention : il est important que f et g soient positits !

I1.5- Intégrales de références
Pour I’étude de la convergence d'une intégrale pour laquelle on n’a pas de primitive, I'utilisation

des équivalents permet de se ramener a un catalogue d’intégrales dont la nature est connue.
Les plus classiques sont les intégrales de Riemann et de Bertrand.

I1.5.1- Intégrales de Riemann

Une intégrale de Riemann est :
+0o0

f pre dt ou a > 0 estconvergente siet seulementsi a > 1

a

I1.5.2- Intégrales de Bertrand

Une intégrale de Bertrand est
+0o0

1
———dt oua >0 estconvergente si et seulementsiff > 1
f t.(Int)P g A
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I1.5.3- Intégrale de Gauss

Une intégrale de Gauss est
+00
Vi

f e t’ dt est convergente et vaut >

0
I1.5.4- Intégrale de Dirichlet

Une intégrale de Dirichlet est
+00
sint T
T dt est convergente et vaut 5

0
I1.5.5- Intégrales de Fresnel

Les intégrales de Fresnel sont
+00 +00

: 2 2 T
sin(t?) dt et cos(t?) dt sont convergentes et leurs valeurs est ——

2V2

0 0
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