Chapitre I : Equations différentielles

Chapitre III: Equations différentielles......ummmmmmmmmmmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssess 2

I11.1- Equation différentielle du premier 0rdre ... 2

II1.1.1- ED a variables séparées gydy = fXAX ... sssssssssssssssssssssssssssans 2

II1.1.2- E.D. NOMOGENE P’ = F(IX) rrrrrrrrreurrmmsrmmmssessssssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss 3

L R 2 DI c - Vot f N ] 7 (=) PPN 3

IT1.1.4= ED LINEAITE....courieureeeureereeesseessesssseessessssesssessssesssessssesssessssssssassssssssassssssssassssssssesssessssasssessssasssessssssssessssssssesssnees 4

IT1.1.4.1- Structure de 12 SOIULION ED L. eceeeecesecessssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssssssessanees 4

a- SOIULION NOMOZENE ... 4

b- Solutions particulieres par variation de la cONStante ... 4

I11.1.5- EQUAtion de BeINOUIl ... uussseeeeeeessssssssssssessssssssssssssesssssssssssssssssssssssssssessssssssssssssesssssssssssssessssssses 5

TT1.1.6- EQUAtION A€ RICCALE ciurrvvrremssssssssssssesssssssssssseessssssssssssssesssssssssssssessssssssssssssessssssssssssssesssssssssssssessssssses 6

I11.1.7- Méthode 2 Changement de Variable........sssssssssssssssssssssssssssssesens 6

I11.2- Equations différentielles du 28ImMe OFAIE ......oceurmemssssnmsesssssssssssssssssssssssssssssssssssassas 7

I11.2.1- ED linéaires du 2éme ordre a coefficients CONSLANTS .......uweomeneermresnmeesmessseessmessssesssessseesnens 7

IT1.2.1.1- Résolution de I'équation homMOZENe aSSOCIEE .....rmerssmmsssmsssssssssssssssssssssssssssssssssnens 7

IT1.2.1.2- Solution particuliére selon la forme de second MeMDIe......cocemvrrmsssssssssseesssseesssenns 8

a- Second membre exponentielle POLYNOME .......cceeeeereeesessneesssessseesssssssesssssssssessssssssssessans 8

b- Second membre trigoNOMELIIQUE ... eereeeseeesreerseeesseessseesssesssssssssesssssssssesssssssssssssssssssasenes 10

IT1.2.1.3- Solution particuliére par variation des CONSTANTES .......ccccmmmsmssssssessseessessssssssenns 12

I11.2.2- Equations différentielles linéaires du 2éme ordre a coefficients variables................. 13

IT1.2.2.1- Résolution d’équation NOMOZENE .....cccemmrsssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 13

a- On connait une Solution PArtiCUlIEIE ......eeneensesneeseeesssssse s ssssssssssssssssssssees 13

b- On ne connait aucune SOlUtioN PATTICULIETE .....eererrerrnresresseessssesssssssssssssssssesssssssssssssssseens 14

IT1.2.2.2- Solution particuliére par variation des CONSTANTES .......ccccmmmsmsssesssssssesssssssenns 15
m.1 [Mathématiques 3 A bderratmani OAbdesselam

https://sites.google.com/site/Imdelectrotechnique/



Chapitre I : Equations différentielles

Chapitre ITI: Equations différentielles

Définitions générales
Une équation différentielle (ED) d’ordre n est une équation faisant intervenir une fonction y
ainsi que ses dérivées y(k) jusqu’a’ 'ordre n. Par exemple, une telle équation pourrait étre :
Equation d’ordre 1 : y' =5x Xy

. . R . 1
Equation d’ordre 2 : Y = ;y’ — Y +5x

j Définition 1 ’

L’équation différentielle d’ordre n la plus générale peut toujours s’écrire sous la forme
F(x, vy, y", .., y(")) =0

I11.1- Equation différentielle du premier ordre

j Définition 2 ’

Une ED est du ler ordre si elle ne fait intervenir que la premiére dérivée y'.

I11.1.1- ED A variables séparées g(y)dy = f(x)dx

j Définition 3 ’

Une différentielle du premier de ler ordre est dite a variables séparées si elle peut s’écrire
sous la forme :

,  f)

o)

e oz . Lo d . .
Une telle ED peut s’intégrer facilement : En effet, on écrit y’ = ﬁ, puis, symboliquement :

9y = F)dx & f 9O dy = f FOOdx +C

Exemple n= I11.01
Résoudre sur I =]1,00[ I'ED
xy'lnx =3(nx+ 1)y
Solution

y' 3lnx+1 dy 3 1
—:—(:)—z(—+ )dx
y xlnx y x xlnx

. dy 3 1
D’ou: f—zf(—+ )dx+C < Inlyl =3Inx + In|llnx|+ InCy
y x xlnx

Donc: y=Cx3Ilnx
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I11.1.2- E.D. homogéne y' = f(y/x)

S dy y
Ces d’équation de la forme == f (_)

Pour résoudre cette équation on pose y = ux = dy = udx + xdu
L’équation devient
udx + xdu du
T=f(u) $u+xa=f(u)
C’est une ED a variable séparées
Exemple n= [11.02
Résoudre x%ydx — (x3 — y3)dy =0

Solution
dy  x?y %
dx  x3—y3 {_¥
X3
Onposey = ux = dy = udx + xdu
xdu u dx 1-u 1,
U+E=1——u3:7= " du=lnx=—§u —nu+C
Sy

Inx = —gﬁ—ln;+C

IT1.1.3- ED exacte (totale)

—‘ Définition 4 ‘

Si ED mise sous la forme :
P(x,y)dx + Q(x,y)dy =0
Et les fonctions P et Q sont telles que :
dP 0dQ
dy  ox

Il existe une fonction U(x, y)telle que :
dU = P(x,y)dx + Q(x,y)dy

ou
(6_ = P(x, y)
La fonction U(x,y) = C*sera la solution de I'équation { 6(95
k@ = Q(x,y)
Exemple n= I11.03
1
Résoudre : lzcoszdx - —coszdy =0
x X X X
Solution
y P 1 y y
P(x,y) = —cos— {(@_F sZ T asing P 30
onc — = —
y 0 1 P P)
Q(x,y) = ——cos _Q:_ Y_ Y in? y 0x
dx  x? 37 x
( au y y
— =-=cos—
{ ox «x?2 X Jot
_——— e —_ — -
ay X cos X sin x (p(X)
.3 |Mathematiues 3 Alderratmani CAbdesselam
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aU_y y_y y Il ! —_ —_—
A = 22605 cos;+<p(x)2<,0 X)=0=¢pkx)=C

T x?
—sinz+(p(x) =(Cl* = —sinX= C,
X X

D’ou

I11.1.4- ED linéaire

j Définition 5

une équation différentielle linéaire (EDL) du premier ordre est une équation
de la forme :
a(x)y"+b(x)y = c(x)
ou a, b, c sont des fonctions continues sur un méme intervalle I € R et a(x) # 0.

Cette équation différentielle on peut associer la méme équation avec c=0:
a(x)y"+b(x)y =0

C’estI’équation homogeéne associée a (EDL), ou équation sans second membre.

III.1.4.1- Structure de la solution EDL

Solution générale de (EDL) = solution homogene (y;,)+solution particuliére (yp)

a- Solution homogeéne
Les solutions non nulles de cette équation doivent vérifier :

y'  bx) . X ,
— = ———= Dans tout intervalle ou a(x) ne s'annule pas.

y  al)
b(x)
lle = .]- —mdx +C

On en déduit que les solutions sont de la forme :
b(x)

Yy = K ef _Tx)dx
Ou K est une constante réelle
b- Solutions particulieres par variation de la constante

F(x) avec K une fonction a

On cherche la solution particuliére sous la forme y, = K(x)e
déterminer
yp = K'(x) x eF® + K(x)F'(x) x eF®
On remplace a I'équation
a(x)(K'(x) x eF® + K(xX)F'(x) x eF®) + b(x)K (x)e® = c(x)
a()K'(x) X e + (a(x)F'(x) + b(x))K (x)ef® = c(x)

0

D’ou
K'(x) = %e‘m‘) = Kkx) =

Une solution particuliere est donc

c(x)

7 ,-F(x)
) e dx

c(x)
Yp=e€ f ) e dx
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Exemple n< [11.04

Résoudre sur [ =] O,g [ Péquation différentielle

Solution

On intégre par partie, en posant {

sinx Xy ' —cosx Xy =x

sinx Xy ' —cosx Xy =

cos
0 <=>lny=fs,

inx

X
dx+C = y,=Ksinx KeR

¥p = K(x) X sinx = y, = K'(x) X sinx + K(x) X cos x

sinx X (K'(x) X sinx + K(x) X cosx) —cosx X K(x) X sinx = x

sin®x x K'(x) = x & K(x) =f

K(x) =—

tan x

x .
Vp = (——+ In|sin x|

tan x

Et la solution générale de

sin? x

u=x u =1

1 &

v =— v=-
sin“x tan x
1 X )
+ | - dx = ——— + In|sin x|
tanx tanx
) X sinx = —x cos x + sinx In|sin x|

y=yn+y, =Ksinx —xcosx + sinxIn|sinx|

y=yn +y, = Ksinx —xcosx + sinx In|sin x|

I11.1.5- Equation de Bernoulli

—‘ Définition 6 ‘

C’est I’équation différentielle de la forme :

y' +yf(x) =y"g(x)

Cette équation se raméne au cas EDL en posant z = y1™"
Exemple n= [11.05
Résoudre xy' +y=y?Inx
Solution
'y 1 lnx
Yy Y=Y
_ o 1-2 _ 1 _dZ _ 1 _ dz
Onposez =y _; '@__?:)dy__?
On remplace
dz 4 1 1imnx dz 1 Inx
- —_— = — — — [ f—
z%dx  zx z? x dx x° " x
Solution homogene
dz 1 dz dx
___Z:()(:}—:—@Zh :Cx
dx x z x

La solution particulaire

z, = C(x)x = z, = C'(x)x + C(x)

On remplace sur E
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1 l l I
CGx+ 000 - L0 =2 = 00 = = ) = [ - ax
X X X X

u=Inx u ==
On integre par partie .1 1x
lnx Inx 1
C(x)———f— x——+—
X
D’Ol‘l p=C(X)x=lnx+1
Alors 1 !

= = 1l=2y=—=————
z=zp+2z,=Cx+Inx+ y=- CxtInx+1

I11.1.6- Equation de Riccati

j Définition 7 ’

C’'est I’équation différentielle de la forme :
y' +p1(0)y? + p(x)y +ps(x) =0
Si 'on connait une intégrale particuliere y;, cette équation se ramene a une équation

de Bernoulli, en posantz =y — y;
Exemple n2 [11.06

Résoudre x3y’' +y?+x?y+2x* =0 la solution particulaire y; = —x?
Solution
0 n dy dz 5
= = — = — —
nposez =y + x? o=
dz
X3 (ﬁ_ 2x> + (Z — x2)2 +x2(Z _ x2) + 2x4 -0
z N 2 4 0 dz 1 1,
hand _ g% 1 _ 1
xdx 7?2 —2zx% + x%z = T oz=—3z
0 _ 21 du 1=>d— du
nposeu=z"?=— ;- =-— 2=-2

On remplace

dw 101 _1 1 du 1 _
Wdxr x u xw dx x T
du 1 C
.S'.H: —+—Xu:0:>uh:_
dx x X
C(x) ') )
S.P: b= DW= T2
On remplace :
C'(x) C(x) 1 Clx) 1 1 1
L_ ()+_x(—)_—:>C'(x)——=>C(x)—__
x x?  x x x3 x? X
1 c 1 1 x? 2 x? 2
= U= = — = = = - = -
Up 2 x 22 CTu -1 YT ETY Tk

I11.1.7- Méthode 2 Changement de variable

De facon générale, pour résoudre une équation différentielle du ler ordre, il faut trouver un moyen
d’arriver a une équation différentielle a variables séparées.
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I11.2- Equations différentielles du 2éme ordre

j Définition 8 ‘

Une équation différentielle du deuxieme ordre est une expression de la forme :
Flx,y,,y") =0
Si I’équation est incompleéte en y c’est-a dire du type F(x,y’,y"”) =0 en posant z =7y’ on

obtient une équation du premier ordre en z dont il suffira d’intégrer les solutions.

I11.2.1- ED linéaires du 2éme ordre a coefficients constants

j Définition 9

Une équation différentielle linaire du deuxieme ordre a coefficient constants est une équation
de la forme:
ay”" + by’ +cy = f(x)
oua,b,c €ER et a # 0, f(x)estune fonction continue.
L’équation homogeéne associée est :

ay" +by'+cy=0

III.2.1.1- Résolution de I’équation homogéne associée
Par analogie avec le résultat d’ED du ler ordre, on va d'abord chercher les solutions
de ay” + by’ + ¢y = 0 qui sont de la forme y(x) = e**. Un calcul d'identification montre que k
doit vérifier I'équation caractéristique : ak? + bk +c = 0.
Suivant le signe de A= b? — 4ac, on a les résultats suivants :
e A> 0: (EC) admet 2 racines réelles distinctes k; # k,, et y;(x) = e*1*;y,(x) = ek2*
e A= 0: (EC) admet 1 racine double k, et y; (x) = e**; y,(x) = xe**
e A< 0:(EC) admet 2 racines complexes conjuguées k; = a + if, k, = a —if,
et y,(x) = e* cos Bx ;y,(x) = e* sin Bx.
Dans chacun des cas, la solution générale a (E.H.) estdoncy = C;y, + C,y,
Exemple n2 I11.07
Résoudre les équations différentielles suivantes :
0)y"—=2y'"—8y=0
02)y" —4y'+4y=0
03)y"+4y=0
01)Cas1: EC:k?—-2k—-8=0=(k—4)(k+2)=0;y =Ce™ + Ce™**
02)Cas2: EC:k?—4k+4=0=(k—=2)>=0;y = (C, + Cyx)e**
03)Cas3: EC:k*+4=0= (k—2i)(k+2i)=0;y =C,cos2x+ C,sin2x
EC : I'équation caractéristique

.7 |Mathématiques 3 C/Q//%ﬂwa%mm%’ CMQ/MM/GM%
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III.2.1.2- Solution particuliere selon la forme de second membre
On distingue encore 2 cas particuliers et une méthode générale :
a- Second membre exponentielle polynome

f(x) =e*™ x P(x) avec P est un polyndme
On cherche la solution sous la forme y = e** X Q(x) ou Q est un polyndme.
yp =e™Q

Yp = ae™Q + e®™Q’
vy = a’e™Q + 2ae™ Q" + e Q"
On remplace EDL
a(a?e™Q + 2ae®Q’ + e**Q") + b(ae®™(Q + e**Q’) + c(e**Q) = P(x)e**
aQ" + (b + 2a)Q’ + (aa? + ba + ¢)Q = P(x)
On peut calcul Q (on précise que P et Q sont des polynomes).
Dont on peut préciser le degré :
o sian’est pasracine de (EC) a # ket @ # k,, alorsdeg Q =degP;
o si a est'une des deux racines de (EC) @ = kyou a = k,,alorsdegQ =degP +1;
o Si a est racine double de (EC) @ = k, alors deg Q = deg P + 2.
Exemple n=< I11.08
Résoudre
y" =2y' =8y =(x—1)e*
Solution

SH: (EQ)k*—-2k—8=0=k,=4etk,=-2dou y,=Ce**+ (e

SP: a=3 #keta+k,= deg(yp) =deg(x—1)=1
yp = (Ax + B)e3*;
yp = (BAx + 3B + A)e3%;
vy = (94x + 9B + 6A)e3*

On remplace EDL
(94x + 9B + 6A)e3* — 2(3Ax + 3B + A)e®* — 8(Ax + B)e3* = (x — 1)e3*
1
A=—=
= —5Ax—5B+44A=x-1 S
B=—

25

? At 1 1 3x
D’ou ypz(—§x+£>e

1
S.G y=yp+y,=Ce*+Ce ™ + (—gx + 1) e3*

L8 |Mathématiques 3 QW&W@%WWZ C%Ma/ﬁm/aﬂ%
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Exemple n= I11.09
Résoudre
y'" —2y' —8y =xe™%*
Solution

SH: (EQOk*—-2k—8=0=k,=4etk,=-2dou y,=Ce*+ (e

SP: a=-2=k,Estuneracine = deg(yp) =deg(x)+1=2
¥p = (Ax? + Bx)e™*;
Vp = (=24x* + (=2B + 2A)x + B)e ™2,
Vy = (4Ax* + (4B —8A)x — 4B + 2A)e™**

On remplace EDL
(4Ax? + (4B — 8A)x — 4B + 2A) — 2(—2Ax? + (-2B + 2A)x + B) — 8(Ax* + Bx) = x
1
(4B—8A)—2(—ZB+2A)—SB=1$ —124=1 — Az_ﬁ
—4B+2A—-2B =0 A-3B=0 B—i
48

d'ouy, = —ix2+ix e~ 2*
% 12" " a8

1 1
S.G _ _ - -
y=yn+yy=Ce* + (e +(— 12x2 +48x)e 2x

Exemple n= I11.10
Résoudre
yn _ 4yl + 4y — erx

SH: (EQOk*—4k+4=0=k=2 dou y,=(C;+Cx)e*

SP: «a = 2Estracine double = deg(yp) =deg(x)+2=3
yp = (Ax3 4+ Bx?)e®*;
yp = (2Ax3 4+ (2B + 34)x* + 2Bx)e**
yé' = (4Ax3 + (4B + 124)x? + (8B + 6A)x + 2B)e?*
On remplace a EDL
(4Ax3 + (4B + 124)x? + (8B + 6A)x + 2B) — 4(2Ax3 + (2B + 34)x? + 2Bx)
+ 4(Ax3 + Bx?) =«x
— {(BB + g;l):—OBB =1 — ,; i

1
d'ou y, = gx3ezx

(= Ne )N

1
S.G y=yn+y, = (C; + Cx)e** + gx3ezx
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b- Second membre trigonométrique
f(x) =M X sinwx + N X cos wx M,N € R
On distingue encore une fois deux cas :
"w n'est pas la partie imaginaire de la racine de (EC)w #fetw # —p,
Une solution particuliere de (E) sera de la formey, = Acoswx + Bsinwx, ou les
constantes A, B € R se déterminent par identification.
= » est la partie imaginaire de la racine de (EC) w = § ou w = —f, Une solution particuliere
de (E) sera de la formey, = x(Acoswx + Bsinwx), ou les constantes A,B € R se
déterminent par identification.
Exemple n= I11.11
Résoudre
y" —4y' + 4y = cos 2x
Solution

SH: EC:k?—4k+4=0 = k=2 donc y, = (C, +xC,)e*

SP: k=2=>a=2;=0
w=2%p
Yp = Acos2x + B sin2x
Yp = —2Asin2x + 2B cos 2x
Yy = —4Acos2x — 4B sin 2x

On remplace al’EDL:
—4A cos2x — 4B sin2x — 4(—2Asin 2x + 2B cos 2x) + 4(A cos 2x + B sin 2x)
= C0oS 2x
] 1
(—8B) cos 2x + (84) sin 2x = cos 2x ;Donc B = ~3
. 1
d'ou y,= —gsin 2x

1
5G Yy =yn+yp = (C; +xCy)e* —gsin 2x

Exemple n< [11.12
Résoudre
y" +4y = xsin2x
SH: FEC:k?+4+4=0 = k=42i donc y, = C;sin2x + C,cos2x
SP: k=F2i=>a=0;=2
f(x)=xsin2x =>w=2=pB Donc: deg(Q(x)) = deg(P(x)) +1
¥p = (ax? + bx) cos 2x + (cx* + dx) sin 2x
¥p = (2ax + b) cos 2x + (2cx + d) sin 2x — 2(ax? + bx) sin 2x + 2(cx?* + dx) cos 2x
yp = (2cx* + (2a + 2d)x + b) cos 2x + (=2ax?* + (2¢ — 2b)x + d) sin 2x
Yy = (4cx + (2a + Zd)) cos 2x + (—4ax + (2¢c — 2b)) sin 2x
—2Qcx?*+ (2a + 2d)x + b) sin2x + 2(—2ax? + (2c — 2b)x + d) cos 2x
vy = (—4ax?+ (8¢ — 4b)x + 2a + 4d) cos 2x — (4cx* + (8a + 4d)x + 4b — 2¢) sin 2x
On remplace a 'EDL:

IL.10 |Mathématiques3 A bderratmani OAbdesselam
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(—4ax? + (8c — 4b)x + 2a + 4d) cos 2x — (4cx? + (8a + 4d)x + 4b — 2c) sin 2x
+ 4((ax? + bx) cos 2x + (cx? + dx) sin 2x) = x sinx

(. —
8c=0 1T "8
{—4ax2+(80—4b)x+2a+4d+4(ax2+bx)= 0 2a+4d =0 :{b=
—(4cx? + (8a+4d)x +4b — 2¢) + 4(cx? + dx) = x —8a=1 c=
4b—2c=0 |, 1
\d=
d'ot % o5 2x 4 cos 2
Ol  yp = = g-cOS 2x + - COS 2x
S.G . x? x
Yy =Yn+¥, = Cisin2x + C,cos2x —ECOSZX +1—6c052x
Méthode 2 :
ei2x + e—i2x
y'—4y'+4y = >
SH: EC:k?—-4k+4=0 = k=2 donc y, = (C; +xC,)e?*
SP: k=2
On cherche des solutions particuliéres de :
ein
G y" —4y' +4y =—
1
a=2i #keta+k, = deg(y,) =deg (E) =0
y, = Aein
y, = i24e'%*;
y; = —4Ae'?*
On remplace al’'EDL:
4A — i8A + 4A = ! A= ! ! i2x
— = - —_— —_ _—
: 2 160 2T T 16i¢
e—in
(02) ¥ =4ty =—
1
a= -2 # kieta # k, = deg(y,) = deg (E) =0
Yy, = Be—in
y, = — i2Be~1?%
yy = —4Be~?*
Onremplaceal’E:
4B + i8A — 4B ! B 1 1 —i2x
— = - = — =
: 2 160 72" 16i°
1 1 1[et?* — g7i2x 1
d'ou yp=y1+y2=—16 ‘2x+Ee“2x——§<—2i >=—§sin2x
1
>G Y =JYn +yp = (C1+XC2)€2x—§Sin2x
.11 |Mathématiques 3 A dorratmani Cbdesselam
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III.2.1.3- Solution particuliere par variation des constantes

Soient y; et y, deux solutions indépendantes de 'EH. On cherche une solution particuliere sous
la forme
Yp = C1(x)y; + C()y,
¥p = C10)y; + C()y; + €'y, + 6 (),
¥y = Ci(y1 + C()yy + 26" ()y1 + 26, ()y; + €7 ()yy + 6" (0)ys
On remplace a’'EDL

a(2C;’ (y1 + 26" ()yz + € (yy + 6" ()y2) + b(C'(Dyy + G (x)y2) = f(x)

Ou C, et C, sont des fonctions vérifiant A’ (x)y; + C,' (x)y, = 0.

Ainsi, C,'CO)y! + G, (x)y, = L2

a(x)
DoncC;’, C,' sont solutions du systéme
€'y + 6'(x)y, =0
! I ! 1 f(x)
G ()y; + G (Dy; = a
Exemple n= [11.13

Résoudre

1
144 + —
y Y sin3x

Solution

SH: EC:k?4+1=0 =k, =ietk,=—i donc y,=Cicosx+ C,sinx

S.P: C'(y + G (X)y, =0 C,'(x)cosx +C,/'(x)sinx =0
! I ! ! f(x) : ! B ! 1
Ci'(xX)y, + G (x)y, = o) —C, (x)sinx + C, (x) cosx = e
w (x) = V1 YZ|= CcoS X sinx|=
Vi Y2 —sinx cosx
0 sinx
1 1 1
C ! = — 1 = —_— C —
1 () w (%) [== cosx sin?x 1(x) tanx
sin3 x
1 cosx 0 CoS X 1
c,' = ) 1 = = C - _
2 (x) w(x)|-sinx —— sin3 x 2(x) 2sin?x
sin3 x
1 1 cos? x 1 cos 2x
yp(x) 1(x)y1 + Z(x)YZ tanx cos x 2 sin? x sinx sinx 2sinx 2sinx
S.G ) cos 2x
Yy=Yn+ty,=Cicosx+(C;sinx + > sinx
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I11.2.2- Equations différentielles linéaires du 2éme ordre 3 coefficients variables

j Définition 10 ‘

Une équation différentielle linaire du deuxieme ordre a coefficients variables est une
équation de la forme:
a(x)y"” +b(x)y" + c(x)y = d(x)
oua,b, c,d sont des fonctions continues sur un méme intervalle I € Ret a(x) # 0.

Par simplification nous posons :

b(x) c(x) d(x)
A = —" B = —— —_— —_—
() =~ Ok () =~ Ok fG) = o
d'ou y"+AX)y" +BMx)y = f(x)
L’équation "homogene”, ou “sans second membre” associée a est I'équation :

y"' +AM)y +Bx)y =0

j Théoréme 1

Comme pour les équations différentielles a coefficients constants :
Si y, ety, sont deux solutions linéairement indépendantes de I’EH, alors la solution

homogeéne y, = C;y; + C,y,; C; et C, étant des constantes arbitraires.

III.2.2.1- Résolution d’équation homogéene
Il faut considérer plusieurs cas :
a- On connait une solution particuliere
On connait une solution particuliére y,; alorson cherche une deuxieme solution de la forme:
y, = zy; ou z estune fonction a déterminer.
D'ouy; = zy; +z'y, et y; = zy; +2z'y; + 2"y,
En reportant dans EH, il vient :
zyy' + 22"y + 2"y; + A (zy; + z'y1) + B(x)zy; = 0
z(yy + A)y; + By, + 2"y, + Ry + +A(x)y)z" = 0
Donc: z"y, + Q2y; + +A(x)y)z' =0
C'est une équation linéaire du premier ordre par rapport a la fonction u = z’
u'y; + Qy; + +A)y)u =10
Apres intégration on en déduit z par une quadrature, puis y,
Exemple n2 [11.14

Résoudre x%(Inx — 1)y" —xy' + y =0 avec y; = x solution particuliére.

Solution
"no__ 1 "+ 1 =0
Y x(lnx—l)y xz(lnx—l)y -
d Alx) = 1 tB(x) = 1
one A = x(lnx—l)e X T x2(lnx —1)
On pose y, = zy; = zx
n ! 1A n 1 !
Ona: z"y; +Qy;++AX)y)z' =0=: z''x+ (2 —x(lnx_l)x)z =0
Onposeu = z' d’ou
2lnx — 3 du 1 2lnx—-—2-1
u’x+<—>u =0>—=——X———dx
Inx—1 u X Inx —1
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du 2 1/x Inx—1
=—=—-- dx = Ilnu=-2Inx+n(lnx—-1)+C;, =>u=_0¢C,
u x Inx—-1 x?
, Inx—1 Inx 1
z=u=>z=sz 2 dX=C2f<7—F>dX
1
v=lInx v =—
1 =1 X
w=— 1
x?2 w=——

X

Inx 1 1 Inx
Z=CZ(T+de"_de")= 52(7)

Alorsy, = zy; = C, lnx
y=0Cx+Cylnx
b- On ne connait aucune solution particuliere
On ne connait aucune solution particuliere alors on cherche la solution y, sous la forme
d'un produit de fonctions inconnues : y, = uv
On choisit la fonction v pour rendre nul le facteur de u'. L'équation différentielle du deuxieme
ordre en u” ainsi obtenue peut "dans certains cas" s'intégrer facilement.
En effet :
yp=uv alorsy, =u'v+uv' et y) =u"v+2u'v' +uv”
Reportons dans ED
u'v+2uv +uv” + Ax)@Wv+uv’) + B(x)uv =0
u'v+ Qv+ A)v)u’' + (v + A)v' + Bx)v)u =0
En choisissant la fonction v telle que le facteur de u’ soit nul, c'esta dire: 2v' + A(x)v =0
Par intégration, nous obtenons v et la résolution de I'équation différentielle réduite :
u'v+ '+ AV + Bx)v)u=0
Qui conduitau.
La connaissance des fonctions u et v détermine la solution homogene yy,.
Exemple n< I11.15
Résoudre y" +2xy'+ (x?2+ 1)y =0
Solution
Ona A(x) =2xetB(x) =x%>+1
On pose y, = uv

Aprés remplacement sur EH, on pose 2v’ + A(x)v = 0

dv _x?
:>2v’+2xv=0:>?=—xdx=>v=e 2

La constante d'intégration est prise égale a 1
x2
Enremplacey = vu =ue” 2z surEH u"v + (v"' + A(x)v' + B(x)v)u =0

2 2 2

X _x X
ona:v=e 2z =>v =—xe zetv' =(x*—1)e 2

_x? _x? _x? _x?
=u'e 2z +| (x?—-1)e 2+2x(—xe 2>+(x2+1)e 2z lu=0=u"+u=0

D'ouu = Cyx + C,

X2
Alors y=uv = (C;x+ Cy)e 2z
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III.2.2.2- Solution particuliére par variation des constantes
De la méme fagon que les équations linéaires 2 ordre a coefficient constant

Exemple n2 [11.16

Résoudre
x2y" — 4xy' + 6y =x
Solution
xzy"—4x)"+6y=x=>y”—fy'+£y=l
X x? X
SH:

rn 4 I+ 6 J— O
y xy xzy =
4 6
Ona A(x) = — et B(x) =7z Onpose y, =uv
Aprés remplacement sur EH, on pose 2v' + A(x)v = 0
4 dv 2
=20 ——v=0=—=—dx = v = x?
X v X

La constante d'intégration est prise égale a 1
Enremplace y = vu = ux? sur EH u"v + (v"' + A(x)v' + B(x)v)u =0
ona:v=x>=v =2xetv' =2
4 6
= u"2x + (2 — ;2x +Fx2)u =0=2xu"+(0)u=0

D'otu = Cyx + C,
Alors y, = uv = (C;x + Cy)x? = Cyx3 + Cyx?

S.P: C'(y1 + C' (X)y, =0 C,'(X)x3+C,'(x)x?* =0
! 12 ! 12 f(X) = 12 12
C; (Dy1 + G’ ()y; = a(x) C,'(0)3x% + G’ (x)2x = =
e Y2 1 x® x?| 4 oaod_ 4
0@ =l yl=lge Jl=axt-st=—n
2
1 [0 x —x 1
) =——|1 ==X e S ) = ———
1 () w (x) p 2x| —x*  «x3 1(x) 2x2
3
O R 2 1
! - ——— 1 = ——= = —
G2 () w (x) [3x2 o —x* Xz (%) x
1,01, 1
J’p(x) =G, )y, + C(x)y, = _ﬁx +;x = Ex
1
SG y=y, + ¥, = C1x3 + Cox? +ox
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