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Chapitre V : Transformation de Fourier

Chapitre V: Transformation de Fourier

V.1- Introduction
Considérons dans l'intervalle de —T /2 a T /2 une fonction f(x) de la variable réelle x. Dans

cet intervalle supposons que la fonction f(x) remplisse les conditions suivantes dites conditions
de Dirichlet:
¢ La fonction f(x) est bornée;
e Ses points de discontinuité et ses maxima et minima sont en nombre limité.
(Par exemple la fonction 1/x et sin 1/x ne remplissent respectivement pas les conditions 1 et 2
pour un intervalle comprenant la valeur x = 0.
Il est alors possible de représenter dans cet intervalle la fonction par une série de la forme

Qo N .
Sp(x) = > + Z a,cos(nx) + b,sin(nx)
n=0

Dans laquelle ay, a,, et b, sont des coefficients indépendants de x. Cette série s'appelle
le développement en série de Fourier de la fonction.
Exemple n= V.01
Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f définie sur R par :
f(x) =cos3x

Il suffit d’écrire

. . .3
e +e7 1, .. . . . 1
cos3x = (—) == (e3* 4+ 3¢ + 3e7 4+ ¢73%) = Z(

3
2 * 2

esix +e—3ix eix +e—ix
2 8

=—cos3x +—cosx
4 4

Pour obtenir :
1 3
f(x) =Sp(x) = 7608 3x + 7 CosX

On adonc

3 1
alzz et a3=Z

Et tous les autres coefficients de Fourier sont nuls.

V.2- Calcul des coefficients
Nous allons nous appuyer sur les propositions suivantes :

T/2
. . (0 n#m
01) .l-_T/Zsm nx X sinmx dx = {T/Z n=m
T/2
02) f cosnxXCosmxdxz{ 0 nfm
_1/2 T/2 n=m
T/2
03) f sinnx X cosmxdx = 0
-T/2
En effet,on a
. . 1 1
sinnx X sinmx = Ecos(n —m)x — Ecos(n + m)x
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Chapitre V : Transformation de Fourier

La premiere intégrale égale a :

fT/z 1 lsin(n —m)x

sinnx X sinmxdx = —
2 n—m

| lsin(n + m)xlT

2 n+m

T/2 -T

Est manifestement nul si m# n.
Sim = n, nous avons :

T/2 1 (T/2 1 (T/2 T
j sinznxdx=—f dx——f cos2nx dx = —
-T/2 2 -T/2 2 -T/2 2

En ce qui concerne les formules (2) et (3) elles seront aisément établies par un calcul élémentaire
analogue au précédent.
Multiplions les deux membres de la série de Fourier par sinmx et intégrons de —T/2aT/2; il
vient :

T/2 T/2

f(x) X sinmxdx = f sin mx X
-T/2

a
24 Z a,cos(nx) + b,sin(nx)|dx
-T/2 2
n=0

Toutes les intégrales du second membre sont nulles d'apres les formules (1), (2) et (3), sauf
T/2
f b,, sinmx X sinmxdx = b,, T/?2
-T/2

Donc

2 T/2
bn=—j f(x) X sinnx dx

T -T/2
Un calcul analogue donne :
2 T/2
a, == f(x) X cosnx dx
T 1,
T/2
ay == f(x)dx
TJ 1,
V.2.2- Ecriture complexe
Ona
eix + e—ix eix _ e—ix
cosx = ———; sinx =————
a ® a 0 einx + e—inx einx _ e—inx
Sp(x) = 70 + z a, cos(nx) + b, sin(nx) = 70 + Z Uy + bnT
n=0 n=0
_Q an —iby . aptib, _.
-2 ° Z 2 ¢ tT a2 ¢
n=0
Se(x) =c¢o + Z cpe™ 4+ c_pe™™
n=0
Avec
( a, 1 [T/?
| co==== f(x)dx
4 2 T /2
| 1 (7/? .
kcn =— f(x) x e™™dx
T -T/2
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Exemple n< V.02
Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f définie sur R par:
f(x) = cos?x
Solution

1 1
f(x)=Coszx=E+§c032x d'ou ao=1,az=E

Méthode générale
21 21 2

1 (%" 1 1
ay = — f(x)dx=—j cos?xdx = — (1 + cos2x)dx = — [x+—sm2x] =1
T Jy T Jy 2m J, 2 0
1 2T 2T 1 271'1
a, =— f(x)xcosnxdx=—f coszxxcosnxdx=—f —[cosnx + cos 2x cosnx] dx
), TJ, T, 2
11 2m 2m
=—[—sinnx] +—f —[cos(n + 2)x + cos(n — 2) x] dx
2mln o 2m), 2
Pour n#2
= L [ sinnr + ————sin(n + 2)x + ————sin( 2)]2n—o
an—zn_nsmnx 2(n_l_z)smn X 2(n_z)smn xo =
Pour n=2

171
a, = — —sm2x+—sm4x+ x]

2m |2
21 21
. . 1 1 .
—.[ f(x)Xsmnxdx:—f costXsmnxdx=—f —[cosnx + cos 2x sinnx] dx
T, T, T, 2
171 am 2T ]
[ smnx] +—f —[sin(n + 2)x + sin(n — 2) x] dx
T o 0
Pour n#2
171 1 1 2n
b, = > ﬁsmnx —Z(n—_l_z)cos(n + 2)x _Z(n——Z)COS(n -2) x]o =0
Pour n=2
l)—1-1'2+1 4]2”_0
2 =5 |5sin2x + gcos xo =

V.3- Série de Fourier des fonctions paires et impaires

@® Paire f(—x) = f(x) ; Impaire f(—x) = —f(x)

e Sila fonction f est paire,on a:

T/2 T/2
ay = = f(x)dx a, == f(x) X cosnx dx b, =0
T 0 T 0
e Si la fonction f est impaire,on a:
4 T/2
a, =0 a, =0 bnzf f(x) X sinnx dx
0
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Exemple n< V.03
Soit f la fonction périodique sur R telle que f(x) = |x|,si x € [-m, +m], et prolongée a R par
périodicité ; Déterminer la série de Fourier de f(La fonction dent de scie)
Solution
f= {—x —-T<x=<0
+x 0<x<m
f est une fonction paire.

v

Analyse complexe

Pour n=0
1 T/2 1 +1 1 7 111 +m T
Co == f(x)dx =—f |x|dx=—j xdx=—[—x2] =—
T 1), 2m)_, mJ, ml2” I, 2
Et pour n#0
1 T/2 ' 1 +7 ' 1 0 . +7 .
Ch == flx) x e "™dx = —f e ™| x|dx = —<J —xe "™ dx + J xe‘”‘xdx>
T —T/2 2m)_, 2\ J_, 0
c 1 ﬁe—inx _ie—inx]o 4+ — 1 __xe—inx +le—inx]n
"= 2nlin n2 2m 2 o
1 elmt _ e—inn 1 elnrr + e—inn 1
= — + —
n( 20 > . n? < 2 ) mn?
1 1 1
= —sinnm + —cosnw — —
n . n? n
cosnm — 1
Ch=——5—
.1
inx i T cosnt — 1 pinx cosnm—1 _.
Sf(x)—c0+Zce +c_pe =3 Z p_— +—T[.Tl2 e
T N 2cosnm (e 4 gminx 2 . y
T ST 2
n=0
T N\ 2cosnm 2 -
=§+Z - cosnx — cosnx——+z 1) cosnx
n=0
T o~ 2
== X
Sr(x) > + z — 1) X cosnx
n=0
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Chapitre V : Transformation de Fourier

Analyse trigonométrique

T T +1T
ap = %f_”f(x)dx = %f; xdx = % Exz]o =7

T
an=—f |x|><cosnxdx=—fx><cosnxdx
w)_, ),

f x.cosnx dx

u=»Xx

v' = cosnx 1
v = —sinnx

X 1 . X 1
= —sinnx — | —sinnxdx = —sinnx + — cosnx
n n n n

2[x 1 T 2 2

a, = p- Esinnx + ﬁcosnx]o = ((cosnn) — 1) = (-D*-1)

T - 2
Ss(x) =5+ Z (cosnm — 1) X cosnx
2 T.n?
n=0
Simplification :
0 n=2p, paire
tn = i_4 2p+1 ] '

— n= , impaire
N2 14 p

Le développement en série de Fourier est :

c 4
Sp(x) = g + ; —mcos((Zp + 1)x)

V.4- Théoréme fondamental

V.4.1- Théoréme de Dirichlet

—‘ Théoréme 1 ‘

Si la fonction f définie sur le segment [0;2m], satisfait sur ce segment aux conditions
de Dirichlet, alors la série de Fourier de cette fonction converge sur tout segment [0,27] et
la somme de cette série est:

01) f(x) En tout point de continuité de f située a l'intérieur du segment,

+ _ —
02) M En tout point de discontinuité,

f(o*)-f(2n) (e . + s : : _
03) fAux extrémités du segment, ou f(0%) est la limite a droite au point x = 0,

f(2m™) estlalimite a gauche au point x = 27 .

Exemple n2 V.04
01) Déterminer la série de Fourier associée a la fonction périodique (T = 2m) définie par :
f(x)=x pour —m<x<m
02) La série de Fourier associée a f converge-t-elle vers f ?
Solution

01) La série de Fourier
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Chapitre V : Transformation de Fourier

Cette fonction est monotone par morceaux et A

bornée. : /.
1 1
f estimpaire ! !
|
1
1

La série de Fourier associée a f

v

2T

N
<

Sp(x) = Z b,, X sinnx
n=0

Avec
4 T
a, =0 a, =0 bn=?J f(x) X sinnx dx
0
2 s
bn=—j x.sinnx dx
T Jy
fx.sinnxdx
u==x u' =1
v’ = sinnx 1
vV = ——Ccosnx
n
x X 1
= ——cosnx + —cosnxdx=——cosnx+—251nnx
n n n n
21 x 1 T 2 2 1
b, = —[——cosnx + —sinnx| =——cosnmt =—(-1)"
Tl n n 0 n n

D’ou la série de Fourier associée a f est donnée par :
d (—1)n+1
Sp(x) =2 Z — X sinnx
n=0

02) Convergence
Vérification des conditions de Dirichlet :
e La fonction f est continue sur | — m, [ etelle n’est pas continue en —m et en T avec
lim f(x)=—met lim f(x)=+4mn
n—--—m n->+m
(Nombre fini de points de discontinuité);
e La fonction f est dérivable sur | — m, 7| et elle n’est pas dérivable en —m et en m, car f n’est pas

continue en ces points (nombre fini de points de non dérivabilité).
Ainsi, les conditions de Dirichlet sont vérifiées et donc;

f(x) =Sp(x) = ZZ(_lnLHX sinnx pour x €] —m, [

Cette égalité a lieu partout sauf aux points de discontinuité. En de tels points, la somme de la série
est égale a la moyenne arithmétique des limites de la fonction a gauche et a droite,
C’'est-a-dire
lim f(x)+ lim f(x)
n->—1m n->+m —

0
2
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Chapitre V : Transformation de Fourier

V.4.2- Egalité de Parseval

—‘ Théoréme 1 ‘

Si f est une fonction réelle périodique de période T telle que

[00]

Qo .
fx) = > + Z a,cos(nx) + b,sin(nx)
n=1
Alors
1 (7/2 1%
= f(x)%dx = a + —Z(a,zl + b2)
T -T/2 2 n=1

dite égalité de Parseval.

En utilisant la forme complexe des séries de Fourier, on montre que I'égalité de Parseval s’écrit

aussi:
2| ferd=ai4s Y el
TJ 1 2 L
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