Meéthodes itératives de résolution des systemes linéaires
1- Introduction

On a vu que les méthodes directes donnent la solution exacte du systéme d’équations linéaires.
Dans ce chapitre on va introduire les méthodes itératives ou indirectes qui donnent une solution
approximative du systéme d’équations linéaires. Ces méthodes sont trés faciles a mettre en ceuvre et
a programmer.

Les méthodes itératives ou approximatives pour la résolution des systemes linéaires de type A.x=b
sont basées sur ’idée de construire une suite de vecteurs x® qui converge vers une solution exacte x
en utilisant une fonction linéaire f telle que xX**1= f(x¥).

2- Définitions

a) Une méthode itérative est dite convergente si lir+n x®) = x ou x est la solution exacte du
X—+00

systéeme

b) Une méthode itérative x“*1= f(x¥) est consistante si x= f(x) avec x est le vecteur de solution
exacte

c¢) On appelle erreur a Iitération k de la méthode itérative le vecteur e(k)=x® — x
3- Méthode de Jacobi :
Soit le systeme :

ay1X; + QX5 + Ay3x3 + o AgpXy = by
Az1X1 + QX5 + Az3X3 + - AgpXy = by (1)
Ap1Xy + AppXp + Ap3Xg + o Ay Xy = by

Transformons le systéme en supposant que les éléments du pivot sont non nuls a;; # 0,i = 0+ n.

X1 = (b1 — Qi2x2 — A13X3 — =" — QinXn)/A11
Xy = (by — az1X) — A3X3 — =" —AnXy)/ A2z (2)
Xn = (bn = QppXg — AuzX3z — _aml—lxn—I}Kann

Cette forme est appelée forme réduite du systeme A.x=b. Pour résoudre le systéeme (1) on utilise
I’écriture (2) en portant les termes de droite a I’itération (k) et ceux a gauche a I’itération (k+1).

k k k k
x£ = (by — alzX§ ) — a13X§ ) alnxr(l ))/all
k+1 k k k
x;g ) = (b, — azlx;E ) — 4123?6; )~ _azﬂ.x‘::l ))fazz (3)

xiEL = (by — anzxz( ) an3xg ). _ann—lx;g-)l)/ann



En prenant une estimation initiale X(© = (xfo) x{0 ---,x(o)) et en utilisant le systéme (3) on

yN n

calcule X = (x(l),xgl), ---,x(l)) ensuite on remplace le vecteur X dans le systéme (3) avec

1 n
k=1 on calcule X et continue de la méme fagon de calculer les vecteurs X, x® xG) ...
jusqu’a la convergence.

Exemple :

0
Résoudre par la méthode de Jacobi en utilisant 3 itérations et un vecteur initial X° = (0) le

0
-1

b

X1+ 2x; =

systéme {—Jﬁ + x2 + 3x3
3x; +x;, —x3 =1

Le systéme s’écrira en forme réduite :

X =(2-x)/2 X, =1-2x/2

x; = (=1-x,—3x;)/-1 x; =1+x; +3x3
sera ,
x3=(1-3x—-1x3)/-1 x3=-1+3x;+x,;

14€ jtération :

;(11=1+xf-§+3x§ xi=1
xi=1-x0/2 cela donne x;=1
x}==1+3x0 +x0 %3 =1

2¢Me jtération

xi =1+ x3 + 3x} xi=-1
x:=1-x]/2 celadonne {xZ=05
x§j=—1+3x{+x] x5 =3

3¢me jtération :

x; =1+xf +3x3 x3 =105
x3=1-x2/2 celadonne {x3 =15
x3=-1+3xf+x2 x3 =35

4- Méthode de Gauss-Seidel :

La méthode de Gauss-Seidel est une amélioration de la méthode de Jacobi en effet elle rend le
processus itératif plus rapide.

Partons de la méthode de Jacobi, le calcul des vecteurs X, X x(3) ... méne a la convergence,
cela veut dire que chaque nouveau vecteur est meilleur que le précédent. On remarque dans la

méthode de Jacobi que pour calculer la composante xéz) du vecteur X on utilise celles de X

malgré que xfz) est déja calculée et elle est meilleure que xf). D’ici vient le principe de la

méthode de Gauss-Seidel, on utilise chaque composante des quelle sera calculée. Ainsi, pour



calculer la composante x.( D on utilise toutes les composantes de x“*" a xl(kfl) deja calculées a

I’itération (k+1) en plus de celles xl(fl D3 x(k+ ) qui ne sont qu’a I’itération (k). On écrit donc :
k+1 k k
( ) = (by — alzXE ) — A13X 35 o alnxr(l ))/"111
k+1 k+1 k
( ) = = (b — C"-Elx:E ) a23x§ )~ ~—a2nx,(1 ))/5'-22
{ k+1 k+1 k+1 k 4
( = (b3 a31x£ ) — Q32X 5 ). -—a3nx?(1 })/a33 (4)
k+1 S ey et k+1
\ Xy, Gerd) - (b — Qpp x;g ) — ApzX g ) —Upn- 1x( ))/ann
En prenant une estimation initiale X © = (xf’), x O, (0)) et en utilisant le systéme (4) on

calcule X = (xil),xél), (1)) ensuite on remplace le vecteur X dans le systéme (4) avec

k=1 on calcule X et continue de la méme fagon de calculer les vecteurs X, X, x5 ... jusqu’a
la convergence.

Exemple :

0
Résoudre par la méthode de Gauss-seidel en utilisant 3 itérations et un vecteur initial X° = (0) le
0

X, + 2x;, = 2

systéme {—Jﬁ + x4+ 3x3 =—1
3x; +x;, —x3 =1

Le systéme s’écrira en forme réduite :

X, =(2-x1)/2 X, =1-=x/2

x;=(=1-x,—-3x3)/-1 x; =1+ x; +3x3
sera ,
X3=(1—3x1—x2)/—1 X3=—1+3X1+XQ

1€ jtération :

xi =1+ x) +3x] x; =1
x3=1-x}/2 celadonne {x; =05
x3 ==1+43x]+ x3 x3 =25

2¢me jtération :

x2 =14 x} + 3x3 x2=9
xi=1—xi/2 cela donne  {x3 =-35
xi=—-1+3x}+x3 x =225
- 3™ jtération :
x1—1+x2+3x3 x} =65
x3=1-x3/2 celadonne {x3 =-315

xf=—1+43x}+ x3 x3 = 162.5



5- Condition de convergence des méthodes itératives

Pour que les méthodes itératives de résolution des systémes d’équations linéaires convergent il faut
que la matrice A soit diagonalement dominante ce qui est tres facile a vérifier.

On dit qu’une matrice est diagonalement dominante si la valeur absolue de 1’élément de la
diagonale est supérieure a la somme des valeurs absolues de tous les autres eléments sur la méme
ligne. On écrit donc :

lagi | > laj | + lagl + -+ lag_1| + |lage| + -+ [ap,] (5)

n

A > Z ||

j=1 j=i
Avec i variable entre 1 et n le nombre de lignes ou de colonnes de la matrice.
6- Critére d’arrét de calcul pour la méthode de Jacobi et Gauss-Seidel

On arréte les calculs pour cette méthode lorsque la différence absolue entre deux itérations
successives soit inférieure a une certaine précision € donnée.

| (D) — x| < ¢ (6)
Ici, il faut vérifier la différence pour toutes les composantes une par une.

xfkﬂ) - xfk)l <eg, |x§k+1) - xgk)| <&, |x,(1k+1) — x| <



