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Fiche de TD 2

Exercice 1 : A, B et C trois sous-ensembles de ensemble £ . Montrer que
- AUB=ANB=— A=B

22 Ac B=(CgBclpA

33 BCcC= (ANnB)C(ANC)

4-[([ACC)N(BCO)] < [(AUB) C (]

Exercice 2 : On définit sur R* la relation R par

1 1
Va,yeR" x%y(z)x2+—2:y2+—2
r Y
1- Montrer que R est une relation d’équivalence.
2- Déterminer la classe d’équivalence pour tout a de R*.
3- En déduire la classe d’équivalence de 2.
Exercice 3 : Soit f : R — {—ﬁ} — R définie par f(z) =2 — S
2 4r +6

* f est-elle injective ? surjective 7 justifier.

* Quelle restriction doit-on faire sur lensemble darrivée pour que f devienne une bijection ?

Dans ce cas donner 'application réciproque de f.
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Solution de L’exercice 1:
o AUB=ANB=A=RB?
Hypothese : AUB=ANB

But: A=1RB
recA=xrc AUB

==rx€ANB car AUB=ANB

= x € B, ceci implique que A C B

reEB=rcAUB
=r€ANB carAUB=ANBRB
= x € A, ceci implique que B C A
Donc AUB=ANB=— A=0B.
eACB=C(CypBclzA ?

Hypothese : A C B

But: EEBCCEA
velpB=2¢B

=x¢ AcarAC B

:>$€CEA

DOHCACB:CEB C [:EA

e BCC = (ANB)C (ANC)?
Hypothese : B C C

But: (AnB)C (ANC)

Vee(ANB)=x€ANzxz€B

CommeBCc(C=zecAANzec(C
=z (ANC)

Donc: BCC= (ANB)C (ANC).
e [(ACO)N(BCCO)«<=[(AuB)CC(C]?
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a. [[ACCO)A(BCO) = [(AUB) C C]?

Hypothese : (A C C)A (B C C)
But: (AUB) CC
Vee(AUB)—=zx€ AV z€B

Comme (ACC)N(BC(C)=zeCVzel

—ze(C

Donc: [([ACC)AN(BCC)|=[(AUB) C (]
b. (AUB)CCl=[(ACC)A(BCC(C)]?

Hypothese : (AUB) C C

But: (ACC)AN(BCC)

Vee A=z € (AUB) = z € C, ceci implique que A C C
VexeB=—z€(AUB) =z € (C, ceci implique que B C C
Donc: [([AUB)CC)l=[(ACC)A (B C ()]
Conclusion :

(ACC)AN(BC(O)] <= [(AUB) C (]

Solution de L’exercice 2:

1 1
Va,yeR $%y<:>$2+7:y2+7
z Yy

1) R est une relation d’équivalence :
a) R est réflexive V x € R* xRz ?

1 1
x%x<:>x2+7:x2+7

xr T
<—(0=0.

Alors R est réflexive.
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b)R est symétrique : V z,y € R* xRy = yRx ?

1 1
x%y<:>x2+—2:y2+—2
z Y
o, 1 2, 1
Y +7—$ +72
x

— yRz

Alors R est symétrique.
c)R est transitive : V x,y, z € R* xRy AN yRz = xRz 7

x2+i=y2+—
xRy 2 Y2 . )
AN = A :>a:2+—2:,22+—2:>x§Rz
1 x z
yz Y4+ =22+
z

Alors R est transitive.
Conclusion : R est une relation d’équivalence.
2) Classe d’équivalence :

Soit a € R*. Cherchons les éléments y de R* tels que aRy .
a={y€R"/aRy}

1 1
a%y(z)cz2+f2=y2+f2
a Y
1 1
<:>y2+2—<a2+a2):0
1 1
2 2 _
<:>(y —a)+;—?
2 2
2 2 a -y
= (y*—a”) + a2 =0
— (P —a*) 1 - L)y
Yy a y2a? -
y2—a?=0 v = a? y = *a
— 1 = ) - 1
1_W_O y“a =1 Yy = 5
1 1
Donc a = {a, —a, —, —}
a a
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. 1 1
2)2=142 -2 — —— .
) { 9 727 2}
Solution de L’exercice 3:

f est injective<—= V1, 19 € R — {—%}, flz1) = f(ae) = 21 =29 7

8—1'1 8—1’2
— =2 =2

f @) = f (w2) 4z, +6 420+ 6
& —x1 & — X9

4r1+6 4o +6
= (8 — 1) (4zg +6) = (8 — x2) (421 + 6)
= 3229 + 48 — 4x1x9 — 621 = 3221 + 48 — 4119 — 69
= 3221 + 621 = 3229 + 629
= 381 = 38xy = 11 = x5 donc f est injective.

f est surjective<—=Vy € R, 3 € R — {—%}, y = f(z).
Soit y € R

8—x:> 5 _ 8—uw

4r +6 Y 41 +6
=8—1r=02—-y)dr+6)=8—2=8r+ 12— 4y — 6y
= 8 -9z + 4oy =12 — 6y

= 4dry — 9 =4 — 6y
x_4—6y
4y —9

sidy—9+#0

V=17 n’a pas d’antécédent, alors f n’est pas surjective.

2

4—06 3 4—-6 3
x:4y_g GR—{ } car 4y_g=—2<:>27:8cequiest impossible.

e Pour f soit bijective il faut que I'ensemble d’arrivée soit R — {9}

4
e [’application réciproque de f est :
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