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Exercice 01 :
Soit A(4, 6, -5) et B(3, 2, -8) calculer: A+B, A-B, HK” H§H etcos(A , B)

Solution :
A(4,6,-5); B(3,2,-8)

—

A+ B = (41+ 6] — 5K) + (31 + 2] — 8K)

l

A+ B=7i+8— 13k

—

— B = (41 + 6] — 5K) — (31 + 2] — 8K)

>

A-B=1-47+3k

A = A= 42+ 62+(5)2 = A= 77 = 8,77
|B|| = B = /32 + 22+(8)2 = A= 77 = 877
cos(A B) =?

Le produit calcaire de deux vecteurs :

l

vs])

p

B = A.B.cos(A B) = cos(A B) =

>
oy}

A.B = (41+ 6] — 5K). (3T + 2] — 8K) = A.B =64

Donc : cos(A,B) = = = 0.831

Exercice2 :
Deux points A et B, ont pour coordonnées cartésiennes dans I'espace : A(2, 3, -3),

B( 5, 7, 2). Déterminer les composantes du vecteur AB ainsi gue son module, sa

direction et son sens.



Solution :
A(2,3,-3); B(5,7,2)

_/5-2\ (3
AB 7—3>: 4)
2+3/ \5

AB=37 + 47 + 5K
|AB|| = AB = /32 + 42452 = /50 = 7,071

La direction est détermine par les angles a, et 6 qu’ilfait avec chacun des axes du repeére.

, AB 7,071 ,

Exercice 03 :
Soit deux vecteurs A=7+3]—k et B=47+j+3K . Calculer: A+B, A-B,

_A>.§et_A>/\ E

Solution :
A=7+37—kK

A+§=(1+3] k) (41+]+3k) 51+4]+2k
K—§=(1+3] k) (41+]+3k)——31+2] 4K

AB=(1+37—Kk).(4i+7+3k) =14+31+(-1)(3) =4



-

AAB=|1 3 —1|=183-1(-1)]-j1.3-4.(-1)]+K[1.1-4.3]
4 1 3

AAB =10i—7j - 11k

Exercice 04 :

Déterminer le vecteur unitaire de la direction du vecteur F = 37 + 4] + 5Kk.
Solution :

F =37+ 47+ 5K

Le vecteur unitaire de la force F

I_f_ 37+ 47+ 5K
==

- — — 5
F=FU=U= S —
V32 + 42452 V50 /50" /50

U = 0,4247 + 0,565] + 0,707k

Exerciceb:
Déterminer le vecteur unitaire de la somme des trois vecteurs suivants :

A=47+6]—5K B=—37+3]+4K et C=21—2j+ 2K

Solution:
A = 47 + 6] — 5K

B = —37+37+4k
C=21—27+2k

La somme des trois vecteurs A, B et C

S=A+B+ C=5=31+77+K



Vecteur unitaire de la somme S

S sToT S 3+77+K Go 8., 7., 1.
= JS. —Y e —— = 1
S 32472412 V59 V59 59

Exercice 6 :
Soit les points A(1, 2, -1), B(0, 3, 4) et C(-2, 2, 1). Déterminer le point D(x, vy, z) tel

gue CD le vecteur unitaire du vecteur AB.

Solution :
A(1,2,—-1); B(0,3,4); C(—2,2,1)

Détermine le vecteur AB

—

AB ==} +7+5K

AB=+1+1+25= AB=+27

CD: Vecteur unitaire du Vecteur AB = AB = AB.CD
AB _ i+j+5K

Donc:CD:E— Nor

CD = —0,1927 + 0,192} + 0,962k

CO(x +2)T+ (y — 2)j + (z — 1)K

Donc les coordonnées du point D :
D(—2,192, 2,192, 1,962)

Exercice 7 :
Déterminer & de maniére que les vecteurs V; et V, soient orthogonaux

V,=31+2j—K : V,=ai + 3]+ 4k

Solution:
V,=31+2j—K : V,=ai + 3]+ 4k



Les vecteurs V; etV, soient orthogonaux = V, L V,
V_{ 1 Vz = V_{ . Vz =0

V; .V, =31+ 2] — K ).(of + 3] + 4K)=0

_, —2

V1.V_)2=3a+6-4:0$3o(:—2:o(:?

Exercice 8 :
On donne A = —T+ 5K et B = 47 + yj + zK. Déterminer y et z pour que les vecteurs

Aet B soient colinéaires.

Solution:
A=—1+5K;B=47+yj+zK

A et B soient colineaires = A A B=0

-

-l

AANB=|_1

K
0 5[=1(-5y) +j(-z—20) +k(-y) =0
4 'y Z

Donc:y=0 et z=-20

Exercice 9 :
Soient deux vecteurs U = (2, -3, 5) et V= (3, vy, -2). Exprimer, y pour que les

vecteurs U et V soient perpendiculaires.

Solution :
U=27—3]+5k
V=31+yj— 2k

ULV=0=6—3y—10=O=y=%4

Exercice 10 :
Soient les trois vecteurs : P =37+ 37— 2K, Q = —T— 4]+ 2K et R = 27 + 2] + 2K

Effectuer les opérations suivantes : P. (QAR) ; P.(Q +R) ;PA(Q +R)

9



Exercicell :

Soient deux forces E; et Ezfaisant chacune respectivement un angle de 25° et 35°

avec la résultante Rqui a une valeur de 400N. Déterminer les modules des deux
forces.

Solution :
R= 400N

Utilisons la regle des sinus :

F, -
BC _ AB _ AC
sin25  sin35  sina A N\ R R
25 a 35‘.k“‘,—"
a = 180°-(25°+35°)= a = 120° g
F, B

Tel que AB=F;; BC=F,; AC=R

y N F2 F1 R
D'ou — = — = —
sin 25° sin 35° sina
sin 25°
Fo=R. = = F»,=195N
sin120°
sin 35°
FiI=R. — = F1=265N
sin120°
Exercicel? :

Les forces F; et F, agissent sur le support comme le montre la figure ci-contre.
F1 = 100N, F, = 80N
Déterminer la résultante R des deux forces F; et F».

10



Solution :

F, =100N

F, =80N

Donc : F, = 76,60 T+ 64,287

—

Donc : F, = 69,28 T— 407

—

= F, = F,c0s40° 7+ F, sin40° |

F, =F1—F,] = F, =F,c0830°T - F,sin30°

R=F,+F, =R=[7660 7+64,287 ]+ [69,28 T— 407 ]

R = 145887+ 24,287

R= [R% + R]-2 = R = 147,88N

y
R
F, AN
40 R 4;\ -
A PR
— ~ >
\30 30° ’
7 N\
R ,
F,
B

Exercicel3:

—

La résultante de deux forces F, et EZ est égale a 50N et fait un angle de 30°

avec la force F1 =15N. Trouver le module de la force F, et I'angle entre les deux

forces.

Solution :

11




F,=15N

Selon le triangle ACD

AC’=AD?*+DC?>  tel que AD =AB +BD = F, + F,c0s0

DC =F, sinf

On obtient : R? = (F, + F,cos8)? + (F, sinB)?

RZZ F2 4 F2 4 2F1FC080.....cuvve e eeeeee e nn(1)

. __AD _ F,{+F,cosO
Nous avons aussi COSd = X r

Rcosa—-F4

DOl COS D = e (2)
Fy

En remplacante I'expression (2) dans (1) :

Rcosa—F
R%= F2 + FZ + 2F,F, (&) = R*=F? + F3 +2F,;(Rcosa —F,)

2

D'ou : F2 = R%- F2-2F,(Rcosa — F;)

Application numérique :

F, = /502 — 152 — 2.15(50cos 30° — 15) = F, = 37,76N

Angle entre les deux forces : "8"

. 50c0530°—15
Selon I'expression (2) : C0S O = C°357—76 = c0s 0 = 0,749

12



Exercice 14 :

La ligne d'une force R de 800N, passe par les points A (1,22, 0, 2,74) et

B (0, 1,22, 2,74) dans un repére orthonormé. Déterminer les composantes de

cette force.

Solution :
R= 800N
A(122 0 2,74); B(0 1,22 2,74)

Détermination les composantes de la force R:

R=R.U,p

Tel que UAB vecteur unitaire qui donne la direction de la force R
AB

Nous avons aussi : AB=AB.Upg = Upg = =

AB=-1,227 + 1,227

AB=,/(-1,22)2+(122)2 = AB=1725

-1,2271 + 1,227

7 = Uag =-0,7071 + 0,707 ]

—
UAB_

R = 800N (—0,7071 + 0,7077) = R = —565,61 + 565,67

Exercice 15 :

F ,F, .F,,F. schématisent les actions exercées par les cables sur la téte de la

vis. Déterminer la résultante des quatre forces.




Solution :
F, =40N ; F, =30N; F; = 50N ; F, = 30N
La résultante des quatre forces :

R=F, +F, +F; +

211

1% étape : on doit connaitre les composantes de chaque force :
1 =—F,1 +F,] = F,=—F;sin157 +F, cos15 j
F,=-10357 + 38,647

F,=F,c0s357 +F,sin35] = F, =24577 + 17,217
F,=F,c0s457 -F;sin45] = F; = 35,357 - 35357
F,=—F,sin157 -Fscos15] = F, = —7,761 - 28,987
L’expression (I) nous donne : R = 41,817 + 8,487

La résultante des quatre forces :

R=,/(41,81)% + (8/48)2 = R = 42,66N

Exercice 16 :

Déterminer les tensions des cables dans la figure suivante :

i

w B,

m = 60 Kg

14
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Ten

Solution :
Au point C nous avons :

T
—

Tea+Tg+P=0 o T .

Yr Trg
La projection sur les axes (C, XY), donne :
—Tca COS70°% + Teg COSL0% = 0 v et ee e e een e (1)
Tea SINT0° — Tep SIN10° =P =0 oo e (2)
cos10

En remplacgant I'expression (3) dans (2) :

P
2,706 TCB = 0,174 TCB :P — TCB ﬁ

Tca=1,137P
Donc : Tga = 669,24N

Tep = 232,46N

Exercice 17 :

Dans un repére orthonormé, deux points A et B ont pour coordonnées :

A(2, 2, -3) et B(5, 3, 2) ; Déterminer :
1) Le moment du vecteur glissant AB par rapport au centre O du repére ;

2) Le moment du vecteur glissant AB par rapport a la droite A passant par le point

Oetle pointC(2, 2, 1)
Solution :
A(21 21 _3) ; B( 51 31 2)

1) le moment du vecteur AB par rapport au centre O du repére

—_—

AB =37 + ] +5K

15



. 2 3
M(AB)io = OAA AB = (2)/\(1)213? -197 - 4K
-3/ \s5

2) le moment du AB par rapport a la droite (A) passant par le point 0 et le point

C@ 2 1)

M(AB)a = |M(AB)/, .T|.U

Tel que U vecteur unitaire qui donne la direction de la droite (A) definie par le point
0 etle pointC:

= 25 25 1
=>U=—]+—]+—k

— 0C _ 27 +2]+K
3 37 37 3

M(AB)A =[137 — 197 — 4K].|31+ 27+ 2K

g _ 16 —
M(AB)/A =-—U

Exercice 18 :

Calculer le moment en O de la force F agissant au point B.

s

Im

B Y
1414 N R
A 06m

!
Y

ALILLIRRN \L\\ WS
o
|
|
|
I
im
£ J

Solution :
F=1414N

M(F)/0 = OBAF

sl

=247 — ]

F=F sin457+ Fcos45 ] = F = 999,857+ 999,857

16



S 24 999,85 .
M(F)/0 = —1> A 999,85) ~ 3400k

0 0

M(F)/0 = 3400N .m

Exercice 19 :

Une plaque triangulaire ABC de masse négligeable est maintenue dans le plan
horizontal (X, y) par trois cables verticaux attachés aux points A, B et C. trois
charges verticales P4, P, et P3 sont appliquées respectivement aux milieux de AB,
BC et AC. On donne : AB=AC=6m et P;=P3 =100N, P,= 145N.

1) Déterminer les vecteurs moments par rapport a A des forces extérieures
s’exercant sur la plaque.

2) Déterminer les tensions Ta, Tg et Te.

Solution :
AB = AC =6m

P, =P3 =100N; P, 145N
1) moment des forces (T¢; Tg; Ta; Pr; P,; P;) par rapporta A

M (?A)/A: O

_

M(Ty)n= AB AT,

17



. 0
M(P,)a = AG, AP, = 3>/\ >:-3P1T
—P,

. 3 0
M) = RGP = s)A o):-spzf+spzf
0

3 0

M(P;)a =AG3 AP; = (o>/\( 0 >=3F’3T
0 — P

2) determiner les tensions Ty; Tg; T

On applique le principe fondamental de la statique :

Y Faot SO =P 4P, 4P +Ts + Tg + To = 0o e,

La projection sur les axes :

L'axe (OZ) i Te+ Ta+ Ta = P Py 4 Py oo,

Zi M(m)m = 6 = M(Bl)/A + M(Bz)/A + M(E%)/A + M(?B)/A + M(?C)/A = 6

La projection sur les axes :

D’apres les équations (2) ; (3) et (1), on obtient :

Tp="1%  Ty=1225N
Te==22 Tc=1225N

Toa=(P, +P, +P;) — (Tc + Tp) T, = 100N

18
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Exercice 20 :

Une barre homogéne AB de poids P et de longueur L. appuyée en A sur une plate
forme rugueuse et extrémité B est fixée par le cable BC, inclinée d’un angle de 45°
avec I'horizontale (voir la figure). Sachant que le coefficient de frottement de la
barre avec I'horizontale est fs. Déterminer I'angle que fait le cable BC avec

I’horizontale permettant la barre a glisser vers le point D.

B

4 S L PR A S T Tt R

Solution :

On applique les deux principes fondamentales les de la statique :

ZiE’:O etZiM(Q)/ﬁ@
Y iFot S0 =P+Tg+Rag +Na = 0. (D)
La projection sur les axes :

e (XX):=-RaxtTgcosp =0=1,.Ny = Tgcos

Doncona:fs Ny = T_B’coscp(l)

19



o (YY):-PH+Np+ TgSIN@ =0.cevviiiiiiiii e (2)

YiM(Fex)a=0 =0= M(P )a+M(T5)a=0 coocerrirriiiiieeeiirieeeeeeee (1)
(1) AGAP +ABATEZ0 .o oo (B)
Ecos45

— ] 2 = 0 L cos45 Tg cos¢

AG| , P ( );AB( | ) Tl
Esin 45 -p Lsin45 Tg sin@

3): - chos45+LTB cos45sing — LTgsin45cos@ =0

Remarque : un cas particulier : sin45 = cos45

P

P . _ _

Donc : — . Tgsin@g —Tgcosp =0= Tz = ZEinomcosg) 4)
YiM(Fext)s=0 = BGAP+BAAR, =0

= cos45
(‘2005 \ 0 —Lcos45\ /—fNy 0

L Mop)™ ' 4 -
\—isin45/ — —Lsin45 Na 0

L . _ _ P
+P.-c0s45 — Ny. Lcos45 —fsNup.Lsind5 =0 = N, = T ERRIRRRIE (5)

En remplacant I'expression (5) et (4) dans (1) :

_ P _ Pcoso
T 2(L+fy)  2(sing —cos®)

1
=>tgp=2+_—

fs -
s

D'ou : ¢ = arctg (2 + é)

Exercice 21 :

On maintient une poutre en équilibre statique a I'aide d’une charge P suspendue a
un cable inextensible de masse négligeable, passant par une poulie comme
indiqué sur la figure. La poutre a une longueur de 8m et une masse de 50 Kg et

fait un angle de 45° avec I'horizontale et 30° avec le cable.

20



Déterminer la tension dans le cable ainsi que la grandeur de la réaction en A ainsi

gue sa direction par rapport a I’'horizontale.

Solution :

A////////////////////////

L=8m ; m=50kg

Déterminer TgetR,

YiForr =0 = RA+P+Tg =0 oo e e e e e e e e e e eee e e e (1)
La projection sur les axes :

(X X) :Rax=TBCOSLE = 0 e ottt ve e et et et e e e e e e e e e e e e e e e (1)

(YY) i Ray-TeSINAS =P i v e e e e e e e e e e o0 (2)

YiM(Fex)a=0 = M(P )a+M(Te)a=0ccrrvieiiiiiiiieieiieieeeeie e (1)
(I : AGAP +AB A T=0

V2 0 442 —Tg cos 15 0

A + A _
2\2 —P a2 —Tgsin15 0

-24/2P - 44/2 Ty sin 45 + 4+/2 Ty sin45 = 0

P
2008 15_SIm L) ©* 1 1" T

Donc: Tg = .. (3)
AN : Ty = 346,89N

21



En remplacant I'expression (3) dans (1) et (2):

Pcos 15

Rax= —————
Ax 2(cos15-sin15)

Psin15

= Sosissimts) 7 = Ray =58028N

RAy

Ra= 670N

Exercice 22 :

Une barre homogene pesant 80 N est liée par une articulation cylindrique en son
extrémité A & un mur. Elle est retenue sous un angle de 45 avec la verticale par
un cable inextensible de masse négligeable a I'autre extrémité B. Le céable fait un
angle de 20° avec la barre. Déterminer la tension dans le cable et la réaction au

point A.

Solution :

La barre : P = 80N ;

Point A : articulation cylindrique = deux forces

D’'une fagon générale : * La barre fait un angle B avec la verticale
* Le cable fait un angle a avec la barre

22



Déterminer la tension Tz et Ry :

—

Y iFort S0 = P A Ra F Toe = Onneeeee oo,

La projection sur les axes :

(XX):Rax - TgeSINB—a) =0 = Rpy = T SIN(B—0) cevivveieieieiiiieee e,

(YY) :—P+ Tgccos(B—a) +Ray =0 = Rpy =P — T COS(B— a).cevvvreennnnn.

YiM(Fext)a=0 =0 =AGAP+ABATEe = Ouvvroeeieeee e e,

/ 2sm B \ 0 LsinB —Tgcsin(B — ) 0
A
\ L o B/ —Lsinp Tgc cos(B — a) 0

On trouve :

P sinf

—smB T[sinBcos(B— a) — TcosBsin(B— a)] = Tgc=

=sina

En remplacant I'expression (3) dans (1) et (2):

P sinf

RAX :E.m.SIH(B —O()

sinBcos(B — a)
2sina

Ray =P|1—
Application numeérique : on remplace § = 45° ;a = 20°

Exercice 23:

2 Sln0(

(1

(1)

(2)

(I

..(3)

Soit une barre AC fixée a I'appui A et au cable BC (voir figure). Déterminer la

réaction au niveau de I'appui A et la tension du céble.

A
y

23



Exercice 24 :

Calculer les réactions d’appuis de la poutre ci-dessous.

Z'OOI A-A_ AB lqﬂ l l-i 'Ilmx l 9KN /é] k ?\u

ﬂiiuﬂ» 2m *Im | lm Im |
7 00 < }i{ | »e >

Figure 01 Figure02
Solution :
Figure 01
F,
'.:. +... ..\:
! s
L W i : 1
R, Ry, 200 35 15 |
e S AT
Zimzo = I—:)1+I—:)2+I—:)3+§A+§B :6 (l)

La projection (xx') :
Fi —F3c0860 +Rpx =0 = Rpx = F300560 — F; = Ry = —5kN
La projection (yy') :
Ray —F2 —F3s8in60 +Rg, =0 = Ry, + Rg, = F, +F3sin60... ... ... (1)

On a deux inconnues : R, et Rgy,

YiM(Fext)a =0 = Rpy. 7 — F55in 6055 —F,.2 = F;.2=0... ... ... .. (1)
= Rpy. 7 =F,.2+F;.2+ F;sin60.55 = Ry, = 73,6KN

(1) : Ray = 37,4KN

24



Figure 02

=6kn F, = 9kn F, = 4kn
P A
TRA RByT

YiFert =0 = F 4P+ Q+ Ry +Rp =0 e e e (1)
La projection (xx') :

Rgx — F,c0s60 =0 = R, = F, c0s60 = Rg, = 2KN

La projection (yy') :

—Q—F; —F,8iN60+Rpy + Ra =0 oo oo s e e e (1)

YiM(Fext)n =0 = Rpy.3 —F,sin60.2 —F;.1+Q.1=0

__ 2F,sin60+F;—-Q
== RBy - 3

Donc : Ry = 292 — Ry = 331KN

(1):Ry = Q+F; +F,sin60 — Ry,

Ra = 15,15KN avec Rg = 3,87KN

Exercice 25:

Déterminer la tension dans le céable AB et la réaction d’appui (voir figure).

Ondonne: a, b, 6, R.

25



Solution :

.
Typ

Les vecteurs de charges :

(0 _ Rex . Tapcosf3
0 0 0

Rex + TagCOSB =0 Rex = —TAgCOSB .o vv o e

(D: =

Rey —F— TagsinB =0 Rey =F+ Tapsinf........

Nous avons deux équations (1) et (2) avec trois inconnues :

YiM(Fex)c =0 = M(Tpg)/C+M(F )/C=0.0cocve e (1)
S L acosd TagcosP
M(Tag)/C = CAATpg = (—asin 9) A (—TAB sin 3)

0 0

= a Top(cos9sin B + cos Bsin 9)k = a Ty sin(9 + B)

_ __ . _, (bcos?d o0\ _,
M(F )/C :CD/\F:<bsin8>/\<—F> = k[—F.bcos 9]
0 0

(I1): aTpg(cosdsin B + cosBsind) = FbcosI

5 T F.bcosd
onc =—-
AB ™ asin(9 + B)
. _ __ —Fbcosdcosp
A EtTe s I:(1+bcosf)sinﬁ)
= sinf3 = —_—
cy agSINp asin(9 + p)

26
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Remarque : I’angle 3 est inconnu :

L2 = a%cos?9 + (R —asind)? = a2 + R? — 2aRsin 9

L =\/a® + R? — 2aRsin 9

inp R —asind ing R —asind
sinf = — = sinf =
L VvaZz + R2 — 2aRsin 9
] R—asind
B = arcsin -
VvaZz + R2 — 2aRsin 9
Exercice 26:

Déterminer les réactions au niveau des appuis de la poutre suivante :

IF

S "

v Y1

1
1
1
:
o ZFE
1
1
1
1

c

Exercice 27 :

300N et de longueur 2L est maintenue en position

Une poutre de poids P
horizontale par deux cébles DB et CB comme indiqué sur la figure. On suspend a
son extrémité une charge Q = 500N. L’articulation au point A est sphérique.

Déterminer les tensions dans les deux cables et la réaction au point A.

I5m L3m |
z -
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Solution :

P=300N ; 2L
Q = 500N
Point A : articulation sphérique : 03 forces

*déterminer : Tgc ;Tgp ;Ra

(o) o) <) o(2) ()

-

P=—P]
?BC = Tgc. UBC

g _BC_ —37+ 2] - 15k
7 BC /1525

Tgc = Tgc(—0,767+ 0,5] — O,SSE)

= —0,767+ 0,5] — 0,38k

Tgp = Tpp. Ugc

. BD —37+ 2J+15K } R -
Ugp = — = = —0,767+ 0,5] + 0,38K

BD /15,25

Tep = Tap (0,767 + 0,51+ 0,38K)

En Aliaison sphérique : Ry ;Ray s Raz

La poutre est en équilibre statique :

YiFext =0 et LiM(Fexr)a =0
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YiFori =0 = RA+P+Q+Tae+Top = 0o cie ceeeee e oo e e eeneve e e (1)

La projection sur les axes :

Ray — 0,76Tge — 0,76 Tap =0 wovvvveeveerenen (1)
Ray 0,5 Tac + 05 Tgp = Q =P =0 .ovovevrnnn, )
Ray — 0,38Tgc + 038 Tap =0 vvevvvvvvvreeneenen(3)
YiM(Fexc)ia=0 = AEAP + ABA (Tge + Tpp) + (ABAGQ) =0 oo oo vv e e (1)
15 0 3 —0,76 Tgc 3 —0,76 Tgp 3 0 0
(0) ( P)+(°)A( onar )0 (o (99
0 0/ \o/ \-038Tzc/ \o/ \ 038Ty o/ \o 0
4 3.0,38Tzp — 3.0,38Tzc = 0. e e e e e e (B)
I\ 15P—3Q +3.05Tgp +3.0,5Tgc = 0. e e e (B)

(5): Tgc=Tgp =T

1,5P+3Q
3

(6): Tgc = Tgp =
(1): Ry, =1,52T
(2)ZRAy:P+Q—T

(3) : RAZ =0

Ra= \[RZAX + Rsz + RZAZ

AN :T=650N; Rs =988N; R, =150N; Rs, =0, Ra=999,32N

Exercice 28 :
Une barre ABC coudée & 90° en B est fixée au mur par Une articulation sphérique

(A). Elle est maintenue dans sa position horizontale par trois cables DB, EB et FC.

Au point K, on applique sur la barre une charge verticale Q=200N.
On donne AB=4m ; BK=KC=1m ; AD=AE=3m.
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Les poids des morceaux AB et BC de la barre sont respectivement P;=800N et

P,= 400N.
1- Etablir les équations scalaires d’équilibre statique de la barre ABC.

2- En déduire les valeurs des tensions des céables et de la réaction d’appui au

point A.

Solution :

Liaison sphérique En A:Ruy ;Ray ;Raz

Q = 200N

P, = 800N ; P, = 400N

AB=4m ; BK=KC=1m

AD = AE =3m

1) établir les équations scalaires d’équilibre statique de la barre ABC :
E):_P1E ;EZ):_PZE; GZ_QE

?BD = TBD-UBD

Ugp: Vecteur unitaire qui donne la direction de Tgp

(o) o9) <)o) <le) )L
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T)CF = Tcp. UCF

G = CF _ —4i+3k _
CF™ cr ™ vie+o

s
5 5
= —=14+-
Ter TCF( 21 5k)
La barre ABC est en équilibre statique :

YiFext =0 et Y M(Fexc)a=0

—

YiFort =0 =Rpo+Tap+ Tee+ Tep + P, +P, +Q =0 oo oo oot oo o el

La projection sur les axes :

( 4 4 4
RAx"'O"'O"'O—gTBD—gTBE—gTCFZO

3
{RAy+O+O+O—gTBD—O—O:O

3 3
L RAZ_Pl_PZ_Q+O+gTBE+gTCF=O

Donc :
(

3
5

\

YiM(Fext)a=0 = ABA (Tgp + Tgg)+ ACA T + AGAP, + AK AP, +

31
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3
Raz +g(TBE FTep) = PLHP, Qi

X0
(1)
[(2)
(3
AKAQ=0



D’apres calcul vectoriel ; on obtient :

gTCF N o =1 J T DR €'

12 12

e+ 5 Tor = 2P = 4P, = 4Q =0 (5)
12 8

Dong, il existe 06 équations scalaires d’équilibre statique

2) déduire les valeurs des tensions Tgp, T, Tcr €L R

(4) :Tep =2(P, + Q) = Tep = 500N

T
(5) : Tag = 2 (P +P, + Q) = Ty = 1166,67N

(6) :TBD =2 (Pz + Q) = TBD = 333,33N

T 9

(1) : Ray = 1600N ;R,, = 200N ;R,, = 400N

Exercice 29 :

Un mat vertical de poids négligeable est soumis a une force horizontale F de 4 KN

(paralléle a I'axe y) et est maintenue a la vertical par deux cables BC et BD et par

une liaison rotules (sphérique) en A.

1) Exprimer vectoriellement la force F et les deux tensions Tsc et Tgp agissant sur

le méat en fonction de i, j et k.

2) Ecrire I'’équation vectorielle exprimant la premiere condition d’équilibre du mat

désignant une résultante nulle. Déduire les équations projetées selon les trois

axes x, y et z.

3) Déterminer les vecteurs moments par rapport a A de F, Tgc et Tgp.

4) Donner les équations d’équilibre, projetées selon les trois axes, caractérisant un

moment résultants nul.
5) Déduire les deux tensions Tgc et Tgp ainsi que la réaction Ra.

on donne B (0, 0, 6) ; C(-4,0,0) ; D(3, 3,1) ; G(0, 0, 3)
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Solution :
F = 4KN

B(006);C(—400);D(331);G(003)

Liaison sphérique En A: Ry, ;Ray i Ra,

1) Exprimer vectoriellement la force F et Tgc ; Tgp
F=—F]

?BC = TBC-UBC

Ugc : Vecteur unitaire qui donne la direction de Tgc

_BC _ —4i-6Kk _

Ugc = B VieTe —0,4471 — 0,894k

Tac = Tpc (—0,4471 — 0,894K)
?BD = TBD-UBD

— _ BD _ 3i+3j-5Kk
UBD o
BD  9+9+25

= 0,4587 + 0,458] — 0,763k
Tsp = Tpp. (04587 + 0,458] — 0,763K)

2) les équations d’équilibre :

La barre en équilibre statique : ¥; Foyr = O

l_:)+?BD+?BC+ﬁA:6
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[ Rax — 0447 Tac + 0458Tip = 0 e oo e oo e e e (1)

|

L Ray = F 40458 Ty = 0t (2)

|

Ry, = 0,894 Tac — 0,763 Tap = 0o vooe oo oo (3)

Déterminer les vecteurs moments par rapport a A :

- 0 0
M(F )= AG/\F=(O>/\(—F>
3 0

M(F ) =3F

O _0,447 TBC
M(Tgc)a = ABA Tge = (o) A ( 0 )

6 0,894 Tye

M(Tgc ) = = 2,682 Tl

. 0 0,458 Tgp
M(Tgp )a= AB A Tgp = (o) A ( 0,458 Tgp )

6 _0,763 TBD

M(Tgp)ia = —2,748 Tpi+2,748Tgpl
4) Donner les équations d’équilibre, projetées selon les trois axes, caractérisant un

moment résultants nul.

M(l_:)ext)/A = 6 . M(l_:) )/A +M(?BC)/A + M(?BD)/A = 0
BF — 2,748 Tap = 0o e ve et oee vt vt oot et et et et et et et e e eneeen e e eneene ene o (4)
2,748 T 4+ 2748 Tap = 0 cee o vvv e oo cee e oot et e eee oo e eve e e e (B)

5) Déduire les deux tensions Tgc et Tgp ainsi que la réaction Ra

(4): Tgp = — F= Tgp = 1,09F

2,748
Tap = 4,37KN

2,748
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(1):Rpy = 0,447 Tgc — 0,458Tgp = Rpy = 0
(2): Ray = —F + 0,458 Tgp = Ray = 2kN

(3):Rp, = 0,894 Tz — 0,763 Tgp = Ra, = 0,671kN
Exercice 30 :
Une porte métallique rectangulaire de densité uniforme de dimensions a x b, de
poids P, est maintenue en position verticale par deux articulations, I'une sphérique
au point O et l'autre cylindrique au point A. Une force F est appliquée
perpendiculairement au plan de la porte au point C milieu de la longueur. Afin de
maintenir cette porte en position fermée, on applique un moment M au point A.
Déterminer les réactions au niveau des articulations O et A ainsi que la force F
pour ouvrir la porte.

Ondonne:a=2m, b=3m, BC=Db/2, M= 400N, P=800N

Az

Wwum
==
C‘\ b

y 7

| —
g

x\‘x

Solution :

Une porte : a.b
a=2m;b=3m;BC=>b/2

M =400N.m ; P = 800N

Liaison sphérique en O: Roy ; Roy ; Ro;

Liaison cylindrique en A : Ry, ; Ray
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La porte est en équilibre statique : ¥ Fore = O €t X M(Fexe)io = O

-

1)P = —Pk
F=F
ﬁ)o = ROXT +ROyT+ROZE

Ra=RaxT +RyyT

Y iFaxt = 0 = Pt FHR TR A = O]
T s TR

Roy F Rag = 0t cieces ettt et sttt i oottt et et s e e e

Rz = P =0 oot oot oo oot et et e et et et et et et e et et et et o et et

YiM(Fext)io =0 = OAAR, + OCAF +

0
o_/i(o>; 5la): og

b

O RAX
an : (o) A (RAy> +
b 0

N O
NvNjoNnIvsO

)

N O

2

(6):F:—%=>F:- 200N

(5) : Rax = == = Ry =100N

(4): Rpy = % — Ryy = - 266,67N

(3) : Ro,=P => Ry, =800 N

NjT NI O

—

OGAP+M=0 oo oo

. a
DRy = 5P = 0

3 b
o] o T

U aF = M = 0 s o e e o e e e e e e e e e e
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(2) :Roy=—Ray = Ry = 266,67N

(1) :Rox=—F — Rax = Ry =100N

Exercice 31 :

Une plaque triangulaire, homogéne, de poids P, est maintenue en équilibre statique dans
la position horizontale, par une corde inextensible BD, de masse négligeable, comme

indiqué sur la figure.

- Déterminer la tension dans la corde et les réactions aux points A et C sachant que
la liaison en point A est sphérique et en point C cylindrique.
On donne: AB=AC= AD=a

/Le centre de masse de la plaque est le point G de coordonnées (a/3, a/3, 0)

C gsrw
<
¥
Solution :

AB=AC=AD=a

r(3):2(3):<) ()

Le centre de gravité de la plaque triangulaire ABC : G (a/3, a/3,0)
Liaison en A sphérique : Ray ; Ray 5 Ra,
Liaison en C cylindrique : R¢y ; Rey

Déterminer Tgp ; Ry €t R,

La plaque est en équilibre statique : ¥ Fere = O €t X M(Fey)ia = O
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ZiﬂEa =>|3)+?BD+§)A+§)C:6

_:_ _)___) J_i—)__ N —
Upp = o =~ = 227 Y2 = _0,7077 +0,707K

Tep = Tep (-0,7077 + 0,7072)
La projection sur les axes :(0,XYZ)

Rax — 0,707 Tap + Rix = 0 eve cee coe oo eeeeee ees eee oot e s eee eve een oo e evn e o (1)

(
TRy = 0ttt (2)
|
\

S o A P - B o e (TR ¢ )

YiM(Fext)a=0 = ABATgp +AGAP +AC+Rc=0... covvvvvreeeeeieeee e (1)

a —0,707 Tgp 0 0 Rex 0
0= 4o )12 (2)+(5)(2)- (3
0 0,707 Tgp —P 0 Rez 0

a
( =3P F ARG = 0 (4)

QwIim wlw

N

a
0,707 8 Tgp + P = 0 (5)

\—8RCx T 0 1ttt e e e e (B)
(6) :Rex =0

(5) : Tgp = 0,471 P

(4):Re, = =

(3):Raz = 0,334 P

(2):Ray =0

(1) :Rax = 0,333 P

Tep =0,471 P :R, = 0471 P; RCZ:E
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Exercice 32 :
Une tige courbe homogéne est formé par trois cercles (un cercle de rayon 2R et

deux cercles rayon R). Déterminer les coordonnées de son centre de masse.

e

14

NG

x

Solution :

1) centre d'inertie d’'un demi-cercle de rayon 2R :
L'axe (Oy) est un axe de symétrie, donc :
Xig=0
Ye1= milfydm. (le centre de masse du solide est situé sur I'axe Oy, )

Le solide est linéaire, sa masse est donné par :
m,= [ 3df ol 3 est la densité linéaire et df un élément de longueur.

dl’{xz 2R cos® avec0<06<m

y=2R sin6

my=3 [ d¢ =) [ 2Rd® = m,=32R [ d6 = m,= 2R,

1 1 . 1 -
Yi6= o J ydm = —— [ 2R sin 6 32Rd0 = y, = — 4R%) J, sine de

2R T R
Vie= = [—c0s0]y = y;6==

X1 =0
Gl{ _ 4R avec m;=12mR

Yic =7

b) centre d'inertie d'un demie cercle (2) rayon R :
Masse d’'un demi-cercle :
dm,=3xd{,

Méme méthode : m,=a1TR
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X = —R cos 6
y=-Rsing OSO=sT

xzczmifxdm tel que : dl’{
2

1
Y26= - J ydm

1 _ 1 m
Xo6= [ R cos@dm = — [ "R cos®.)Rd6
X26= ;Tl;foﬂ cos =>x2G§[sin e]g =0

1 1 . _ R m .
yZG_m—nydm = —[—RsinB3Rd6 =— [ sin6de

2R

T
V2=~ [—c0s 0]y = Yae=— =

Remarque : par la symétrie « demi-cercle 2 et 3 », on trouve :
2R . .
Y26=Y3c = — ainsi m,=m3=3TTR
Le solide est homogene, alors les coordonnées du centre d’inertie du solide qui

est un systeme composé seront données par les relations suivantes :

M31X1G+myxyG4+M3X3G

Sur I'axe des x : Xg=
mq+mp+msg

Dou:x;=0
De méme sur l'axe des y :

_M1Y1G+myy,g4+m3y3g
Y6=

mq+my+mg
D'ou :

%.an(—%)(ma)—%(nm

2nR+mR+mR

Yo =
R

Ye =7

. . . , R
Les coordonnes du centre d’inertie du solide composé sont : G(O, ;).
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Exercice 33:
Déterminer les coordonnées du centre de masse de la surface du triangle isocéle

présenté ci-contre :

A
Y
a
X
O a
—
Solution :
Soit S : la surface du triangle
dS = dxdy : la droite limitant le triangle a pour équation :
y=-x+a ; ol Xx=-y+a
— 2 2
S = [dxdy = foadx.foa Tdy = foa(a —x)dx = a? _a?: a?

a2
dm=cds = m= 0.S =>m=0?

1

= [xodxdy = %foaxdx foa_xdy

XG:ifxdm ==

Xg= %fx(a — X)dx = Xg= % [foa axdx — foaxzdx]
_ 2 [a® _a
*= 5] = %a =3

1

o a?

20

[yodxdy= =% [ ydy [ dx

YG:é [ ydm =

o a?

a

Vo= = J y@—y)dy = yg =2

z . . N a a
Les coordonnées du centre de masse du triangle isocéle : G(}g)

41



Exercice 34 :

Déterminer les coordonnées du centre d'inertie de la figure suivante par

intégration et par le théoreme de Guldin.

Solution :
1) Par intégration :
L’axe (Oz) est un axe de symétrie ; donc :
Xc=0; ZG:ifzdm
a)centre de mase du demi-disque de rayon R :
m,=[ o dS ol o : estladensité surfacique
ds : I'élément de surface a pour coordonnée :

ds{x:rcose avec 0<0<m;0<r<R

Z=71rsiné

2

m;=c [rdrdf = o fOerrfondH >m =c.7 R?

2

o TMR2

ZlG:milfzdm = [rsin®.ordrd6

_ 2 R3m . _ 2R ,T
7167 ?fo sinBdf = z,; = 3—[— cos 6] 7

s
z6== 61 (0,3)

3T 3
b) centre de masse d’un triangle :

Masse du triangle :

m, = 082202.%R2 = m, = o R?
1 1

ZZG—m—Zfzdm —m—zfz o ds

42



L’élément de surface est donné par : dS,=DE.dz =L.d z

Les triangles ABC et DEC sont semblables, on a alors :

DE_FC_ L _R-z_ .o
AB_OC 2R R T~z

Donc:dS, =2(R—z)dz avec 0<z<R

1

RZ fZO-dSZ =

1

o R2

22677 fOR 0z.2(R —z)dz > chzg

Centre d’inertie du solide est donné par la relation suivante :

_My1Z1G—MyZG _ S1Z1G—S222G

G mq—moy S1—S»2

nRZ2 4R R2R

_ 2 3m 13 _

2

R

winN

m—2

Le centre d'inertie du solide :

G(O 2R)
- 3r -2

2) Par le théoréme de Guldin :

Relation par rapport a 'axe OX , donne la coordonnée z;; :

_Viot/x
27 Stot

Par le théoreme de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous

déduisons le centre d’inertie du solide composé :
Demi-disque (surface) — une sphére (volume)

Triangle (surface) — 2 cones (volume)

%TL’R3 —21‘[.%.1:{2 2
Zg— 5 - ZG = - —
27-[(%_1:(2) 3 -2
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Exercice 35 :

Déterminer le centre d’inertie du systeme ci-dessous par intégration et par le

théoreme de Guldin.

Solution
1) Par l'intégration :
a) soit S; la surface du triangle :

dS, = dxdy ; la droite limitant le triangle a pour équation :

b . a
y—a(—X+a),ou X—B(b—y)
a g(—x+a) ap
Slzfdxdy:f dxf dy:f —(—x + a)dx
0 0 o @
a
Slzb.z

le:mifxdm :ifm ds; = sifde1

b
XlG:bz_.a | xdxdy = sz J,, xdx fOE(a_X) dy

2

b ra
E'Qfo x(a — x)dx

_ 2 ra_b _
XlG_ﬁfo x~(a—x)dx = X6 =

a
0

a
3

%3
3

_2 x? a _

2

Y1G:mi1fydm :Gislfyc ds, = sl—lfdel

b 2(b-
Yie= [ ydxdy == [ ydy [5° dx
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b b
Vic=ps Jy Y2 (o —y)dy == .2 [P y(b — y)dy

21b _ y*|b b

Y6z [by? s o] = Y1673

2) soit S, la surface du demi-disque :

dS, = rdrd6 0<r<R et—gsesg
R g Rz
S, = dSzzjrdrdB:j rdr| dée=mn—
0 L 2

2

ch:mifxdm =mfR2frcoseordrde

T

_ 2 R® 5 _4R

Xo6=— & J'xC0s0d0 = Xpe=__
2

4R

H . - X =
Donc : centre d’inertie du demi-disque : { 2G 7 3y
Y26 =R

Le centre d'inertie du solide :

_ MyX1G —M2X2G __ S1X1G — S2X2G

G mq—moyp S, -S4
aba _ mR?4R a?b _ 2R%
— 23 2 31 — _ 6 3
X6~ _me X6 T I Ry
2 2 2
a?b — 4R3

_Myyi16 —Myyaq — S1¥16 — S2¥2¢

yG m;—m, Sl - SZ
QE _ mR2 ab? _ mR3
Vo= 2'3 2 6 2
- 2 — T
G ab _ mRZ =—(ab — TR?2)
2 2 2
ab? — 311R3

Ye= 3(ab — MR?)

a’b - 4R3

ab? — 31R3

Le centre d'inertie du solide (S) composé : G (
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2) par théoréme de Guldin :
Par le théoreme de Guldin, en faisant tourner le solide autour des axes, nous
déduisons le centre d’inertie du solide compose :

Rotation du solide pour rapport a I'axe OX, donne la coordonnée yg:

y _ VtOt/X _ VCOIle - V
¢ = -
2TS o1 2T[(Striangle - Sdemi—disque)

1 ., TTR2

=mb“a — 2. R—— b%a — 31TR?
Yo = 3 2 = Y6 T 5/ o2y

G (ab nRZ) ¢ 3(ab — TR?)
M7~ 2

Rotation du solide pour rapport a I'axe OY, donne la coordonnée Xg:

1 24 s
_ Vtot/y _ Vcone - Vsphere _ §T[a b— §1TR

T 2t o (2-T) " (R

2 2 2 2
a’b — 4R?
X~ =
¢ ™ 3(ab — TR2)
Exercice 36 :

Le systeme suivant est composé d'un quart de disque homogene évidé d'un
triangle rectangle.

Déterminer le centre d’inertie du solide en utilisant le théoreme de Guldin.
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Solution :
Par théoréeme de Guldin, en faisant le solide autour des axes, nous déduisons le
centre d’inertie du solide compose :

1) la rotation du solide par rapport a I'axe QY , donne la coordonnée X

Vtot/y Vdeml sphere_Vcone
Xg =
2T[Stot Zﬂ(s

dlsque Striangle )

1 ﬂﬂas_l (_)2%
23 — 3a2; 4 = x; = 0,506 a
2|

Xe =

2) larotation du solide par rapport a I'axe OX, donne la coordonnée y;; :

Vtot/X Vdemi—sphere_vcone

Yo = 74
Totot on (S%disque_striangle>
14_, 1_/3a’a
5 saTma® — 3T () 5
23" 57 (7) 5 _
Vg = Y, =0,479 a
2T (T_l_e)

Le centre d'inertie du solide compose Gdisque — triangle ):
0,506 a
G{

0479 a

Exercice 37 :
On consideére la tige AB homogéne et de masse M avec les masse m, et mg aux

extrémités. Calculer en fonction de m, L et M le centre de masse du systéme par

rapport au repere (OXYZ).
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Solution :

1) on détermine la position de la masse m, et mg et la barre :

0 0 0
2L L
May— 5 Mg 3 Miym
0 0 0
Le centre d'inertie de la barre
OC=0A-TA) _ e _ oR+08 =06 = h 08
— —_— —_— = = =
OC=0B-CB 2
0
Donc OC _?L
0

Le centre d'inertie de systéme :

_ Mmaya+mpyp + Myg _ (_ZE;_L)m + (§)3m + (_E)M

mpa+mg+ M m+ 3m+ M

Ya

_2m-M L
4am+M 6

Ya

Exercice 38 :
Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repere orthonormé (O, xyz)

d’'une barre AB rectiligne, de longueur L, de milieu O, I'axe OY est porte par la

barre.
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Solution :

Le tenseur d'inertie en O d’un corps solide :

IXX - Ixy _Ixz
o= "Iy Iy —Lyz
_sz - Izy IZZ

Les éléments de la matrice d’'inertie s’écriraient sous la forme :
T = f(s)(y2 +2z2)dm  Moment d’inertie par rapport a I'axe OX.
Iy = f(s)(x2 +2z2)dm  Moment d’inertie par rapport a I'axe Oy.
I,,= f(s)(x2 +y2)dm Moment d’inertie par rapport a I'axe OZ.
Les produits d'inertie sont donnés par :

Iy = f(s)xydm D Iy = f(s)xz dm ;I,,= f(s)yzdm

Sur la barre AB, nous avons : x=0 etz=0

Donc: I = [y?dm ;I,,=0;1I, = [y?dm

Par raison de symétrie par rapport aux axes OX et OZ :

I=I,, etI,, =0

yy —
AuUSSI :

Ixy:Ixz = Iyz =0

I« O 0
Donc,onaurra: I,=1|0 0 0
0 0 I,,
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1)I,, [ y*dm

Soit A la densité linéique de la barre, nous avons alors : dm=Ady

~ o M
M—jdm—j_EAdy—AL=>)\—r
2

L L
[z, (7, ﬁ 2 L_2
IZZ_]_Ey )\dy=>IZZ—j_Ey dy—)\3 _L_)\12
2
, _ML2
ZZ_12

La matrice d'inertie par rapport au repére (O, XYZ) s’écrira :

ML2

0
12
I,=10 0 0
0 0 ML
12
Exercice 39 :

Déterminer Le tenseur d'inertie en O, relativement au repere orthonormé

(O, XYZ) du solide homogéne: quart de disque de rayon R.

L] *

Solution :

le solide (quart de disque) se trouve dans le plan (O,XY) : z=0
I = [y?dm; I, = [x*dm; I, =[(Z+y?)dm=T1,+1,,
Les produit d'inertie sont donnes par :

Iy =/[xydm;Iy,=1,,=0
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La matrice d’inertie est de la forme :

Txx _Ixy 0
Iy=|-"ly Iy 0
0 0 1,,
dm= 0 dS = o rdr d® OSr<R et 0<6<7
X =1rCcos0
OIS{yzrsine
R g R? AM
MZGJ rdrj 6 >M=onm—=0 =—
0 0 4 T[4

I,

I,

I,

Les axes (OX) et (OY) jouentle méme réle : I,, =1

I,

Ix

, = j(x2 +y2)dm = j r’dm = j r’cdsS = jrzc rdrd@

R, _[RYn _4M R* m

Z—Gjordrjo de :IZZ—G ZE:IZZ_WZE
RZ

= =M7

yy

= Iy =—- etl, =2

2= bt 2 w3

yy

_ _ MR?
x= Ly ==

y:jxy dm:jrzcosesinecrdrde

R 2 R (2
y cj r3drj cos0sin B de =>Ixy=GZj cos0sin 6 do
0 0 0

Remarque :

1
Sin20 =2sin®cos® = cosOsind = Esin 20

X

Ix

L ﬁ'zede I —GR4[ 1 29]g
y =075 0sm = Ty =5~ |~5C0520|
M
— 2
y 21‘[R

o1



La matrice d'inertie par rapport au repére (0,XYZ) :

MR? MR?
4 C2m 0
I, = |- MR? MR? 0
2T 4
MR?
0 0 5
Exercice 40 :

Déterminer la matrice d’inertie en O, par rapport a un repére orthonormé (O, XYZ),

d’un cylindre homogeéne (S) et de rayon R.

z4 R
-
|.“,,..----—--—----...,“
—— 1
0.5h
© y
x / © | [0-5h
—

Solution :

La matrice d'intérét dans le centre 0 du cylindre, s’écrit :

IXX - Ixy _Ixz
Ip=|"Iyx Iy — 1y
_sz - Izy IZZ

On remarque que I'axe OZ est un axe révolution, donc tout plan contenant I'axe
OZ est un plan de symétrie, en particulier : (OXZ) et (OYZ), les produits d’inertie
sont nuls :

Iy=Ix,=1,=0

Les deux axes (OX) et (OY) jouent le méme role : I, = I,

Puisque x=y, la base du cylindre forme I'équation du cercle : x? + y? = r?
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1., :j (x2+y2)dm:j rzdm
(s) (s)

e Détermination la masse du cylindre :

dm = pdV = prdrd6 dz

O0<r<R ;0<0<2n ;-

<z<

N =
N =

R 21 %
szpdV:M:pjrdrj de]hdz=>M:an2h
0 0 -5

R 21 %
1,2 :j r2dm :j rZprdrdodz = pj r3drj de]hdz
() () 0 0 -

R* MR?
IZZ = pZZT[h = IZZ :T

Deétermination :I,, ou Iy,

T = j(y2 +2z2)dm; I,y = j(x2 +2z2)dm; I, = j(x2 +y?)dm
On peut écrire : Iy, + Iy, = f(s)(x2 +y2)dm + 2f(s) z2dm

Telque : I, = Iy,

2
Donc: Lk = Iyy = 12£+ Jsy22dm = %+ I'

h

. h
3 B B R 5 > _ R? 23

I'=[z2dm = [ z%prdrd8 dz = p [ rdr [ dO f_gzz dz=p7.2m [?] _zh

2
3 2
I'=pR2EE = 1=mZ
3 4 12

_MR2+Mh2
W4 12

I =1

La matrice d'inertie du cylindre dans le centre 0, s’écrit :
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MR® +M—hz 0 0
4 12
Iy = 0 MR® + M—hz 0
4 12
MR?
0 0 5
Exercice 41 :

On considere un parallélépipede(s) de cotés a, b et c, les axes OX, Oy et OZ
passent par le centre O et son paralléles aux cotés du parallélépipéde.

1) déterminer la matrice en O, par rapport a un repére orthonormé (O,XYZ).

2) Déduire la matrice d'inertie d'une plaque rectangulaire sans épaisseur et de
coté aeth.

3) déterminer le moment d’inertie par rapport a une diagonale(A) de la plaque.

% v ] (5)

Solution :
1) tenseur d’inertie du parallélépipéede :

Les plans XOZ et YOZ sont des plans de symétrie, alors tous les produits d’inertie
sontnuls: I, = I,,=1,,=0

On choisit un petit élément de volume dV=dxdydz tel que:

N o
N o

<z<

N

<X<

N

<y<

N
N

Masse du parallélépipede : dm=pdV
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a b c
M:pj dvzpjdxdydz =>m:pjzadszbdyjzcdz:M:pa.b.c
(s) 2 Tz 72

Pour calculer les moments d’inertie, nous allons d’abord calculer les intégrales

suivantes :

bc Ma2
12

JsyX?dm = pf xzdxf dyf dz=>f() x2dm= pa

b

Jisyy?dm= pf debyZdyf edz = f,y*dm=p=

b3ac Mb?
12

b

Jisy22dm=p ff%dx ffgdy ffgzzdz = [iy2

_ _c3ab _ Mc?
12

D'ou :
M
Ty (z2+y*)dm = jyzdm+j z2dm = —(b?+c?)
— 2 2 — 2 Zd — M 2 2
Iyy = | (X*+z%)dm= [ x*dm+ | z?dm = E(a +c?)

(s)

M
I, = | 0¢+y?)dm= j x2dm + j ydm= (a2 +b2)
(s) 12

Donc la matrice d’inertie au centre O du parallélépipede de coté a, b et c, s'écrit :

M (b% +c?) 0 0
I, = 1 0 (a? +c?) 0
0 0 (a%? + b?)

2) la matrice d’inertie d’une plague d’épaisseur négligeables (c= 0)
M| b 0 0

IO = — O az O

0 0 (a% + b?)

3) le moment d’inertie par rapport a un diagonale (A) de la plaque :
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v (&)

Le moment d’inertie par rapport a un axe quelconque passant par le centre de

solide, est donne par la relation :

fi: vecteur unitaire qui qui donne la direction du l'axe(A)
nt: est le transposé du vecteur n
I, : le moment d’inertie par rapport au centre O.

e détermination du vecteur unitaire n

fi(a B 0)
., _ _ DB
DB=DBn=>n=—

DB
a _b.pgab
D(_E’_E)’B(z’z)

ai+b; _ a b

—

= +
VaZ+b? Va2 +bZ  VaZ+b?

n

a
n = | va?+p? ﬁt( a b )

b Va2+b2 'Va2+b2

N
__a
a b Mm|b* O 0 /a2+b2\
IA:< — 2’0)'E0 a? o || b |
va? +b? va? +b 0 0 (a2+b?) \m/
0
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1=
1=

a

Mb?

JZ bt

az Mb?  b? Ma?

12 Vvaz + b2 12

az+b? 12

'az + b2z 12

+O>:IA:

S7




