CHAPITRE 11

Cinématique du point matériel

II.1 Cinématique sans changement de référentiel
I1.1.1 Définitions Générales

La cinématique est 1I’étude du mouvement en fonction du temps indépendamment des causes

produisant ce mouvement (les forces appliquées au point matériel).
II.1.2 Repere

Pour repérer la position d’une particule, il est nécessaire de définir un repére d’espace. Cela

-

consiste a choisir une origine O et une base(7, J, k).

Le tricdre (O; 7,7, k) est le repére d’espace.
I1.1.3 Référentiel

Un référentiel est un repére spatial muni d’un repére temporel (repére + horloge). Un
référentiel est donc un objet par rapport auquel on étudie le mouvement. Tout mouvement est

relatif au référentiel utilisé.
I1.1.4 Trajectoire

La trajectoire d'un point mobile M dans un repére donné est la courbe formée par l'ensemble
des positions successives du point M dans ce repere.

La trajectoire d'un point mobile dépend du référentiel choisi.
I1.1.5 Vecteur vitesse d’un point matériel

Puisque la trajectoire d’un point mobile dépend du référentiel choisi, les caractéristiques du

mouvement doivent changer d’un référentiel a un autre. Une de ces caractéristiques est le

vecteur vitesse du point mobile. C’est pour cette raison qu’on utilise la notation V(M/R)
pour signifier qu’il s’agit de la vitesse du point M par rapport au référentiel R. On utilisera la
méme notation pour les deux types de vitesse qu’on va traiter dans la suite, la vitesse

moyenne et la vitesse instantanée.



Vitesse moyenne :

Soit un point matériel décrivant une trajectoire (C)

dans un référentiel R. Le point matériel occupe la

position M a ’instant 7 et a position M~ a I’instant

t'=t+At.

La vitesse moyenne du point matériel entre ¢ et ¢’

est alors donnée par:

MM’ OM —OM’
V(M/R):t,_ =—

Le vecteur vitesse est donc un vecteur qui a la

méme direction et le méme sens que MM’ (si Figure IL1: Vitesse moyenne

t'>t).

Vitesse instantanée :
Le vecteur vitesse instantanée de M par rapport au référentiel R a un instant 7 est obtenue en
prenant la limite Az — 0 dans la définition de la vitesse moyenne, (c.a.d. les points M et M’

sont infiniment proche):

OM'—0M _dOM
At Tdt

Vs = o
R

Propriétés du vecteur vitesse instantanée

e Son origine est la position de la particule a I’instant
1.

e Sa direction est tangente a la trajectoire a la position
considérée.

e Son sens est donné par le sens de parcours de la

trajectoire.

Figure I1.2 : vitesse instantanée



e Son module est d—i représente le déplacement curviligne élémentaire. On peut

résumer ces propriétés dans I’expression :

V(M/R)_dO_M _MM' _ds
at |, dt dt

—

Ug

ou 1, dénote le vecteur unitaire tangent a la trajectoire de méme sens que le sens du

mouvement.
I1.1.6 Vecteur accélération

Une autre caractéristique du mouvement d’un point matériel est le vecteur accélération. On
utilise une notation similaire a celle pour la vitesse,y (M /R), pour signifier qu’il s’agit de
I’accélération du point M par rapport au référentiel R.

Le vecteur accélération est la dérivée par rapport au temps du vecteur vitesse, ou de facon

équivalente la dérivée seconde du vecteur position par rapport au temps:

R dV(M/R)|  d*OM
V(M/R) = —— =ae

On peut définir le vecteur accélération moyenne aussi de fagon similaire au vecteur vitesse. 1l

mesure alors la variation moyenne de la vitesse sur un intervalle de temps At.

IL.1.7 Systémes de coordonnées s
I1.1.7.1 Coordonnées Cartésiennes

I1.1.7.1.1 Définitions N

Soit le repere fixe orthonormé directe R(O;X,Y,Z) de base

orthonormé directe (7,7, k). La position d’un point M peut

étre repérer par ses trois composantes cartésiennes - >
(x,y,z), projection orthogonales sur les trois axes du TR
repére : L i —

m

Le vecteur position s’écrit alors:

OM=xi+yj+zk

Figure I1.3 : Coordonnées Cartésiennes



11.1.7.1.2 Vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes

En dérivant I’expression du vecteur position en coordonnées cartésiennes par rapport au
temps, on obtient I’expression de la vitesse en coordonnées cartésiennes :
x, dy, dz-

_ d
V(M/R)= Elﬂ'a +Ek

5
Les vecteurs de la base (?,f, k) des coordonnées cartésiennes étant fixes, leurs dérivées par

rapport au temps sont nulles:

d?_dj_dl?_a
dt dt dt

On utilise aussi la notation suivante

VIM/R)=xT+y]+z2k

ou le point sur la variable signifie la dérivée par rapport au temps.
I1.1.7.1.3 Vecteur accélération en coordonnées cartésiennes

Pour obtenir les expressions des composantes du vecteur accélération dans les différents
systémes de coordonnées il faut dériver les expressions du vecteur vitesse obtenues dans le
paragraphe précédent
dV (M/R) d*0OM

dt T Tde?

Y(M/R) =

utili X i u vecteur vi 2 >S1 :
En utilisant I’expression du vecteur vitesse en coordonnées cartésiennes, on a
g O ._)
d(xt1+yj + zk)
dt

Puisque les vecteurs de la base des coordonnées cartésiennes sont fixes, on dérive seulement

Y(M/R) =

les composantes du vecteur vitesse, ce qui donne

. d*x, d*y, d*z-
y(M/R) = dtzl+dt2]+dt2k

On utilise parfois la notation suivante
7(M/R) = %1+ jij + zk
ou les deux points sur une variable signifie la dérivée seconde de la variable par rapport au

temps.



11.1.7.2 Coordonnées polaires

11.1.7.2.1 Définitions

C’est un systéme de coordonnées utilisé pour repérer la position d’un point M a deux

dimensions. Ainsi, la position du point M, est repérée par la donnée de la distance 7, qui le

sépare de ’origine O et de I’angle @ que fait le vecteur OM avec ’axe (0X).
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Figure I1.4 : Coordonnés polaires

On a donc
r=|0M|; 0<r< +om
6=(0M7); 0 <6< 21
Régles de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées polaires :
En utilisant le schéma dans la figure ci-dessus on peut trouver les relations entre les

coordonnées cartésiennes et les coordonnées polaires :

{x=rc056
y=rsinf

Ou inversement

S e

y
6 = arctan=—
X
On définit la base (&,, €y) associées aux coordonnées polaires. Le vecteur €, est le vecteur

unitaire de la direction OM, et le vecteur &g est le vecteur directement perpendiculaire a &, .

Cette base est reliée a la base (7,f):

-

{ é-=cosOi+sinfj
€g = —sinfi+cos6j



Le vecteur position :

Le vecteur position en coordonnées polaire s’écrit :

—

OM = re,
I1.1.7.2.2 Vecteur vitesse en coordonnées polaires

Pour obtenir I’expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires on dérive le vecteur

position en coordonnées polaires :

_ dOM d(ré,) d(r),  d(é,)
VIM/R) = dt dtr T dtr

= V(M/R) = 78, + 108,

En effet, €, dépend de fagon implicite de ¢, a travers sa dépendance de ’angle 6. Ainsi

@) ..
dtr :689

On obtient alors pour le vecteur vitesse:
V(M/R) =78, + 08,
I1.1.7.2.3 Vecteur accélération en coordonnées polaires

En coordonnées polaires le vecteur accélération est donné par 1I’expression suivante :
Y(M/R) = (# —16%) &, + (270 + 1 6)éy

Preuve :

On dérive I’expression du vecteur vitesse en coordonnées polaires :

R dV(M/R) d(7é,+16éy) di .  dé dr.. dé . dé,
= = = — 2 —6 _ 9—
y(M/R) dt dt T g Tttt T T
Sachant que :
dé, .. dé, ..
P Oey et pral —0e,

En remplacant dans I’expression de 1’accélération ci-dessus, on obtient :
)_/)(M/R) = T'é)r + 7'659 + 7'659 + 97‘ 59 - Tézé)r
Finalement

Y(M/R) = (# —16%)é, + (210 + 1) &y



11.1.7.3 Coordonnées cylindriques
11.1.7.3.1 Définitions

Il est possible de repérer la position, dans I’espace, d’un point M en utilisant le systéme de
coordonnées cylindriques. Dans ce systéme la position du point est repérée par la donnée de la
composante z (comme dans les coordonnées cartésiennes) et de ses coordonnées polaires qui

permettent de repérer la position de la projection orthogonale du point M sur le plan

horizontale.
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Figure IL.5 : Coordonnés cylindriques

On a dons d’apres la figure précédente

p=lom[ ; 0 <p< 4o
p=@Om1) ; 0 <g¢<2n
z=om ; —w<z<+w©

Régles de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées cylindriques :
On peut passer du systeme de coordonnées cylindriques aux coordonnées cartésiennes en

utilisant les relations :

X = pcos @
{y=pﬂn¢
zZ=2z
Ou inversement
p=x2+y?

Q= arctanz
X

zZ=1Z



On associe la base orthonormée (€,, €, k) aux coordonnées cylindriques, ot le vecteur €, est

le vecteur unitaire de la direction o, et le vecteur €, est défini de tel sorte a ce que le triedre
(€5, €, k) soit directe.
Cette base est reliée a la base des coordonnées cartésiennes par les relations :
€p =Cos@l+sing ]
ey = —singi+cosq]
k=k
Vecteur position

Dans cette base le vecteur position s’écrit de la fagon suivante :

B —

oM =Wn’+mzpé’p+zE
I1.1.7.3.2 Vecteur vitesse en coordonnées cylindriques

Pour obtenir I’expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques on dérive le
vecteur position en coordonnées cylindriques :
dOM  d(pé, + zk)
dt dt
d dé dz - dk
& €, +p—- Pr—k
T dt dt dt dt

V(M/R) =

7 s dk . .
Sachant que k est un vecteur fixe sa dérivée est nulle e 0. Le vecteur €,€tant mobile, sa
dérivée n’est pas nulle en générale. En effet, €, dépend de fagon implicite de ¢, a travers sa

dépendance de I’angle ¢. Ainsi

dt  do dt
En utilisant I’expression du vecteur é, dans la base (3, J, E) on obtient

dép de s

at  dt P
ou encore

de

4%
=¢eé
ac = e

On obtient alors pour le vecteur vitesse:

dp , do , dz-
V(M/R)_dtep+pdte‘p dtk




Ou encore

V(M/R)=pe,+ppeé,+2k

I1.1.7.3.3 Vecteur accélération en coordonnées cylindriques

En coordonnées cylindriques le vecteur accélération est donné par 1’expression suivante :
V(M/R) = (p = p92)é, + (pd + 2p¢)é, + 7k
Preuve:

On utilise ’expression du vecteur vitesse en coordonnées cylindriques :

d(pé, + ppé, + 2k

y(M/R) =

y(M/R) 7

; d(p),  .dé dp . dp,  dé di.
V(M/R)—7€p+pE+E(pe(p+pEeq,+p(pW+ak

On obtient de fagon similaire la dérivée du vecteur €,,:

&=&d_<p=d(—sin<p_i+cos<pﬁd_(p=(_COS i Ud_¢
dt _ do dt do dt ¢ 1)
dé
Qo _ . >
ar %

En remplagant dans I’expression de 1’accélération ci dessus on obtient :
V(M/R) = pé, + ppé, + ppeé, + pé, — pp*é, + 2k

F(M/R) = (B = p@®)é, + (pf + 2p@)é, + 7k

I1.1.7.4 Coordonnées sphériques

11.1.7.4.1 Définitions

Dans I’espace a trois dimensions on peut utiliser le systéme des coordonnées sphériques, dont

la base associée est une base mobile. Ce systéme de coordonnées est adéquat dans les cas ou



le systeme étudié présente un point particulier O, de symétrie autour duquel les rotations sont

privilégiées.
La position du point matériel est alors repéré par la =t
distance r et deux angles ¢ et 6. r étant la distance qui \ A
sépare le point matériel M du point particulier O é,

(Porigine). L’angle ¢ appelé longitude ou azimut est I Al

I’angle que fait la projection du vecteur position sur le : (o) 4 |
plan horizontal avec I’axe (OX) (similaire au cas du il
systtme de coordonnées cylindriques). L’angle 6, /
appelé colatitude, est 1’angle que fait le vecteur X /
position OM avec ’axe (0Z).

Figure I11.6 : Coordonnées sphériques
On a donc

r=[oM| ; 0<r<+4ow
p=(omi); 0<¢p<2n
6=(0MK); 0<60<nm
Régles de passage des coordonnées cartésiennes aux coordonnées sphériques :
On peut passer du systetme de coordonnées sphériques aux coordonnées cartésiennes en

utilisant les relations :

x =rsin6 cos @
y =rsinfsing
z=rcosb

Ces relations peuvent étre inversées, pour exprimer les coordonnées sphériques en termes
des coordonnées cartésiennes :
r=.x%+y?+z?
Vx?% +y?
z

=Y
¢ X

0 = arctan

La base orthonormée associées aux coordonnées sphériques est notée (é,, g, €,). Le vecteur

€, est le vecteur unitaire dans la direction et le sens de OM. €, est le vecteur unitaire obtenu

par une rotation de + Za partir de €, dans le plan (OZ, OM). Le vecteur €, est défini de tel
2

sorte a ce que le tricdre (€, €y, €,) soit directe.



Cette base est reliée a la Base des coordonnées cartésiennes par les relations:

- .

é, =sinfcos@i+sinfsing]+cosbk
89 =cosOcospl+cosOsingj—sindk
€, =—sing T+ cosej

[XI Vecteur position
Dans cette base, le vecteur position s’écrit de la facon suivante :

OM = re,
I1.1.7.4.2 Vecteur vitesse en coordonnées sphériques

Le vecteur position en coordonnées sphériques dépend du vecteur €, . Ce dernier dépend des

angles det ¢, donc sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

dé, dé do dé. de

dt_dBdt+d<p dt

En utilisant les expressions des vecteurs (€, €y, é,) en fonction des vecteurs (7,7, k) données

précédemment, on montre que

de, de, =
70 =ey et w=smﬁe¢
Ainsi
de, db | . .
- Eeg + 51nHE €y
Le vecteur vitesse est obtenu en dérivant le vecteur position :
V(M/R) = oM _ ﬂér + rdér
dt dt dt

Ainsi, en coordonnées sphériques, le vecteur vitesse s’écrit :

. dr ao | . do |
V(M/R) = Eer +raeg +rsm6%e¢,

Ou encore

V(M/R) =&, + 108y +7 ¢ sinf é,

I1.1.7.4.3 Vecteur accélération en coordonnées sphériques

Le vecteur accélération en coordonnées sphériques est :



Y(M/R) = (¥ —r6%— r¢?sin?9)é,
+(270 + 18 — rp? sin 6 cos 0) &y
+(27¢ sinf + 2r0¢ cos 6 +r$sin0)é,
Preuve :

On utilise I’expression du vecteur vitesse en coordonnées sphériques:

d(7é, + 1085 + ¢ sin 6 é,)
dt

Pour dériver les vecteurs de la base (€, €y, €,) on utilise leurs expressions en fonctions des

y(M/R) =

vecteurs de la base (7,7, k). On obtient alors :

dég_ - dég_ - dé(p_ = . - -
5 = er E—cosee(p,w— —€, = —(sinf e, + cos b €g)

Les dérivées temporelles des vecteurs de la base (€, €g, é,) sont alors données par :

dér_dérde_l_d@rd(p - dér_e.ﬁ tosing 8
dt  do dt ' do dt de  ceTesmge
dég dé:g dé dé)g d(p dé)g . . 5
0t d(pE = W——Ber+q)c059 €y
dé, dé,do dé
_(p — _(P_ _(P — —h Qi - . -
e Qo dt = Tt @sinfe, + ¢@cosb ey

Ainsi en dérivant les composantes du vecteur vitesse en coordonnées sphériques ainsi que
les vecteurs de la base, on obtient alors I’expression finale du vecteur accélération en

coordonnées sphériques donnée ci dessus.

I1.1.8 Repére de Frenet

Dans le cas d’un mouvement plan on peut définir en chaque point ()
M de la trajectoire la base de Frenet. Pour cela on définit en tout
point M un vecteur ﬂ}, tangent a la trajectoire et orienté dans le iU,

sens de celle ci, et on définit le vecteur ﬂn perpendiculaire a ’a} et

orienté vers la concavité de la trajectoire. Pour compléter le triedre | M(t)
on définit un vecteur B tel que le triedre (ﬁT, ﬁn, B ) est un triedre

directe c.a.d B = ﬁTAﬂn. Le triedre (’l_l)T,’L_l)n, §) est appelé

repere de Serret-Frenet. M(t)

Figure I1.7 : base de Frenet


yasser
Texte écrit à la machine
_


Abscisse curviligne :

Dans le cas d’un mouvement curviligne il est parfois utile d’utiliser I’abscisse curviligne pour
repérer la position du point matériel. Pour cela, on fixe un point 4 de la trajectoire (voir la
figure I1.8). L’abscisse curviligne s(t) est alors définie comme étant la distance curviligne du
point fixe 4 au point M(?) qu’occupe le point matériel a ’instant t :

AM = arc(AM) = s(t)

v

Figure I1.8 : Abscisse curviligne
I’instant ¢” =¢+dft, le point matériel occupant la position M’(z’) on aura le vecteur position:
AM' = arc(AM") =s(t') ; t =t+dt
Le déplacement élémentaire s’écrit alors :
MM’ = arc(MM") = s(t') —s(t) = ds

ds est un arc de cercle de centre C et de rayon R¢ , appelé rayon de courbure.

Les vecteurs 'ZIT et 'Zjn peuvent alors étre obtenue de facon analytique de la fagon suivante

ﬂ_dm_ﬂ_RdﬂT
T7 o ds T ¢ s




Preuve :

OnadOM = MM’ = ds 'ﬁf ,ce qui donne la définition du vecteur tangent ‘l_ZT = dgsM.

Pour le vecteur normal, on remarque d’abord d’apres le figure 11.8 que ﬂn est le vecteur
directement perpendiculaire au vecteur ﬂ} on a donc .

U, = ——
" de
D’autre part on a ds =R.df = df =§—S .Ce qui donne pour ﬂn I’expression
Cc

—

‘L_[ _RC dS

I1.1.8.1 Vecteur vitesse dans le repére de Frenet :

En dérivant le vecteur position par rapport au temps on trouve I’expression du vecteur vitesse

dans la base de Frenet :
ds
V(M /R) = — 'UT

En effet, on a déja vu que dOM = MM’ = ds ‘UT ce qui donne pour le vecteur vitesse

dOM ds -
V(M/R) = TR T

II.1.8.2 Vecteur accélération dans le repere de Frenet :

Le vecteur accélération dans la base de Frenet est donné par :

awv . vz
FM/R) = Uy + =Ty
C



Preuve :

Pour dériver I’expression du vecteur vitesse obtenue ci-haut, on doit dériver, entre autres, le
. —>
vecteur tangentielle Us par rapport au temps :

dly  dUyds

dt  ds dt
ds . dliy 1 5 .
Sachant que == V, le module du vecteur vitesse et que - = R—'un, on obtient :
C
dli; V
dt  R; 7~

On dérive le vecteur vitesse pour obtenir I’expression du vecteur accélération :

. ds N
dv(M/R)  d(gUr) d’s o dsdUy _dvo V'
dt~  dt  dt2 7 dt dt dt T R; "

V(M/R) =

Le vecteur accélération peut étre décomposé en une composante tangentielle, appelée
accélération tangentielle :
dv g
dt 7
et une composante normale, appelée accélération normale :
V2 .
= R_c n

-

Y7 =
Vn

Tel que
V(M/R) = )717" +]_;n

ou encore en terme de modules

vi=vrt

On peut remarquer que la composante de [’accélération normale est toujours positive, ce qui

signifie que 1’accélération normale est toujours orientée vers la concavité de la trajectoire.


yasser
Texte écrit à la machine
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I1.1.9 Exemple de mouvement : Le mouvement circulaire

On considere le mouvement d’un point matériel M dont la 4
trajectoire est un cercle dans le plan XOY, de centre O et de ®
rayon
R.

Dans ce cas le vecteur position peut s’écrire dans la base

cartésienne :

OM =R cos67+ Rsinfj

Ou encore dans le base des coordonnées polaires :

OM =Reép, =RU Figure I1.9 : mouvement circulaire

Ici on a introduit le vecteur ﬂr = —ﬂn .On remarque ainsi que le triedre (ﬁr,ﬁg", E) (a ne

pas confondre avec la base de Frenet) est un triedre directe.
II.1.9.1 Le vecteur vitesse :

En utilisant les résultats dans la base de Frenet le vecteur vitesse s ‘écrit :

— ds - -

On avait aussi vu que  ds = R d6, ce qui donne pour la vitesse V(M/R) = Z—Zﬂy .

Ce qui permet d’écrire :

e . :
V=Rw ou w= ™ est la vitesse angulaire

La rotation étant autour de I’axe OZ, on définit le vecteur rotation angulaire dans ce cas de la

facon suivante :

Fewh=2
W=wk=—
On peut ainsi montrer que
doM _
—=wA0OM



Preuve :

Le triedre (ﬁr, ‘fl}, I_c)) étant un triedre directe on a ﬁT = kA ﬂr, ce qui permet d’écrire pour
le vecteur vitesse :
dOM

V(M/R) = —

=VlUy = Rw Uy = Rw (kA U,) = wk AR,

En utilisant la définition du vecteur vitesse angulaire, @ = w k , et ’expression du vecteur

B —

position OM = R U, , on obtient alors d—;w =wAOM.

Remarque :

Si OM est un vecteur unitaire : OM = 1, alors on a le résultat important suivant :
du

—=wAlU
dt

11.1.9.2 Le vecteur accélération :

En utilisant aussi les résultats obtenus dans la base de Frenet :
. av -

Y(M/R) = —Ur + ==U,

dt

on réécrit le vecteur accélération en fonction de la vitesse angulaire de la fagon suivante

dw

dt ﬁg‘ + R(UZ (L_[TL

¥(M/R) =R

dw s e .
—; st I’accélération angulaire.

Remarque — Mouvement circulaire uniforme :

Dans le cas d’'un mouvement circulaire uniforme la vitesse angulaire est constante, c.a.d. que
I’accélération angulaire est nulle :

dw
w=cste = —=0
dt
L’accélération tangentielle étant nulle, 1’accélération n’a qu’une seule composante, la

composante normale :

V(M/R) = ¥, = Rw? Uy,




