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CHAPITRE IV

GEOMETRIE DES MASSES

V.1 Introduction

Le chapitre quatre concerne les notions purement geomeétrique :
» Masse
» Centre de masse
» Moment d’inertie

L’intérét de ces trois grandeurs apparaitra en cinétique et en dynamique.

V.2 Systemes materiels
On appelle systeme de points matériels ou systeme matériels une quantité de matiere,
homogéne ou non, dont la masse reste constante pendant son étude. La masse est une

grandeur scalaire positive.

IV.2.1 Systeme continu
Si le systéme est constitué d’un ensemble continu de masses, la masse du systéme s’écrirait

sous la forme suivante :

(S) est un ensemble matériel si a tout points P € (S) on associe la grandeur p(P) telle que :

_ am(p)
(P) = dv(P)

ou

p(P) : densité spécifique

dv(P) : volume élémentaire entourant (P)

dm(P) : la masse de 1’élément de matiére occupant le volume dv.

Donc la masse de (S) est alors : m = fpes dm(P)

1V.2.1.1 Expression de la masse suivant la nature du domaine

a) (S) estun volume (Exemple : ballon)
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M = ]f(v)p(P)dv

p(P) est la masse volumique au point P et dv un élément de volume du solide (S).

b) (S) est une surface, le cas d’une plaque fine d’ou I’épaisseur est négligeable.

M=yde

o(P) est la densite surfacique au point P et ds un élément de surface du solide (S).

€) (S) estune ligne, le cas d’une ligne matériel (tige fine)

M = Lf A(P)dl

A(P) est la densité linéique au point P et dl un élément de longueur du solide (S).

Remarque : dans les systemes homogénes (solides homogeénes) la densité des solides est
constante.

IV.2.2 Systeme discrets
La masse d’un systéme constitué de n points matériels de masse m; est la somme des

Masses :

IV.3 Centre de masse d’un systéme matériel

IV.3.1 Détermination du centre d’inertie de corps simple
IV.3.1.1 Définition

On appelle centre d’inertie d’un systeme matériel (S) le point G par la relation :
| GPam=3

Pe(S)

Soit un repére orthonormé (O, xyz)
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dm : élément de masse au point P

—_ _—> —_ —_— _ dl'ﬂ
fpusy GPdm=0= [ (GO +OP )dm =0 5
— T e
Donc:06=m=lf OPdm O _
[ dm M y

—_ 1 _—
0G=— | 0Pd
Mf m

OP = xi+ y] + zk

Les coordonnées du centre d’inertie G d’un systéme homogene sont donc exprimees par :

1 1 1
X = " PE(S)xdm Yo = - PE(S)ydm Ze = - PE(S)zdm
Remarque :

e Si un solide homogene présente un centre de symétrie, alors ce centre de symétrie
est le centre d’inertie.

e Si un solide homogene présente un axe de symétrie, alors le centre d’inertie
appartient a cet axe de symétrie.

e Si un solide homogene présente un plan de symétrie, alors le centre d’inertie
appartient a ce plan de symétrie.

1V.3.1.2 Exemple d’application
a) Soit (S) un volume
Exemple :

Déterminer la position du centre d’inertie d’une
dz

demi-sphére homogéne (pleine) de rayon R.

Par raison de symétrie le centre de masse se trouve sur I’axe OZ. Donc x; = y; =0

Z—lfd _ Jzdv
¢ =77 | 2dm=—=;
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L’équation d’une demi-sphére est : x + y? + z? = R? donc x? + y? = R? — z? tel que
r?2 =x2+y?

dv=S.dz= dv = nr’dz = dv = n(R* — z*) dz

R 2 2
n(R*—z%)dz 3
G:fo 2 :>ZG:§R
§T[R3

Les coordonnées du centre de masse d’un hémisphere plein de

xG=0
Gl Ye=0
ZGZER

b) Soit (S) une surface

Exemple :

Déterminer les coordonnées du centre de masse de la surface du triangle isocele présenté

ci-contre :
~
Y
a
X
F
Solution : - a
—
Soit S : la surface du triangle
dS = dxdy : la droite limitant le triangle a pour équation :
y=-X+a; ol X=-y+a
— 2 2
S =[dxdy = foadx.foa Ydy = foa(a —x)dx = a* —%2%

dm=cds > m= 0.5 = mza%2
xc=ifxdm = ﬁfxa dx dy = %foa xdx foa_x dy
Xg= %fx(a —x)dx = x¢= % an axdx — foa x2dx]

_ 2 [a® _a
XeT el T Xe Ty

1 1 2 -
ye=—[ydm = — [yodxdy = G—ZZanydnya Y dx
a

2
ve=Jy@@a—-y)dy=yc= 3

47



Cours de Mécanique Rationnelle.

Les coordonnées du centre de masse du triangle isocele : G(gg)
c) Soit (S) une ligne

Exemple

Enseignant CHAOUCH. Dj

Déterminer la position du centre d’inertie d’un demi-cercle de rayon 2R.

{
|

I

Centre d’inertie d’un demi-cercle de rayon 2R :

L’axe (Oy) est un axe de symétrie, donc :

Xg=0

yG= mi [ ydm. (le centre de masse du solide est situé sur ’axe 0y )

Le solide est linéaire, sa masse est donné par :

m = [ 2dC ol 1 est la densité linéaire et d¢ un élément de longueur.

x = 2R cos 9
dﬁ{y: IR sin 0 avec0<0<mn

m =3[d=3[2Rd0 =m =32R['d0 =m =xm2R.

-1 - L i =1 R2 (Csi
ye=—Jydm = — [ 2R sin032Rd0 = y; = —— 4R?} ['sin 0 dO

m

2R T 4R
y6= 2 [~ cos0]f = yg ="

XG = O
G { 4R avec m =32nR

Yo =

IV.3.2 Centre d’inertie d’un systéme composé

Soit un corps solide (S), on suppose que le solide z 4
a eté décomposé en n élements (S, Sy, Ss, ...... Sn)

de centre de masse (G;, Gy, Gs,...... Gy) et de masse

my, My, Ma,.... m,. Cette décomposition étant arbitraire

et du purement geomeétrique. 0

Les coordonnées du centre d’inertie G du solide (S) se
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détermine a partir de la relation suivante :

n
MOG = Z(miO—G{)
i=1
X =Zmixi Y =Zmiyi 7 =Zmizi
“7 Ym, “7 Ym, “7 Ym,

Le point G est donc le barycentre des points G; affectés des coefficients m;. On procede
donc en deux étapes pour déterminer le centre d’inertie :

» On détermine le centre d’inertic G; pour chacun des sous-ensembles de
masse m.

» On détermine le centre d’inertie G comme barycentre des points G; affectés
des coefficients m;.

Exemple 1

Appelons St la plaque rectangulaire de dimensions L x | et Sz le cercle de rayon R. On
cherche les coordonnées du centre de gravité G de la plaque.

y
A
" A ™
I
> X
.G- XG
Ye
. e . ) _xmix; _ Xmyy;
On applique les définitions suivantes : X; = S et Ye = e
Avec M = masse totale du systéme = ). m;
IciM=p.S = p(L.l — mR?)
X. = Imx;  miXg —MpXg; p.0—prnR’.a  mR%a
€7 Yym; M " p(L.l—mR?) ~ L.l —mnR?
Y, = 2 m;y; _MiYe1 — MaYe2 _ P- 0 — pnR®.b __ nR%.b
€T Ym; M p(L.l — TR?) L.l — R?
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nR%.a
L.1-TtR?

nR%.b
L.1-TtR?

Donc les coordonnées du centre de gravité G de la plaque : G (

Exemple 2

On considere la tige AB homogéne et de masse M avec les masse m, et mg aux
extrémités. Calculer en fonction de m, L et M le centre de masse du systéme par rapport
au repere (OXYZ2).

L
k]
T
/%f & *x
Ik I a1
E
P T

Solution :

1) on détermine la position de la masse m, et mg et la barre :

0 0 0
mp —23—L mp % Miym
0 0 0
Le centre d’inertie de la barre
0C=0A-CA — — —, ., OA+OB
0C=O—B>_C—B>}:>20C=OA+OB:>OC:T
0
Donc 0C %L
0

Le centre d’inertie de systeme :

_ maya + mpyp + MyG _ (_%)m + (§)3m + (_%)M

Yo ma+ mg+ M m+3m+ M
_2m-M L
Y6~ im+M's
0
Le centre de masse de latige AB: G
2m - M E
4m+M’6
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