TDN®: 3

Université Ahmed Zabana - Relizane 2021-2022

1¢" année ST Maths 01

Fiche de TD 3

Exercice 1 : %« Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

2+ 3
f(x) =3z — 23, g(z) =In(x — 2) + In(x 4+ 2), h(x) = z i 2x.
— 2z
. . : . . . 2 —4
* Déterminer, si elle existe, xgnjoo Ve + vz — /et lim

e—2 2 — 3z + 2

* En utilisant la définition de la limite, montrer que lim2(3x +1)="1.
T—

siz#0et f(0)=1

Exercice 2 : Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = smla:
x

« Calculer limO f(z)  * f est-elle continue en 0 7 est-elle dérivable en 0 ? justifier.
T—>

z? cos = si x>0,
Exercice 3 : Soit f : R — R une fonction définie par f(z) =< 0 six =0,
23 sin % stx < 0.
* f est-elle continue en x =0 7
* Calculer f'(z) pour x # 0.
* f est-elle dérivable en x =0 7 * [ est-elle de classe C* (R) ?
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Solution de L’exercice 1:

1) f est définie si, et seulement si,

32 —2° >0 <= 2(3—-2%) >0
:}m(\/_ )(\/_+x)20
€00, —V3l U0, V3],
donc

Dy = |00, —v/3| U [0,v/3].

2) g est définie si, et seulement si,

x> 2,
r—2>0etx+2>0<— et = > 2,
> —2
donc
D, =12, 400

3) h est définie si, et seulement si,

2+3
5+2x206t5—2x7é0<:>(2+3x206t5—2x>0) ou (24 3z < eth—2z<0)
— 2z
<:>< > g t <5) ( < 2 t >5)
z2z-getz<g)ou (s —getz>g
— T E 25{
recl-22
372
donc
25
Dy =|—2,=|.
" {3’2[
X —o 213 5/2 400
2+ 3x — + +
5—2x + + -
() - n -
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x lim /x4 /T —/x = 400 — oo forme indéterminée

Tr—>—+00

TH+\r—2x

B B B B x—l—\/f—i—\/f_
—Va+va- V= (Va+ Vo - va) erﬂﬁ—
Nz

VT + x+\/5
1

\/x+\/§+\/_ \/x—i— \/‘ /:c+\/_

-4 0
* lim ———— = — forme indéterminée
e—222 —3x+2 0

, 2 —4 . (z=2)(z+2)
lim ——— = lim
e—2722 —3x+2 =2 (x—2)(x—1)
2
—limx+ = 4.
x—2 1 — 1

* Démontrons par la définition de la limite : CEli_rr>12(33: +1)="7.
D’une maniere générale, on a:

Ve>0,3a>0,VreDy |z—x <a=|f(z)-1I<c¢
Alors : Ve>0,3a>0,VzeR, [r—2/<a=|f(z)-T|<e

f(z) =T <e<=|Bzx+1)—-T<e¢
<— |3z —6| <e¢
— 3(r—-2)| <e

€
= lr—2| < -
o2 < S
DoncVe>0,3a>0,VreR, |[r—2|<a=|f(x)—T<e¢
Telqueaz%
Solution de L’exercice 2:

Soit f la fonction définie sur R par :

sin x

fla) =1 |

1 stz =0.

six # 0,
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1.0n a

) . sinz e .

lim f (x) = lim =1 ( on a utilisé une limite connue )
z—0 z—0

sin x

lim f(z) = lim (— ) =-1

< < x
z—0 z—0

Donc la limite n’existe pas .

2. On a wli_ngo f(x) n’existe pas, ce qui signifie que la fonction n’est pas continue en 0

f n’est pas dérivable en 0, puisqu’elle n’est pas continue en ce point, car toute fonction
dérivable est continue ce qui est équivalent a dire que toute fonction discontinue en un
point ne peut étre dérivable en ce point .

Solution de L’exercice 3:

1. La fonction est clairement cntinue pour x # 0. Pour z = 0

3

lim flz) = liin x°cos — =0, (on a utilisé le Théoreme des gendarmes )

z—0 r—0

1
liin flz) = liin 2¥sin— =0, (on a utilisé le Théoréme des gendarmes )
z—0 z—0 X

donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
z—0

2. Pour z # 0 la fonction est clairement dérivable et on a

1 1
322 cos — + xsin — si x>0,
T T
f(x) =
, 1 1
3z°sin — — x cos — st x < 0.
T T

— f(0
3. La fonction est dérivable en z = 0 si et seulment si la limite lim0 M a une limite
T—> T —
finie. On a
3 1
= —0
lim f(z 1(0) = lim T =0
> -0 > z—0
xr—0 r—0
3ain 1 0
lim (:1: 0) = lim v s =0
-0 < z—0
r—0 r—0
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1

322 cos — + x sin — st x>0,
x x
f'(x)=¢ 0, siz=0
.1 1 .
3x?sin — — x cos — six < 0.
x x

4. f'" est clairement continue pour x # 0. Pour x = 0 on a

1 1
lim f(z) = lim <3x2 cos — + xsin ) =0,

z—0 z—0 X X
o : o . 1 1

lim f'(z) = lim (3z°sin— —zcos—) =0
< < x x

z—0 z—0

alors lim f'(x) = f'(0), donc f’ est continue en 0. Par conséquent f est de classe C*(R).
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