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I- Introduction aux équations de Lagrange

I-1- Introduction

Une vibration est un mouvement autour de la position d’équilibre. Elle est caractérisée par
une équation de mouvement de type d’équation différentielle du second ordre de la forme :

j + 28y + wiy = A(t) (1-1)
avec :

y : Le déplacement (m)

y : Lavitesse (m/s)

j : L’accélération (m/s?)

d : Le coefficient d’amortissement

ay . La pulsation libre (rad/s)

A(t) : Le second membre.

La méthode de résolution de 1’équation différentielle (I-1) est schématisée sur I’organigramme
de la figure I-1. Pour résoudre une équation du second ordre avec second membre, on suit la
méthode suivante :
Premierement on cherche la solution homogene yu(t) lorsque le second membre A(t)=0. Pour
cela, on considére que la solution a une forme exponentielle y(t) = eSt. L’équation
différentielle homogéne est transformée en une équation caractéristique de deuxiéme degré
d’une variable s qui nous permettra de déterminer les solutions s, S; par le calcul du
discriminantA= b2 — 4ac. Il existe trois solutions homogénes selon les cas de A illustré sur
I’organigramme. Deuxiémement, on cherche la solution particuliere yy(t) lorsque le second
membre A(t)=0. Dans I’organigramme, on constate deux cas d’excitations :

e Une excitation constante

e Une excitation sinusoidale.
La solution particuliére yp(t) est déterminée selon la régle suivante :
« La solution particuliére suit la forme générale du second membre de I’équation
différentielle ».
Enfin, la solution générale de I’équation différentielle du second ordre avec second membre

est donnée par la somme des deux solutions homogéne et particuliere.
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A(t)=0

J + 26y + wiy = A(t)

AD=0

Equation homogéne :

J+ 26y + wiy =0

On cherche une solution
homogéne yy(t)

Equation caractéristique :

s2+28s+w¢=0

l

Equation générale :

y + 28y + wiy = A(t)
|
On cherche la solution particuliére yp(t)

A=A A(t)=Aqcos(Qt)

A>0 Ay
t) =—
yp( ) wg
yu(t) = Aje™t + Aye®t ) A<O
—b £ VA 4=0 '
127" Yo (®) = Yocos (0t + )
v Yo = Ao
yu(0) = (A1 + Ayt)e% J(WwE — 022 + 45202
v 260
yu(t) = Ae %t cos(wpt + @) ¢ = —Arctg m
wp = |wi — &2

Fig. I-1. Organigramme de la solution d’une équation différentielle du second ordre
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I-2- Caractéristiques d’une oscillation sinusoidale harmonique

Une vibration est sinusoidale lorsqu'une masse attachée au bout d'un ressort est écartée de sa
position d'équilibre, puis lachée. Une vibration est périodique lorsque les mouvements se
reproduisent globalement identiques a eux-mémes a des periodes de temps mesurables. Elle

est de la forme :

x(t) = Asin(wot + @) (1-2)
ou bien :

x(t) = Acos(wot + @) (1-3)
avec .

¢ est le déphasage par rapport a 1’origine des temps.

A est ’amplitude maximale du signal (m).

L'amplitude d'une fonction sinusoidale est une mesure de sa hauteur par rapport a sa mediane.
ap est la pulsation libre (rad/s)

La pulsation est une grandeur proportionnelle a la fréquence d'un phénoméne périodique.
w =24 (1-4)
f est la fréquence (Hz)

La fréquence est le nombre de cycles par seconde, et qui est I'inverse de la période T.

1
f== I-5
T (1-5)
T est la période (S)
La période est le temps qui s'écoule entre deux passages successifs de la masse en mouvement

au méme endroit comme le montre la figure I-2.

1 xf \x f""ﬁ\‘ / ﬁ\x
! W { ‘l‘-. f. .\

05 f'f W . é T / \
/! \ / y ;' '
/ '-.II .n"lr II'I.I ,.'. Y t .
0 \n J/2m \ / \ |

\ / \ ,n"ll !
- O : 5 - II.II I."I \ ,l" \I.'l,
".I ."ll- \ _.l' '\._
1 o/ ./ N

Fig. I-2. Définition de la période T


http://www.defl.ca/~gdube/fonctionscirculaires/graphstrigonometriques/contenu/fnssinusoidales.html
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I-3- Equation de Lagrange pour une particule

L’équation de Lagrange est donnée par la forme

2 (58) 5 = Fexeg (1-6)
avec :

L est le lagrangien définit par :

L= E~-E,=T-U (1-7)
avec :

Ec, T est I’énergie cinétique du systéme.

Ep, U est I’énergie potentielle du systeme.

g est la coordonnée généralisée qui caractérise le mouvement vibratoire.

Fextq - Les forces extérieures généralisées.

Le degré de liberté est égal au nombre de coordonnées (N) moins (-) le nombre de liaisons

(R).
d=N-R (1-8)

Pour un systeme conservatif, la force appliquée dérive d’un potentiel et 1’équation (I-6)

s’écrit :

d (oL\ OL

ai(57) ~30 = 0 ()
Dans le cas d’une force de frottement dépendant de la vitesse (f = —av), I’équation (I-6)
devienne :

d (oL\ dL .

(o)~ = e (-9

L’équation (I-10) se généralise a 1’équation suivante :

d (0L dL  dD
)20 o
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D est la fonction de dissipation donnée par: D = %ﬁqz. Elle est liée a la force de frottement

.f =9
par: f; = 30

Dans le cas d’une force extérieure dépendant du temps, I’équation (I-11) s’écrit comme :

d (0L dL , dD
a(55) ~ 5+ 5 = Ferta (42

Et pour un systéeme a plusieurs degrés de liberté,

d (0L JaL aD
aGr) 30+ 5 = Fexea (I-13)

I-4-EXxercices corrigés
Exercice N°1

Résoudre les équations différentielles pour les conditions initiales suivantes: y(0) =
Oety(0)=0

a- y+3y+2y=4

b- 4+ 3y + 2y = 2cos(5t)

c- y+4y+5y=2

d- y + 4y + 5y = 3cos(3t)

e- V+4y+4y =6

f- 4+ 4y + 4y = 2cos(2t)

Solution N°1
a- y+3y+2y=4

Pour résoudre 1’équation (a), en premier temps on cherche la solution homogeéne lorsque

A(t)=0. L’équation (a) devienne :y + 3y + 2y = 0

On transforme 1’équation différentielle a une équation d’une variable de second ordre. On

pose la solutiony(t) = eS¢ . L’équation différentielle homogeéne devienne :

s2+35s+2=0 (a-1)
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On calcul le déterminant A=9-8=1>0. L’équation (a-1) admet deux solutions différentes

données par :

—b+ VA
2a

S12 =
En remplacant les constantes, on trouve les deux solutions : s;=-1 et s,=-2.
D’aprés ’organigramme, la solution homogene est donnée par :

yH(t) == Ale_t + Aze_Zt

On cherche la solution particuliere lorsque : A(t)#0. La solution particuliére suit toujours la

forme du second membre.
A 4
yp(t) = w_% = E:> yp(t) =2

Et la solution générale :y(t) = 2 + Aje™" + A,e™ %

Pour déterminer les constantes d’intégration A et A, on utilise les conditions initiales :
y(0)=0=2+4+4,+4,=0

y0)=0=2—-A4,—-24,=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=-6 et A,=4. Et finalement la solution

générale de I’équation (a) est :
y(t) =2—6e7t + 4e7 %
b- 3+ 3y + 2y = 2cos(5t)

La solution homogene de 1’équation (b) est la méme que 1’équation (a). Et la solution

particuliére est égale a :
Yp(t) = yocos(Qt + ¢)
Avec :

AO
Yo = =0.07
V(2 —02)2 + 45202
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26Q .
@ = —arctg m = 35.54° =0.2m

Et la solution générale :

y(t) = Aje t + A,e 2t + 0.07cos(5t + 0.2m)

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0) = 0= 0.0566 + 4; + 4, = 0

y(0)=0=—-02—A4, —24,=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=0.0868 et A,=-0.1434. Et finalement la

solution générale de 1’équation (a) est :
y(t) = 0.07cos(5t + 0.2) + 0.0868e ™ — 0.1434e "2t
c- y+4y+5y=2
L’équation homogene est :y + 4y + 5y = 0
L’équation d’une variable de second ordre est :
s?4+4s+5=0 (c-1)
On calcul le déterminant A=16-25=-9<0.
D’apres 1’organigramme, la solution homogéne est donnée par :
yyu(t) = Ae ?**cos(wpt + @)

Avec :

La solution particuliére de 1’équation (c¢) est donnée par :

2
yp(t) = g
Et la solution générale :y(t) = % + Ae~?tcos(t + @)

Pour déterminer les constantes d’intégration A et ¢, on utilise les conditions initiales :
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2
y(0)=0= < + Acos(p) =0

y(0) =0 = —2Acos(p) — Asin(p) =0

On déduit A de la premiére relation et on la remplace dans la deuxieme equation, on aboutit :
A =10.88

@ = —63.4° = —0.351

Et la solution générale est égale a :
2
y(t) = £ + 0.88e%tcos(t — 0.35m)

d-y + 4y + 5y = 3cos(3t)

La solution homogene de I’équation (d) est la méme que I’équation (c). Et la solution

particuliére est égale a :
Yp(t) = yocos(3t + ¢1)
Avec:

Ao

= = 0.237
V(2 —02)2 + 4522

Yo

260 o
@, = —arctg m = 71.565° = 0.4m

Et la solution générale :

y(t) = Ae ?*cos(t + ¢@,) + 0.237cos(3t + 0.41)

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0) =0 = Acos(¢p,) +0.07=0

y(0) = 0 = —2Acos(p,) — Asin(p,) — 0.676 =0

On résoudre le systéeme d’équation, et on obtient : A=-0.56 et ¢,=0.46n. Et finalement la

solution générale de 1’équation (d) est :

10
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y(t) = 0.237cos (3t + 0.4m) — 0.56co0s(t + 0.461)

e-j+4y+4y =6

L’équation homogene est :y + 4y + 4y = 0

L’équation d’une variable de second ordre est :

s2+45+4=0 (e-1)
On calcul le déterminant A=16-16=0.

L’équation admet une solution double égale :

—b
51'2 = Z = _2

D’aprés I’organigramme, la solution homogene est donnée par :
yu(t) = (A; + Ayt)e™?t

La solution particuliere de 1’équation (e) est donnée par :

yp(t) =

1o

2
Et la solution générale :y(t) = g + (A; + Ayt)e %t
Pour déterminer les constantes d’intégration A; et A,, on utilise les conditions initiales :
3
y(0)=0=-+4,=0
On déduit A;=-3/2 et A,=3. Et la solution générale est égale a :
3 3

— _ - -2t
y(t)—2+( 2+3t)e
f-y + 4y + 4y = 2cos(2t)

La solution homogene de I’équation (f) est la méme que I’équation (e). Et la solution

particuliére est égale a :

11
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Yp(t) = yocos(2t + @)
Avec :

4o

V(2 —02)2 + 4522

Yo

B . 260 _900_3
@ = —arctg o7 =02 = —271

Et la solution générale :
3
y(t) = (A1 + Axt)e " + 0.25cos(2t + 5™

On introduit les conditions initiales pour trouver les constantes d’intégration :
y(0)=0=2A4,=0
y(0)=0=—-24;+4,+05=0

On résoudre le systéme d’équation, et on obtient : A;=0 et A,=-0.5. Et finalement la solution

générale de 1’équation (f) est :
3
y(t) = —0.5te™2t + 0.25co0s <2t + En)

Exercice N°2

Un mouvement vibratoire est caractérisé par le déplacement suivant :
T
x(t) = 5cos (25t + §)

Ou x en centimeétres, t en secondes et la phase en radians.

1- Déterminer 1I’amplitude maximale.

2- Donner la pulsation propre, la fréquence et la période du mouvement.

3- Exprimer la phase initiale (déphasage a I’origine).

4- Calculer le déplacement, la vitesse et 1’accélération aux instants t=0s et t=0.5s.

12
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Solution N°2

1- L’amplitude maximale est 5 cm.

2- La pulsation propre est «p = 25 rad.s?, la fréquence f = 3.98 Hz et la période propre
Tp=0.25s.

3- La phase initiale ¢ = n/3 rad.

4- Le déplacement, la vitesse et I’accélération a t=0 s:
I
x(0) = 5cos (§) =25m
%(0) = —125 sin (E) = —108.25 m/s
3
I
#(0) = —3125 cos (g) = —1562.5 m/s?
At=05s,

T
x(0.5) = 5cos (12.5 + §) =15m
%(0.5) = —125sin (12.5 + g) — 1192 m/s

T
#(0.5) = 3125 cos (12.5 + §) = —939.7 m/s?

Exercice N°3
Un mouvement harmonique est décrit par :

x(t) = Xcos(wyt + @)
Les conditions initiales sont : x(0)=x,, x(0) = X,

1. Calculer X et .

2. Exprimer x(t) sous la forme x(t)=Bcos(apt)+Csin(apt) et en déduire B et C
Solution N°3
1- L’amplitude maximale X et le déphasage a 1’origine

x(t) = Xcos(wyt + @)
{xo(t) = —Xwgsin(wot + @)

En utilisant les conditions initiales, on trouve :

{ x(0) = Xcos(@) = x, _ cos(p) = % N ¢ |
%0(0) = —Xw sin(p) = %, sin(p) = —XxTO R ¢

Pour obtenir I’amplitude maximale on fait la somme du carré de deux équations (1) et (2),

1)+ = X = /xg + Z_%

13
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Et pour le déphasage, on divise 1’équation (2) par 1’équation (1),

sing Xo X
tangp = = — = @ = —Arc tan( )
cosQ XoWo XoWo
2- Pour exprimer x(t) sous la forme x(t)=Bcos(ant)+Csin(axpt), on utilise la formule

trigonométrique suivante :
cos(a + ) = cosacosf — sinasinf ... ... e ee vee eee oo (3)
x(t) = Xcos(wot + @)

x(t) = Xcos(wyt)cosp — Xsin(wyt)sing

x(t) = Bcos(wpt) + Csin(wot) v cer vee vee cen e (4)
Par analogie entre 1’équation (3) et (4), on peut tirer :
{ B = Xcosg

C = —Xsing

Exercice N°4
1- Quel est le nombre de degré de liberté du point matériel dans chaque systeme (Fig.1-3).

2- Quelles sont les coordonnées généralisées que 1’on peut utiliser pour définir le mouvement

de ce point.
TZ
z 2z > X
0
I H
o'm
(a) (b) (©)
Fig.1-3. Différents systemes :
(a)- un pendule simple, (b)- un cercle, (c)- un céne
Solution N°4
Le systeme (a) :
1- Le point m est défini par :
x = lsin@ _
{Z = lcosO N=2

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :

x2+z%2 =12 = I=+Vx2+z2=(C" = R=1

14
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Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

2- La coordonnée genéralisée qui définie le systeme est : 6
Le systeme (b) :

1-  Lepoint M est défini par : OM = xe; + ye,

e, = Rcosfe, — Rsinfe,

eg = Rsinfe, + Rcosbe,

Et par conséquent :

{x = rsinf

y = rcosf = N=2

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :

x2+z%2=1r? = r=Vx2+z2=(C"* = R=1
Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

Le systeme (c) :

1- Le point M est défini par :

{x = rsinf — N=2

y = rcosf

Le nombre de liaisons entre les coordonnées :
x2+z%2=1r? = r=Vx2+z2=(C"* = R=1
Et le nombre de degré de liberté est : d=2-1=1

Exercice N°5

Soit le systeme mécanique de la figure 1-4, constitué d’une masse m et un ressort de raideur
équivalente k. Trouver 1’équation différentielle du mouvement par la méthode de Newton et la

méthode de Lagrange.
A

Solution N°5
) k
a- Méthode de Newton =
S
T —
aléquilibre: X F=P+T=0
m
T: la force de rappel du ressort
R _ P
P: le poids de la masse m v

Fig.I-4. Systéme masse ressort

15
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mg — k.xy = 0 C’est la condition d’équilibre

Au mouvement : ¥ F = my

2
F=m%Z=mx =>mi =mg —k(x + x;)

datz

En appliquant la condition d’équilibre, 1’équation devienne :

mi+kx=0 = ¥+wix=0
Avec : ax est la pulsation libre est égale : w, = \/%

b- Méthode de Lagrange

L’équation de Lagrange est :

d(ay_2_g
dt \ax ax

Le lagrangien est donné par : L= Ec-E,

_1_ .2
E,. = Smx
E, = s kx?
Et
1 1
L= mez —Ekxz

En utilisant 1’équation de Lagrange :

JaL . d (0L ..
—=mx =—\—)=mx
x dt \dx

oL
ax

—kx

L’équation différentielle de mouvement est comme suit :

mi+kx=0 = ¥+ wix=0

La pulsation propre : w, = \/%

16
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Exercice N°6

Déterminer 1’équation de mouvement d’un pendule simple de la Figure I-5, constitué¢ d’une
masse m et fils de longueur | de masse négligeable pour des faibles oscillations par la
méthode de Newton puis par la méthode de Lagrange.

Solution N°6
a- Meéthode de Newton AN X
A \ =
D’aprés 2™ loi de Newton : )(9\\
2 \\\ h
— do \
My =1— | _
0 dt A T ;
d
_ = e e 0 Vi
M’F/O-I-Mﬁ/O:IH ””/’ m
_y__‘__-=::::: _______________
Le moment de la tension est nul et le moment du poids m P
v
est donné par : vy
—mgd =16 Fig.I-5. Pendule simple
Avec 1=ml? est le moment d’inertie du pendule.
Et d=lIsing
L’équation devienne :
—MGISING = MUPG oo (I-8)

Pour les faibles oscillations : sinf = 6 1’équation (I-8) devient :

é+%9=0

Avec : Wy est la pulsation libre est égale : w, = \/%

17
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b- Méthode de Lagrange

L’équation de Lagrange caractérisant le systeme est donnée par :

d (L) oL _
o (%) ~ % 0 ou L—EC-Ep

E.= %192 = %mlzéz et E, = —mgh = —mglcos6
Pour les faibles oscillations sinf~0 et cos@=1-&/2

L’énergie potentielle s’écrit :

E, = —mgl + ’”7‘9192
Et le Lagrangien :
1 1292 _1 2
L= Eml 0 —Emgle + mgl

Appliquant 1’équation de Lagrange :

6_L_ 24 i a_L _ 25
69—m19 :'dt(aé)_mle
oL

5——mgl9

En remplacant dans I’équation de Lagrange :

mi*6+mglo =0 =6+76=0

Et la pulsation libre w, = J%

Exercice N°7

Soit le circuit électrique de la figure 1-6 constitué d’une bobine et d’un condensateur. Trouver

I’équation différentielle du mouvement du circuit.

18
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Solution N°7
a- D’apreées la loi de Kirchhoff

M_Fﬂ:()

VetV =0 =L TR

Comme i(t) = %, I’équation différenticlle de mouvement s’écrit :
L4 L,
Lq-l-E—O > §+wiqg=0
: 1
La pulsation propre w, = =

b- Méthode de Lagrange

Ec = Emag = Vpdq = [ L3 dq = [ Lidi = Li? = 2 Lg?

Le Lagrangien : L = %qu — éqz
L’équation de Lagrange s’écrit :
d (oL\ oL

a(5s) 5 =0

6L_Lq N i(aL):Lq.

aq dt \aq
oL _ 1
6q_ c

L’équation différentielle de mouvement :

. q _ . l _
Lg+-=0 = G+-q=0

Et la pulsation propre : w, = \/g

19
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I-5- Exercices non corrigés

Exercice N°1

Pour repérer la position d'un solide dans I'espace, il faut repérer la position de trois points non
alignés A, B et C de ce solide.

1) Traduire les liaisons physiques par des relations mathématiques; quel est le nombre de

degrés de liberté de ce solide?

2) Quelles sont les coordonnées généralisées les plus couramment utilisées pour décrire le

mouvement d'un solide?

3) Quel est le nombre de degrés de liberté pour un solide qui posséde : a) un point fixe? b)

deux points fixes?

Exercice N°2

On considére un haltére constituée de deux masses identiques m, supposees ponctuelles,
reliées par une tige de longueur a, de diametre et de masse négligeables.

1) Comment s'écrit mathématiquement la liaison entre les deux masses?

2) Quel est le nombre de degrés de liberté de ce systeme?

Exercice N°3

Calculer la fréguence des oscillations pour chacun des systemes de la figure I-7.

R M e e
: Ky Ky
kq ko m ke
m kz m
B P

Fig.l-7. Différents systemes masse ressort

20
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Exercice N°4 :

La figure 1-8 illustre un circuit électrique constitué d'une self L _/ i
(de résistance supposee négligeable) et d'un condensateur
de capacité C. La capacité posseéde une charge Q. +g —cC L

A l'instant initial, I'interrupteur K est fermé puis le systeme

oscille librement (voir figure).

1) Ecrire I'équation qui régit les variations de la charge q _ o
Fig.I-8. Circuit LC

du condensateur au cours du temps.

2) Résoudre cette équation et déterminer la période de cet oscillateur.

Effectuer I'application numérique pour L=0.5H, C=0.5uF.et Q=0.5uC.

3) Calculer I'énergie du condensateur, celle de la self et I'énergie totale du circuit. Que

remarque-t-on ?

4) Faire l'analogie avec une masse m accrochée a un ressort.
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