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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

II-  Oscillations libres des systemes a un degré de liberté

I1-1- Oscillateur linéaire

Le mouvement vibratoire est dit linéaire s’il est régi par une équation différentielle

harmonique de la forme :

g+ apq=0 (11-1)
I1-2- Conditions d’équilibre

Les deux conditions qui définissent le mouvement vibratoire sont :

La condition d’équilibre :

9Epl  _ i
aq]q=0 =0 (11-2)

Et la condition de stabilité est donnée par :

02Ep
2q?

]q=0 >0 (11-3)

La figure 1I-1 illustre la variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de
déplacement x. Dans un mouvement vibratoire, 1’énergie totale est constante. L’énergie se
transforme d’une énergie cinétique a une ¢énergie potentielle. Quand I’énergie cinétique
diminue, 1’énergie potentielle augmente et vis versa. Cette propriété est appelée conservation

de I’énergie totale du systéme.

X

Fig. 11-1. Variation des énergies cinétique, potentielle et totale en fonction de x
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

11-3- Equation différentielle

L’¢équation de Lagrange pour les oscillations libres d’un systéme conservatif est donnée par :

i(aL) oL _ (11-4)

at\oq)  oq

La solution de I’équation (I1-1) est donnée par :

q(t) = Acos(awyt + @) (11-5)
Pour calculer les constantes A et o, il nous faut les conditions initiales :

qt=0)=gq
-0 -a (1)

En remplagant 1’équation (II-5) et sa dérivée dans 1’équation (II-6), on aboutit :

Acosp = q
{—Aa)osimp = qp (11-7)

Pour calculer la constante A, on met les équations (11-7) au carré puis on les additionne terme

par terme, on aboultit :

1= (%) + () » 4208 = gk + 3

Et enfin,

_ |98 §+43 )
A= | o (11-8)

Et le déphasage,

tgp = o o, @ = —Arctg (i) (11-9)

oo qo %o
I1-4- Oscillations libres amorties a un degré de liberté

Dans les oscillations amorties, les forces de frottement sont prisent en considération. Les

frottements sont visqueux et dépend de la vitesse.
11-4-1- Equation de Lagrange

L’équation de Lagrange des oscillations amorties est citée ci-dessus dans I’équation (I-10) :
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

d (0L dL . 9D
402+
dt \dq aq aq

On définit la fonction de dissipation par :

1 .5 aD .
= - _— — =
D Saq aq = 94

La forme de I’équation différentielle est :

g+ 28q+ a)(z)q =0
Avec :
0 est le coefficient d’amortissement.

wo est la pulsation libre.

I1-4-2- Résolution de I’équation différentielle

(11-10)

(11-11)

(11-12)

La solution de 1’équation différentielle (II-12) dépend de la valeur de & par rapport & wo. On

distingue trois régimes : le régime apériodique, le régime critique et le régime pseudo

périodique.

Le régime est apériodique (fortement amorti) si 3>y , et la solution est de la forme :

q(t) = Ajesit + A es2t

(11-13)

A; et A, sont des constantes d’intégration définies par les conditions initiales. La figure I1-2

représente la solution q(t) en fonction du temps dans le cas particulier ou q(0)=qgq et q(0)=0.

La solution q(t) varie exponentiellement vers zéro.

dor~—

q(n

temps

Fig. 11-2. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime fortement amorti (sur amorti)
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Si 8=y le régime est critique (Figure 11-3), et la solution est de la forme :
q(t) = (A + Ayt)e % (11-15)

A; et A; sont des constantes d’intégration calculées a partir des conditions initiales. La figure
I1-3 montre la variation de la solution q(t) en fonction du temps. q(t) est une fonction qui tend

vers zéro sans oscillation lorsque le temps augmente.

o

q(t)

o

temps

Fig. 11-3. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime critique
Si d<a le régime est pseudopeériodique (Figure 11-4), et la solution est de la forme :
q(t) = Ae %tcos(apt + @) (11-14)

A, ¢ sont des constantes d’intégration déterminées a partir des conditions initiales. mp est la
pseudo pulsation définie par : wp = / @& — 52

La figure II-4 illustre la variationde q(t) en fonction du temps. On remarque que q(t) est
envloppée par deux fonctions exponentielles. Le lieu des maxima est obtenu en résolvant
q(t)=0. Les maxima de q(t) sont séparés par des intervalles réguliers égaux & Ta. Ta est
appelé la pseudo-période. On remarque que la diminution de I’amplitude des oscillations au
cours du temps, I’'un des effets de ’amortissement est 1’augmentation de la période des
oscillations. Pour des systémes faiblement amortis (3 << wp), On peut remarquer que mp=wy et
21

que la pseudo période est peu différente de la periode propre : TaxTo = —

@o
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Fig. I1-4. Variation de q(t) en fonction du temps pour le régime faiblement amorti (sous amorti)

11-4-3- Décrément logarithmique

La figure 11-5 représente la définition du décrément logarithmique. Il est défini par le
logarithme du rapport des deux amplitudes successives des oscillations amorties :

A(tq) A(tq) A(t1+Tg)
D _ _ iy AT -1
e = M =~ M am (1l-16)

En remplacant les formules des amplitudes, on obtient a :

D = 6T, (11-17)

ou

0 est le coefficient d’amortissement.

T, est le pseudo période. Elle est donnée par :

T, = i—’; (11-18)
avec :
Wp est la pseudo pulsation, elle est égale a :
wp =R — 52 (11-19)
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<)

Fig. 11-5. Définition du décrément logarithmique

11-5- Analogie électromécanique

L’analogie entre le systtme mécanique masse-ressort et le systeme électrique RLC est

regroupée dans le tableau suivant :

Systemes mécaniques

Systéme électrique

Translation Rotation Circuit RLC
Déplacement : x Angle: 6 Charge : q
Vitesse : x Vitesse angulaire : 8 Courant : g

Accélération : ¥

Accélération angulaire : 8

Variation de courant : g

Constante de raideur : k

Constante de torsion : C

Inverse de la capacité : 1/c

Masse : m

Moment d’inertie : |

Inductance : L

Coefficient

d’amortissement : 0

Coefficient

d’amortissement : 0

Résistance : R

. . g 1 .
Energie cinétique : mez

1 .
— 162
2

Energie magnétique : %qu

Energie potentielle : %kx2

—mgh

.y, . 1
Energie électrique : Z—qu

Tableau. I1-1. Analogie électromécanique
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

11-6- Raideur equivalente

Les raideurs sont liées soit en série ou en paralléle.

11-6-1- Raideur en paralléle

La figure 11-6 schématise 1’association en paralléle de deux ressorts.

L’¢équilibre des forces conduit a :

Ki.X+kKa.Xx=Keq.X = keq=K1+k> est la raideur équivalente.
Fig. 11-6. Association en parallele
1-6-2- Raideur en série des raideurs

La figure 11-7 schématise 1’association en série de deux ressorts.

L’équilibre des forces conduit aux relations suivantes :

k
kl.X]_:keq.X = xl ==
keq
— _ keq
kz.Xz—keq.X = xz = k_
2

L’¢longation totale : X=X;+X»
Fig. 11-7. Association en série des

ke ke . L i
X = (—q + —q) x =+ =2 + L est la raideur équivalente raideurs
k4 k, keq kq ko
I1-7- Exercices corrigés
Exercice N°1
Une tige OC de masse négligeable est articulée 70 Equilibre statique
OA=|1
sans frottement au point O et porte a son extrémité C o8|
=

une masse m (Figure 11-8). Deux ressorts de raideur oc=| 7

ki et ko sont liés a la tige aux points A et B respectivement.

B

A 1’équilibre, la tige est horizontale et elle est écartée
. ) . o Fig. 11-8. Systeme mécanique
d’un angle 0 supposé tres petit (les faibles oscillations). pendule-ressort

1- Calculer I’énergie cinétique et potentielle du systéme.
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

2- Déduire le lagrangien.
3- Etablir I’équation du mouvement.

4- Trouver la solution 6(t) si 6(t = 0) = 7/, , 6(t =0) = 0.

Solution N°1

1- Energie cinétique et potentielle :
1 v2_1 % =lsing ~
E.=smy® = 2m(lﬁ) avec y=Ising ~10
E,=E, +Ep, = %klyl2 + %kzyz2 avec y1=hisin@~11.6, y,=l,sind ~1,0
1 2,1 2
Ep = Ekl(lle) + Ekz(lze)
L =-mi202 — -k, 1207 -~ k,126°
2- L’équation de Lagrange est donnée par :
d (L) oL
(5 % =0

oL o mizé - 4 (aL) = ml?0

PY) at \aé
oL
2 = —ky 120 — k, 130

3- L’équation du mouvement s’écrit :
2(j 2 2 i (kali+ks13)
ml“0 + (klf + k,15)0 =0 = 0+———0=0

mi?

Et la pulsation propre : @, =
4- Lasolution est :

0(t) = Acos(wot + @) = 6(t) = —Awysin(wpt + @)

15

{6(t=0)=Acosq0=f—5 SA=—=
0(t=0)=—Awysing=0 = —sing=0=>¢p =1

Et la solution : 0(t) = — f—scos(a)ot + 1)
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Exercice N°2 ;

Un tube en U (Fig. 11-9) de section faible et uniforme s contient un  —y— (v
liquide de masse volumique p. La pression a la surface libre est .

égale a la pression atmosphérique.

1- Calculer la période propre des oscillations de la masse ‘ \_//

- - ’) \ 4

liquide * i
Solution N°2

Fig. 11-9. Tubeen U
Le lagrangien est donneé par : L=E-E,

Puisque la section est uniforme, toutes les particules de liquide ont une vitesse v. L’énergie

cinétique du fluide est :

1,
Eczzmx

L’énergie potentielle : E, = pgsx?

L= %ma’cz — pgsx?

d (6L) aL 0

dt \ox ax

aL ) d (oL .
—=mx =—|—)=m¥
ax dt \ox

oL _ 2p0gSx

x pPg

Et enfin I’équation différentielle de mouvement :

mx + 2pgsx =0 = 5&+%x=0

La pulsation libre est : @y = /Zl:fs

m
2pgs

La période propre : T, = 2@
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Exercice N°3

On realise le montage correspondant au schéma de la figure 11-10.

On bascule le commutateur en position 1 pour charger

le condensateur puis on le bascule en position 2.

Avec un systéme d'acquisition et de traitement, on enregistre

la tension u¢(t) dont le graphe est représenté sur la figure 11-11.

L'enregistrement débute a I'instant de date t, = 0 s qui

correspond au basculement du commutateur en position 2.

u: (enV)
4 i L S L
R Sy Fom-] . .
| i | 1 I
| ] | ] 1
10 fpm = o b e e b e = e Le—— [
] ] ] 1
I ] 1
I I i
I e o e = o B B e e
I I | 1
| I ] i
| ] 1 1
u T T T T >
0 120 lag 150 Iag 100
I I ] I 1
b L L —d_ 2 [ IS VY S T,
5 T i 1 T i
| ] | I 1
| I | 1 1
J T J . SR, e b = A —— -
I I ] ] I
| | 1 1 i
| I 1 1 1
B |- S —— e e fmmm—— P

2

L=1H et r=10Q
Fig. 11-10. Circuit LC

Fig. I1-11. Variation de la tension de sortie en fonction du temps

temps ?

3-

expression.

Déterminer la valeur de la pseudo-période du signal.

Comment peut-on expliquer la diminution d'amplitude des oscillations au cours du

Ici on peut considérer que la période propre et la pseudo-période ont la méme

En déduire la valeur de la capacité C du condensateur et comparer avec l'indication du
fabricant. On donne 72~ 10

Solution N°3

1- La diminution d’amplitude est due a la résistance interne de la bobine. Il y a

dissipation d'énergie sous forme de chaleur en raison de I'effet Joule).

2- La pseudo-période vaut T = 20 ms.

3- La pseudo-période ayant méme valeur que la période propre, on a:
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Tg
472L

Ty =2nVLC = T¢ =4n?(LC) = C =

En remplagant les valeurs de Ty et L, on trouve :
C =10 pF Valeur égale a celle du fabricant.

Exercice N°4

Une masse m est soudée a ’extrémité d’une tige de longueur | et de masse négligeable
(Figure 11-12). L’autre extrémité du fil est articulée au point O. La tige est liée au point A a
un Bati (B1) par un ressort de raideur k;. Au point B, la tige est reliée a un Béti (B;) par un
ressort de raideur k,. La masse m est liée au Bati (B,) par un amortisseur de coefficient de
frottement «. OA=I1/3 et OB=2I/3.

B ]

1- Trouver I’équation différentielle du mouvement.

2- Déterminer la solution de I’équation

différentielle dans le cas d’un faible amortissement,

e

le coefficient d’amortissement, la pulsation propre (B,)

et la pseudo-pulsation.
(04

Solution N°4 Fig. 11-12. Systéme mécanique

1- L’équation différentielle du mouvement :
Le Lagrangien : L=E-E,
E.= %mx% avec:x; =Isind =10 = %3, =10 = E, = %mlzéz
Ep = Epl + Epz

Ep1 est I’énergie potentielle du ressort de raideur ki. Ep, est celle du ressort ko.

2
_1 2 _ ! _1 L 2
Epl = Eklxl avec X1 = 59 = Epl = Ekl (g) 0

2
1, 2l 1, 20\ 2
Epz = Ekzxz avec x, = ?9 = Epz = Ekz (?) 0

£y = i (0 + i (' 0

3

La fonction de dissipation : D = %aa’c% = %alzéz
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Chapitre |1 Oscillations libres des systéemes a un degré de liberté

Le Lagrangien s’écrit :

L =>ml?6% -k, (1)2 62 +k; (”)2 E

3 3
L’équation de Lagrange est donnée par :

d(aL) oL , aD _

at\ed) 96 ' 06

oL iz = i(a—L) = ml?%6

20 dt \oo
oL k1?2 4k,l?
= ()0
a0 9 9

aD 24

— = al“0

a0

En remplagant terme par terme dans ‘équation de Lagrange, on obtient :

4k, 1?

mi%0 + al?0 + (kl—lz +
9 9

)9=0 :>{9'+%é+(k1+ﬁ)9=0

Im Im

2- Pour les faibles amortissements,
6(t) = Ae %t cos(wpt + @)
Par analogie avec :
6 +2860 +w2 =0

La pulsation propre :

k, + 4k,
@0 = 9m

Le coefficient d’amortissement :

a

0=om

La pseudo pulsation :

1
wp = /wg — 62 = @\/4(1& + 4k,) — 9a?
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Exercice N°5

Une fois le condensateur charge, on bascule rapidement le commutateur (K) (voir figure Il-
13) de la position 1 a la position 2 : il prend l'instant du basculement comme nouvelle origine

des dates. Le condensateur se décharge alors dans la bobine.

A- L'acquisition informatisée des tensions permet de visualiser I'évolution des tensions uag(t)

et upg(t) en fonction du temps.

Apres transfert des données vers un tableur-grapheur, on souhaite étudier I'évolution des

différentes énergies au cours du temps.

1- Exprimer littéralement, en fonction de i(t), I'énergie magnétique E,, emmagasinée dans la
bobine.

2- A partir de I'une des tensions enregistrées Uag(t) et Upg(t), donner I'expression de I'intensité
instantanée i(t).

3- En déduire I'expression de I'énergie magnétique emmagasinée dans la bobine en fonction
de I'une des tensions enregistrées.

4- En déduire I'expression de I'énergie totale E+ du circuit en fonction des tensions uag(t) et
UDB(t).

1 {0 2
Aer—pY,
D

| e
=
O

Ak

m
f——t
/AR
08
%

U{i}.
A
| —
 I— |

vY,
Fig. 11-13. Circuit RLC

B- A partir du tableur-grapheur, on obtient le graphe de la figure 11-14 qui montre I'évolution,
en fonction du temps, des trois énergies : E. énergie électrique, En, énergie magnétique et Et

énergie totale.
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Courbe 1

Courbe 2

Fig.11-14. Evolution des énergies E,, Et et E, en fonction du temps

5- ldentifier chaque courbe en justifiant. Quel phénomene explique la décroissance de la

courbe1?

C- Pour entretenir les oscillations, on ajoute en série dans le circuit précédent un dispositif

assurant cette fonction. On refait alors une acquisition informatisée.

1- Tracer sur la figure 11-15 les deux courbes manquantes. Préciser ce que chacune des

trois courbes représente.

2- Pourquoi un tel régime est-il qualifié d'entretenu ?

Energies

4

1

0

-

Fig.l1-15. Evolution des énergies en fonctions du temps
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Solution N°5
Cas A

1- Energie magnétique E, emmagasinée dans la bobine:

1
E, = ELi(t)z

2- Loi d'Ohm:
upp(t) = —RIi(t) e i(t) = _uD;(t)
En remplacant cette derniére équation dans 1’énergie, on trouve :
E, :% uIZJIgz(t)

3- Energie totale Et du circuit en fonction des tensions uag(t) et upg(t):

1 1 u3z(t)
Er = Eq+ En = Cujp(t) + 5L DI‘;Z

CasB
Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule donc :
E+(0) = E¢(0) et En(0)=01J
On en déduit alors que:
- la courbe 1 est associée a Et
- la courbe 2 est associée a En,
- la courbe 3 est associée a E,

La décroissance de la courbe 1 est due a la perte d'énergie sous forme de chaleur, par effet
Joule, dans la résistance R.

CasC
Lorsque les oscillations sont entretenues I'énergie totale Er est constante: Er = E¢ + E,, = Cte
- Initialement le condensateur est chargé et aucun courant ne circule :
E+(0) = Ee(0) et En(0) =0J

- Si E. augmente alors E,, diminue et inversement.
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- Si E¢ est maximale alors E,, est nulle et inversement.

D'ou les courbes :

Er

Em
0 t

Fig.l1-16. Variation des énergie E, E. et Er en fonction du temps

Le régime est entretenu car les pertes énergétiques dans la résistance sont compensées par
I'apport d'énergie du dispositif d'entretien des oscillations. Les oscillations ne sont plus

amorties mais ont une amplitude constante au cours du temps.
Exercices non corrigés
Exercice N°1

On modélise I’amortisseur d’une voiture (Figure 11-17)

a I’aide d’un ressort de raideur k et de longueur a vide b, b

lo, en parallele avec un amortisseur

de coefficient de frottementA . Une masse m/4 est

e Gy
posée sur ce dispositif et peut se déplacer 7&”‘1)

verticalement le long de I’axe — lié au référentiel 0
ex

Fig. 1-17. Amortisseur d’une

terrestre, supposé galiléen. La masse m/4 représente la Voiture

masse du véhicule de masse m pesant sur le systéme d’amortisseur.
1- Lors du changement d’une roue on souléve d’une hauteur h = 25 cm la carcasse du
véhicule, ce qui correspond au moment ou la roue (de masse négligeable) ne touche
plus le sol : la longueur AM (longueur du ressort) vaut alors 40 cm. Déterminer les

caractéristiques du ressort.
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2- Déterminer et calculer A afin que le dispositif fonctionne en régime critique (roue sur

le sol a I’arrét et masse m/4 en mouvement vertical)

3- On enfonce la masse m/4 d’une hauteur d = 5 cm et on lache le systéme a t = 0 sans

vitesse initiale. Déterminer I’évolution de ’altitude x de la masse m/4.

Exercice N°2

Soit le systeme mécanique (Figure 11-18) composé
d’un disque (M,R) qui peut rouler sans glisser sur

un plan horizontal, d’un ressort k et d’un amortisseur

de coefficient de frottement visqueux o.
1-
en fonction de & et wo, et déduire mp.

2-

Exercice N°3

Trouver I’équation du mouvement, (J,

o

SRR

— I

2 MR?)
2

Le systéme est constitué de 2 masses m; et m,, d’une tige

de masse négligeable et de longueur L et d’un ressort k;

et d’un amortisseur de coefficient de frottement

visqueux a (Figure 11-19).

1- Ecrire I’équation différentielle du mouvement,

sachant que le systeme effectue des oscillations

de faible amplitude.
2- Déterminer la pulsation propre du systéme.

3-Trouver 1’équation du mouvement, sachant

que : 0(0)=6 et 6(0) = 0. Ondonne : =2 = m, = m et il

4
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Déterminer I’équation différentielle du mouvement

Fig. 11-18. Systeme mécanique

it

Position d’équilibre

=k

Fig. 11-19. Systéme mécanique



