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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

I11- Oscillations forcées des systéemes a un degré de liberte

I11-1- Equation différentielle

L’équation différentielle des oscillations forcées des systémes a un degré de liberté est donnee

par :
d oL\ 9L , oD
E(a_q)_£+a_q_ ext (111-1)

Fext : la force généralisée a une force extérieure

L’équation différentielle du mouvement vibratoire forcé est :

G +28q + wjq = A(t) (111-2)
I11-2- Solution de I’équation différentielle

L’équation différentielle du mouvement des oscillations forcées est une équation différentielle

du second ordre avec un second membre. La solution de 1’équation (I1-2) est donnée par :
q(t) = qu(®) + g, (1) (111-3)
gu(t) : est la solution homogene

Op(t) : est la solution particuliere

Les trois cas de solution homogéene comme sont citées avant sont proportionnels a un terme

exponentiel :

qy(t)~e5t (111-4)

Aprés un intervalle de temps t supérieur a (3/8) ou (4/8), le terme e =%t —» 0 et qy(t) - 0 .
Dans ce cas, la solution générale tend vers la solution particuliére. Ce régime est appelé le

régime permanent.
q(t) = qp() (11-5)

Quand la solution homogene est non négligeable et non nulle, le régime est dit transitoire.
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

I11-2-1- Cas d’une excitation sinusoidale

L’excitation sinusoidale est de la forme :

A(t) = Aycos(Qt)

L’équation du mouvement (111-2) devienne :

G+ 284 + obq = Aycos(Qt) (111-6)

La méthode des nombres complexes permet de calculer aisément la solution stationnaire. La

solution particuliere complexe est :
q(t) = ge*t (111-7)

q est I’amplitude complexe.

q = qee'? (111-8)
L’excitation A(t) sous forme complexe est égale :

A(t) = Aye' (111-9)
q(t) est une solution de 1’équation différentielle si g(t) et §(t) vérifient I’équation (III-2).
_qoﬂzei(nt+<p) + 25(iﬂqoei(m+‘p)) + quoei(ﬂt+(p) — Aoeim

qol(WZ — Q2) + 2i6Q]e'? = A,

On obtient I’amplitude complexe :

Ao

4 = (2—a?)+zis0 (IN-10)
Et on multipliant par le conjugué du dénominateur, on trouve :

qo = J(wg_nj)02+45292 (11-112)
Et

@ = —arctg (%) (111-12)
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

111-2-2- Cas d’une excitation périodique

La fonction A(t) étant périodique, de période T, son développement de Fourier est :

A(t) = % + Y, agcos(nat) + bysin(nawt) (11-13)
L’équation différentielle s’écrit alors :

G+ 28q+ oiq = % + Yoo agcos(nat) + bysin(not) (111-14)

La réponse permanente peut étre calculée par :

anpcos(nawt+@)+bysin(not+@)

Ao 1)
q(t) = —5+Xn=1 (111-15)
20 J(w(z)—ﬂz)2+46292
I11-3- Pulsation de résonnance
Pour calculer la pulsation de résonnance, la dérivée de qo est égale a zéro.
— —_ —02 2
M _ o= 240[-0(e5-0 )+2‘§/“] ~0 (111-16)
[(e3-02)"+a5202]
— Q[(a? — 02) — 262] = 0 = 4 =0 (11-17)
° - Q, = § — 262
La pulsation de résonnance est donnée par :
Qg = /& — 262 (111-18)
En remplacant 2k dans I’amplitude, on obtient :
qo(Qg) = —22— (11-19)
oR 28 /a)g—sz
Pour les faibles amortissements :
(Qp) = — (111-20)
qo\iigp) = 280

La figure 111-1 représente la variation de I’amplitude qo ( & gauche) et le déphasage ¢ ( a
droite). Pour I’amplitude on remarque qu’il existe un maximum a la pulsation Qg seulement si

I’amortissement est faible pour que & < wy/V2

43



Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté
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Fig. I11-1. Amplitude et le déphasage en fonction de 2

I11-4- Bande Passante

On définit bande passante, la bande de pulsation pour les quelles I’amplitude est égale a

qO(QR) A .
5 Elle est donnée par :

B=Q,—-Q,=26 (111-21)
I11-5- Coefficient de Qualité
Il est définit par le rapport de la pulsation propre a la largeur de la bande passante B.

—% _ % -
Q=% =% (11-22)

111-6- Impédance mécanique

On appelle impédance mécanique d’entrée du systeme mécanique, le rapport des amplitudes

complexes de la force F et de la vitesse v.
F
Z=- (111-23)

111-6-1- Amortisseur

La force de frottementF = av, on déduit I’impédance complexe d’un amortisseur :

Z,=a (111-24)

111-6-2- Masse

D’aprés la 2°™ loi de Newton, la force F s’écrit :
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Chapitre 111

Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

dv
F=m—
dt

On en déduit I’impédance complexe d’une masse :
Zym =1iml) = erig

I11-6-3- Ressort

Laforce: F = kx

Et I’impédance d’un ressort est donné par :

I11-7- Exercices corrigés

Exercice N°1
Etablir I’équation différentielle en courant puis en charge

du circuit oscillatoire électrique RLC de la figure 111-2. On donne :

R=80Q2, L=10 H, C=0.005 F, Up=53 V, Q=3 rad/s, U(t)=Uycos(Qt). R

1- Calculer la période propre T, et le coefficient d’amortissemento.
2- Déterminer la solution du régime transitoire, et en déduire
sa pseudo pulsation ®p.

3- Déterminer la solution du régime permanente.
Solution N°1

1- Y3, Vi=U =2V, +V.+Vyg=U
di(t)
dt

L

+=fi(t)dt +Ri=U =>Lj+R4+-q=U

.. R . 1 Ugcos(Qt)
=4+ L4 + = L
Par analogie, on trouve :

o =
0™ Vic

= Tp = 2nVLc = 1.4s
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

2- Lasolution transitoire :
L’équation différentielle du mouvement devient :
G + 8¢ + 20q = 5.3cos(3t)
La solution générale est :
q(t) = q,(t) + qu(t)
gu(t) est la solution homogeéne calculée lorsque A(t)=0. L’équation différentielle s’écrit :
Gg+8q+20q=0
On calcul le déterminant :
N=6>-ak=16—-20=-4<0
Et
qy(t) = Ae *cos(wpt + @)
Wp = m =2
qy(t) = Ae *cos(2t + @)
La solution particuliere est calculée lorsque A(t) =0:
G +8q + 20q = 5.3cos(3t)
La solution particuliére suit la forme du second membre.
qap(t) = gocos(3t + @)

Pour calculer qo et ¢ a partir de la méthode des nombres complexes. On suppose la solution

complexe de la forme :
C[p(t) — qoei(3t+(p) — qoekpeBit
En remplacant la solution dans 1’équation différentielle,

—9qee'? + 24igye'? + 20qye'? = 5.3 = e’ (11 + 24i) = 5.3
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

53
s —
=i

24
@ = —arctg (H) = —65.4° = —-1.14rad

Et la solution particuliére :
qp(t) = 0.2cos(3t — 1.14)
q(t) = Ae™*tcos(2t + @) + 0.2cos(3t — 1.14)
3- Lasolution permanente est calculée lorsque gu(t)—0. Donc elle est donnée par :
q(t) = 0.2cos(3t — 1.14)

Exercice N°2

Soit le pendule inversé de la figure I11-4. (I = mL?). Au repos la tige OC est verticale et les
ressorts sont non déformés.

1- Donner I’équation différentielle du mouvement de +«— f(t)—>» K,
ce systeme (dans le cas des petites oscillations).
On donne : m=0,2 kg, k;=9 N/m, k,=5 N/m,

B=0,9 kg/s, L = 0,5 m et f(t)=cos(2t).

2- Donner la pulsation propre, la pulsation

amortie (pseudo pulsation), le décrément logarithmique.
3- Donner la solution du régime Permanent.

4- Donner la solution du régime Transitoire.

Fig. I11-4. Oscillations forcées du systéme

Solution N°2
masse ressort

1- L’équation différentielle du mouvement :
L=E-Ep

E.=116%2 =im126?
2 2
1 L\2 1
Ep = Epl + EpZ = Ekl (E) 92 + Ekszez + mgLCOSQ

b =308 =35 (5) 4
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

L’équation de Lagrange pour les oscillations forcées est donnée par :
d (aL) oL 4 oD F
dt\oqg) dq aq

Apres dérivation et en remplacant terme par terme dans 1’équation de Lagrange, on obtient :

1

. 4L% L’k
mL29+TﬁH+ + L2k, —mgL |0 = F(t)

9
. 4 ki k, g 1
9+%ﬁ9+<%+a—z>6——mLZCOS(Zt)

2- La pulsation propre :

/kl +9k, g
Wy = “om .- 3.16rad/s

La pseudo pulsation : @p = /a2 — 62 = 2.78 rad/s
Le décrément logarithmique : d=0T = d=0.94
3- Lasolution du régime permanent :
0, (t) = Bycos(2t + @)
Avec :

1
6, = /mLZ
(@} — Q2)2 — 45202

Et

280
QY = —arctg m
0

En remplacant les données numériques, on trouve :
6,(t) = 0.18cos(2t — 0.27)

4- La solution au régime transitoire :
6(t) = 0u(t) + 6, (1)
L’équation différentielle sans second membre s’écrit :
6+ 1.50 + 106 = 0

A= —17.5 < 0 et la solution homogene :
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

3
0(t) = Ae 2" cos(2.78t + @)

A et ¢ sont des constantes d’intégration calculées a partir des conditions initiales.

Exercice N°3

Un générateur de signaux fournit une tension en créneaux de période T=2.10"s et d’amplitude
V=15V.

V(t) = —15V pour 0 <t Sg
V(t) = +15V pour g <t<T

1- Donner le développement en série de Fourier de la tension en créneaux étudiée.

2- Calculer numeriquement les termes correspondant a n<9.

On applique une tension V(t) a un dipdle RLC et on mesure la tension V’(t) au bornes de R.
On donne L=1H, R=1002, C est calculée pour que 1’on ait la résonnance pour la fréquence de

la tension V(t).

3- Déterminer les coefficients a;, et b;, de la série de Fourier qui est le développement de
la tensionV-(t).
4- Calculer numériquement les termes correspondant a n<9. Commenter les résultats

obtenus.
Solution N°3

1- Le développement en série de Fourier :

a, = %fOT V(t)cosnwtdt

== [fT/Z —Vycosnwtdt + fT +V, cosnwtdt]
“rllo 0 T/, Vo

— ﬂ — 1 =
—an( 2sinnm)=0

b, = %fOT V(t)sinnwtdt

=1 [fT/Z —Vysinnwtdt + [y, +V, sinnwtdt]
7 1Jo 0 1/, Vo
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

=2 @2-2(-D"

Pour n pair b, =0

. . 4V
Pour n impair b, = — —

nm

En posant n=2p+1, le développement de Fourier est donné par :

_ _ Wy sin2p+1)wt
V(t) - T Zp:O 2p+1

2- Application numeérique :

Bl Bg B5 B? BQ

-19.1 -6.37 -3.82 -2.73 -2.12

Le circuit est alimenté par la tension en créneau d’amplitude Vo=15V. Par superposition de
tensions sinusoidales de plusieurs Q=w, 3o, ..., no. Les termes B, sont les amplitudes des

harmoniques de rang n.

bn _ R

b, 12
n R2+(LO-=5)

Avec :

Q=no, LCw?=1, on trouve :

bn _ R
bn R2+(n2LCw2—1)
nCw
bn _ R
b
" R2+(Lwn '1)

En remplacant les valeurs numériques, on obtient :

by 100

bn , 2
j1002+(102n" n_l)

Les calculs sont regroupés dans le tableau suivant :

n 1 3 5 7 9
by, 1 0.012 0.0066 0.0046 0.0036
by,
by, -19.1 -0.076 -0.025 -0.013 0.0076
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

On remarque que le terme fondamental est favorise, et que le signal de sortie va rester a peu

pres sinusordal.

I11-8- Exercice non corrigés

Exercice N°1

e '
Dans la figure I11-5, la masse m est fixée a un ressort k et
un amortisseur o.. On applique & la masse m une force oci:j k
F(t)= Fosin(ot).
1. Trouver 1’équation différentielle du mouvement forcé amorti.
F(t
2. Trouver la solution générale de 1’équation différentielle, ® y(t)

en calculant la solution homogene et la solution particuliére. _ o
Fig. I11-5. Oscillations forcées du

systéme masse-ressort
Exercice N°2

Dans la figure 111-6, un disque circulaire homogene, de masse M r.nz

et de rayon R, peut osciller sans frottements autour de son

I,
axe horizontal 0. Deux masses m; et m, sont soudées ‘
A y

aux extrémités d'une tige de masse negligeable liée rigidement <3 /R B
au disque et passant par 0. Les distances de m; et m; au centre \0

sont notées respectivement [y et [,. Un ressort vertical, Kk I, Ho‘
de constante de raideur k a une extrémité fixe et l'autre

est reliée au disque en un point A situé a une T | T

distance " a " de 0. En position d'équilibre la tige est verticale

F(tg
avec my en bas et le point A est au méme niveau que le 1
Fig. I11-6. Oscillations forcées du

centre 0. Le disque subit un frottement visqueux de coefficient « N
systeme masse-ressort

au point B. La masse m; est soumise a une force F(t)= Focos(Qt)

perpendiculaire a la tige.

Exercice N°3

Trouver le développement en série de Fourier de la force F(t) appliquée au systéeme

oscillatoire définit par 1’équation suivante :

F(t
5&+263’c+w§x=£
m
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Chapitre 111 Oscillations forcées des systéemes & un degré de liberté

avec F(t) est une fonction périodique de période 2r tel que :

(K pour 0<t<m
F(t) = {—FO pourm <t < 2m
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