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Exercice 1:

Démontrer que I'application f : R?\{(0,0)} — R2\{(0,0)}

définie par f(x,y) = (x2 — 2, 2$y) est un C'-diffeomorphisme local,
mais que f n’est pas un C'-difféomorphisme global.

Exercice 2:

Soit f : R? — R? définie par f(z,y,2) = (562 —y?+ 22— 1, zyz — 1)
Soit (z0, Yo, 20) € R? tel que f (0, Yo, 20) = (0,0).

Démontrer qu’il existe un ouvert I de R contenant g

et ¢ : I — R2? tel que ¢ (z0) = (yo,20) et f(z,o(x)) =0 pour tout = € I
Exercice 3:

Montrer que la relation z* + 23y —y + 2 +¢y3 =1

définit y comme fonction de = au voisinage du point (—1,1).
Calculer alors % en ce point.

Exercice 4:

Soient a,b € R de sorte que |ab| < 1.

1. Soit v € R. On définit g : R — R par g(z) = = + asin(v — bsinx).
Démontrer que g est une bijection de R sur R.

2. On pose f(z,y) = (z + asiny,y + bsinx).

Démontrer que f est un C'-difféomorphisme de R? sur lui-meme.

Exercice 5: Déterminer une solution y de I’équation z = y + ﬁ en x pour z,y > 0
1

Inx

proches de 0, de la forme y(z) = z (1 + u (
Calculer u/(0) et u”(0).

)) avec u classe C*° au voisinage de 0 et u(0) = 0.

Correction



Exercice 1: Soit (79,%0) € R?\{(0,0)}. La matrice jacobienne de f en (xo, o) est

2x0  —2yo
2y0 2.730

Son déterminant est 423 + 4y2 > 0. Ainsi, par le théoréme d’inversion local, f réalise un C!.
diffeomorphisme local en (zg, o). Pour autant, f n’est pas un C!-difféomorphisme global de
R2\{(0,0)} sur f (R*\{(0,0)}) car f n’est pas injective : on a f(1,1) = f(—1,-1) = (0,2) par
exemple.

Exercice 2: Il s’agit d’appliquer le théoréme des fonctions implicites et donc de démontrer
que la différentielle partielle de f par rapport aux variables y et z, au point (g, 3o, 20), est un

isomorphisme de R?. Autrement dit, il s’agit de démontrer que la matrice A suivante est

inversible:
81 (20,90,20) Y2 (20, %0, 20)
dfa Ofa

e (z0,y0,20) 32 (%0, Y0, 20)

Calculons cette matrice:

A - —2y0 22’0

T0o20 Z0Yo
Son déterminant vaut —2zq (yg + zg). Puisque zoyozo = 1, et donc g # 0,y9 # 0 et 29 # 0,
on déduit facilement que ce déterminant n’est jamais nul.
Exercice 3
Posons f(z,y) = 2* + 23y? —y + 3% + 93 — 1.
f définit une fonction de classe C* sur R2. De plus, f(—1,1) =0 et on a
of

7y @Y = 22%y — 1+ 2y + 3y°

et

of B
5y ("L =240

On peut donc appliquer le théoréme des fonctions implicites au voisinage de (—1,1). II existe

un intervalle I de R contenant —1, un intervalle J de R contenant 1 et une fonction g : I — J



telle que, pour tout couple (z,y) € I x J,

f(z,y) =0+=y=g()

Pour calculer la dérivée de g en —1, on peut utiliser la formule suivante:

ﬂ(_la 1)
(1= -2
I 375(_171)

of 3 2.2
— :4
8x(x,y) x° + 3x‘y



