Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

Chapitre IV. Générations de Reésidus par espace de parité

I. Introduction

L'objet de cette méthode ne concerne pas uniquement la génération des relations de redondance, elle
explicite également leur utilisation pour la détection et la localisation des défaillances de capteurs. Le
principe est d’analyser la consistance des mesures et détecter la présence des défauts en cherchant a
établir des relations de parité qui sont indépendantes des grandeurs inconnues mais qui restent sensibles
aux défauts. En effet, cette approche consiste a réaliser une redondance analytique entre les entrées et
les sorties du systéme et cela indépendamment des états du systéme, ce qui permet de comparer les
informations fournies par plusieurs capteurs avec celles correspondant aux variables calculées a partir
des modéles dynamiques, cette comparaison se traduit par la génération de variables d’écart appelées
résidus.

Lorsque le processus est en état de fonctionnement normal, ces résidus sont nuls ; leur déviation par
rapport a la valeur zéro, indique 1’apparition d’un défaut. Il existe deux types de relations de redondance
analytique :

- Redondance statique : c’est une approche physique qui se fonde sur I'utilisation d'un modele de
connaissance. Elle représente I’ensemble des relations algébriques entre les mesures issues des
différents capteurs. Les résidus traduisent alors le degré de satisfaction des lois de la physique,
en particulier les lois de conservation de la masse, de I'énergie ou de la quantité de mouvement.
Les résidus ont alors une signification physique évidente et constituent des résidus de bilan.

- Redondance dynamique: c’est une approche mathématique autour d'un formalisme de
représentation du type “représentation d'état” qui conduit au concept d'espace de parité simple et
généralisé (ou autre méthode liée directement). Le formalisme d'état est puissant et bien adapté a
une grande classe de problémes régis par des équations différentielles ou récurrentes entre les
mesures et les entrées du systeme. Elle concerne la prise de décision qui a trait a la détection et
éventuellement a la localisation d'un élément défaillant. Elle met en ceuvre des techniques de
détection de ruptures et de tests multi-hypotheses.

I1. Redondance statique

Dans un systeme physique, les variables mesurées sont genéralement liées par un ensemble de relations
algebriques. Le but de la redondance statique est de trouver les relations existantes entre les mesures
fournies par les différents capteurs en utilisant le modele mathématique du systeme de mesure. On
considere le cas général d'une équation de mesure a l'instant k :

y(k) = Cx(k) + Fd(k) + (k)
Avec
x€R", yeR™, de€RP, e € R™, C € R™", F e R™P
ou y(k) est le vecteur de mesure, x(k) le vecteur des variables & mesurer, d(k) le vecteur des défauts
pouvant affecter certains capteurs et (k) le vecteur des bruits de mesure ; C est la matrice caractérisant
le systeme de mesure et F est la matrice qui traduit la direction des défauts. Dans la suite, on considéere
le cas ou le nombre de mesures m est supérieur au nombre de variables n de facon a se placer dans une
situation de redondance (cette condition est suffisante mais non nécessaire).
On souhaite analyser la consistance des mesures et détecter la présence des défauts ; pour cela on
cherche a établir des relations entre les mesures qui sont independantes des grandeurs inconnues x (k)
mais qui restent sensibles aux défauts d (k).
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On définit le vecteur de parité p(k) projection du vecteur des mesures y(k) :

p(k) = Wy(k)

Ou W est une matrice de projection de dimension (m — rang(C), m). Parmi les propriétés de cette
matrice, son orthogonalité avec C entraine en particulier :

p(k) = We(k) + WFd(k)

On note, que dans le cas idéal ( absence d’erreurs de mesure e(k) et de défauts d (k) ) le vecteur parité
est nul. Par conséquent, I'équation précédente traduit I'ensemble des redondances reliant les mesures

y(k):
Wy(k) =0

De nombreuses méthodes peuvent étre employées pour la détermination de cette matrice W. On peut,
par exemple, effectuer une élimination directe par substitution des inconnues. La matrice C, de rang m,
peut étre décomposée sous la forme :
Gy
c=(c)

Ou C, est inversible ou réguliére ou encore non singuliére. Une matrice orthogonale a C s'écrit alors
simplement :
W= (CCit -1

Exemple 1
On considére 1’équation de mesure suivante :

y(k) = Cx(k) + Fd (k)

1 010
y(k) = (1>x(k)+<o 0 1>d(k)
1 100

Ona:m=p=3, C=(1 1 1)T etle rang C = 1. Donc, I’espace de parité est de dimension
m —rang C = 2. La matrice W peut étre choisie en cherchant deux vecteurs orthogonaux a C. parmi
les solutions existantes, on choisit :

w=o "1 1)

Donc, on obtient le vecteur de résidu p(k) :
P =Wy =(; 1 _ )yl
_ y1(k) — v, (k)
plk) = (yz (k) = y3(k) )
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Le vecteur de résidu p(k) s’écrit sous la forme :

1 -1 0 010
p(k)=WFd(k)=(0 1 _1)<0 0 1>d(k)
100
0= (5, 7 )aw
_ [ d2(k) —ds(k)
P09 = (54, + dy(i0)

Ou de méme :

p00) = (°)) a0 + (5) doo) + (51) da

———— ——
1 V2 V3

L’interprétation géometrique de ces relations de redondance analytique (RRA) est appelée résidu
directionnel. Ce type de résidu est employé¢ afin d’effectuer la localisation de défauts. Il est congu de
facon que, en réponse a un défaut donné, le vecteur de résidu p(k) soit orienté suivant une direction
bien précise dans 1’espace de parité. Dans cet exemple, I’espace de parité est un espace de dimension 2.
Le vecteur de résidu se déplacera suivant une direction spécifique a chacun de défauts.

127

Figure : Résidu directionnel correspondant

Exemple 2
Soit I’équation de mesure suivante :
y(k) = Cx(k)
Avec
-1 4
1 0
€=11 -1
0 3

Rang(C) = 2, soit: C; = (Il Net o=(F 72)

0 0 3
Donc, les deux relations RRA sont comme suite :
W= (CCt =1
1 3
1 -1 14‘1 4 4 -1 3 -4 0
Wz[(o 3)( _I] 13434 “2l3 3 0 —4
4 4 B
Donc :

—1 —
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p(k) = Wy(k) =0

17— _
p(k) =7 3133 0 4—2]3’(")=0
_(—y1(k) + 3y,(k) —4ys(k) \ _
p(k) = ( 3y1 (k) + 3y, (k) — 4ys(k) ) =0

Pour cet exemple de faible dimension, 1’élimination de y,(k) entre les deux équations conduit a la
nouvelle équation de redondance RRA:
4y, (k) + 4y5(k) — 4y,(k) =0
y1(k) +y3(k) —y,(k) =0
Avant I’occurrence de défauts, ces relations RRA sont satisfaites puisqu’elles sont nulles, ce qui indique
qu’il y a une cohérence de mesure qui sera disparait et ces RRA n’ont plus vérifiées en présence d’un
défaut.

Exemple 3
On considere le systeme de mesure suivant :

y(k) = Cx(k) + Fd(k) + (k)
[121] 10 1
[10 2] 00 1
yk) =111 1lx)+]00 |dk)+]| 1 |ek)
110 1] 11 1
12 0 2] 00 1

Qui correspond a une configuration simple ou 1’on dispose de cinq mesures couplées de trois grandeurs.
Le lecteur pourra aisément constater la redondance inhérente a ce systéme de mesure ; celle-ci peut étre
mise a profit pour générer deux équations de redondance reliant les composantes yi (k) du vecteur de
mesure.

On peut extraire de C une sous-matrice réguliere de rang 3, notée C; formée, par exemple, des trois
premiéres lignes de C ; on adonc :

121
Cl=<1 0 2) et Cz=(; 8 ;)
111
D'aprés I’équation W = (C,C;1 —1), la matrice W s'écrit :
101 121\ -1 0 2 -10
W= (202)12i 1 :<—2 0 4 0—1)

Ce qui permet de donner les deux formes du vecteur de parité, en fonction des mesures ou en fonction
des “perturbations” :

i =wy = ("5 0 % oY)y

—y1(k) + 2 y3(k) — ya(k) )
—2y,(k) + 4y3(k) — ys(k)
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

1 10
-1 0 2 -10 ! -1 0 2 -10 00
p() =We() +WFd() = (", o % o )| 11e®+ (T, o 5 To_i)|00]d®
1 11
1 00

00 = (9)e00+ (24 ~2) a0

p0 = (o0) + (50 0 ™)

La forme de p(k) en fonction de y(k) permet le calcul du vecteur de parité ; comme les erreurs g(k)
sont a valeur moyenne nulle, la deuxiéme forme de p(k) en fonction de d (k) est utilisable pour détecter
et estimer les défaillances éventuelles.

Pour cet exemple de faible dimension, 1’élimination de y; (k) entre les deux équations conduit a la
nouvelle équation de redondance :

2y,(k) —ys(k) =0

On remarquera que 1’élimination de y,(k) entraine systématiquement celle de y;(k); les défauts
éventuels intervenant sur ces deux mesures ne seront donc pas isolables (différentiables). On notera
également que la mesure y, (k) n’intervient dans aucune équation de redondance ; un défaut sur cette
mesure ne sera donc pas détectable.

Découplage par rapport a certains defauts
Soit I'expression du vecteur de mesure sous la forme :

y(k) = Cx(k) + Ftd* (k) + F~d ~ (k) + (k)

Ou d " (k) et d ~ (k) désignent respectivement les défauts auxquels on veut étre sensible et insensible et
F* et F~les matrices associées. Le principe précédent de la génération du vecteur de parité est
conservé. On cherche alors une matrice W orthogonale a I'espace engendré par les colonnes de C et de
F~: W(C F~)= 0, Levecteur de parité s'exprime alors :

p(k) = WF*d (k) + We(k)

Il est donc sensible aux défauts a détecter, mais comme nous l'avons déja fait remarquer, il faut
préalablement étudier le rang de la matrice WF* . Dans le cas ou I'¢quation de la matrice W n'admet pas
de solution, on peut envisager une résolution approchée en essayant de satisfaire au mieux la condition
d'orthogonalité. Le probléme peut étre formulé en termes d'optimisation multi-variable, par exemple :

min[|W(C  FT| min|[WF||
max||WF*|| | max||[WF*||
w w
sous WC =20
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Par exemple, si I’on souhaite un découplage parfait par rapport a I’état, deux problémes peuvent étre
considérés :
o’ C
lo" F~||?
T W F?

Celui-ci peut étre résolu en relaxant les contraintes par élimination des variables dépendantes. En effet,

la matrice C est, par hypothése, de plein rang colonne. On peut donc en extraire une sous-matrice
réguliére notée C;. La contrainte s'écrit alors sous la forme :

C
o’C = (o o)) (C;) =0
Cela permet d'exprimer le vecteur o uniquement en fonction de o,
w1 —(C~)OTcT
o= () =[G o = e
La recherche du minimum, par rapport a w, du critére :

lo"F~I7
=
T F*]|2

Sous la contrainte w’C =0
Se raméne a la recherche du minimum, par rapport & ®,, du critere :

B |l PTF~||? B olPTF~(F) Pw, B wlAw,

a = = =
|l PTF*||2 0l PTF+(F*)TPw, wlBw,

En utilisant la dérivée du produit de la forme matricielle suivante:
Soit un vecteur v € R¥ et une matrice M € Rk**

o(vTMv
¥ = (M + MT)'U
av
T
En particulier, si M est symétrique, MT = M, alors w = 2Mv

Donc, la condition de stationnarité du critere, par rapport a m, s'écrit

da  2A0,0;Bo, — 0;A0,2Bo,
o, B (0333@2)2 B
da  2Am, 03Am,2Bo,

90, olBo, (0!Bw,)?
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da 2 01 Ao,
e T - B W, = 0
0w, ®,Bo, 0,Bo,

(04

Le vecteur m, est donc solution de :
(A—aB)w, =0

Par définition, cela signifie que w, est vecteur propre généralisé de la paire (A, B) . Comme a est la
valeur propre généralisée correspondante, mais que c'est également la valeur du critére que I'on cherche
a minimiser, on choisira pour m, le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre généralisée de la
paire (A, B) .

Exemple 4
On applique cette procédure a I'exemple suivant qui correspond a un systéme comportant cing capteurs
mesurant trois variables et soumis a trois perturbations :

121 1 1 2
ozl fo| |2

vy =11 1 tlx®&)+I13ld*® +|lo old (K
[1 0 1J H [2 SJ
20 2 1 0 1

On pourra Vvérifier que les colonnes des matrices C, F* et F~ sont indépendantes ; cela garantit
I'existence d'une solution non dégénérée pour . On peut extraire de C une sous-matrice réguliere de
rang 3, notée C; formée, par exemple, des trois premieres lignes de C ; on a donc :

12 1
Cl=[1 0 2] et C2=B 8 ;]
111
La matrice P s'écrit alors :
-1
11T ~T _[1(2);] [101T
—(C7 ' C
p:[[ll] 2]: 111 2 02
0 1
1 0
[ 2]
'
P=|-2 -4
0 1J
1 0

Le vecteur m, correspondant a la plus petite valeur propre géneralisée de la paire (4, B) vaut :
Le vecteur m, est donc solution de :
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w, = (=0.5771 0.8167)7

Ce qui donne ensuite, en utilisant la matrice de passage P :
o= (1.0562 0 —2.1123 —0.5771 0.8167)T

On peut alors en déduire le vecteur de parité, sous la forme calcul (en fonction des mesures disponibles)
et sous la forme explicative (par rapport aux défauts) :

p =wly=1.0562y, —2.1123y; — 0.5771y, + 0.8167ys

e
p=w'Fd +o'Ftd* = (1.0562 0 —2.1123 —0.5771 0.8167)T | |0 o0|d” +|3 dt

2 5 1

0 1 1

p = —0.098d] + 0.0436d; — 5.0411d*

Les expressions obtenues par l'une au l'autre méthode, traduisent bien le découplage parfait vis-a-vis de
I'état du systéme, une sensibilité “réduite” par rapport aux perturbations d~et une sensibilité “marquée”
par rapport a la perturbation d*. Le lecteur pourra alors se poser le probleme plus délicat de
I'interprétation quantitative du vecteur de parité en fonction des défauts auxquels on ne veut pas étre
sensible ; en particulier, pour ces derniers, I'hypothese de bornitude peut étre exploitée pour construire
I'enveloppe du vecteur de parité et ainsi disposer d'un seuil de détection garantissant le rejet des fausses
alarmes dus aux perturbations indésirables.

Code scilab

///Détermination de la plus petite valeur propre généralisée de la paire(A,B)///
C=| ; ; ; ; ]; // Matrice caractérisant le systéme de mesure
F1=[12;1 2;0 0;2 5;0 1]; //l Matrice des défauts F ///

F2=[1;0;3;1;1]; /// Matrice des défauts F* //

Cl=[ ; X 1; /Il Sous matrice réguliére de la matrice C ///

C2=[ ; 1; /11 Sous matrice réguliére de la matrice C ///

P=[-(inv(C1))*(C2)";eye(2,2)] /Il Matrice de passage ///

A=P"*F1*F1*P

B=P"*F2*F2*P

evals = spec(A) /// Valeurs propres de A ///

evals = spec(B) /// Valeurs propres de B ///

[diagevals,w2] = bdiag(A,B) /// Vecteur propre associé a la plus petite valeur propre généralisée de la paire (A,B)///
w=P*wz2 /// Vecteur w ///

i

pl=w*F1

p2=w*F2

Extension aux systémes avec contraintes

Le formalisme précédent s'étend aisément au cas de systemes de mesure dont les variables sont
contraintes. Cette situation apparait quand on consideére un processus caractérisé par un modeéle et une
équation de mesure :
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{y(k) = Cx(k) + e(k) + Fd(k)
Ax(k) =0

On retrouve la structure du cas non contraint en écrivant ce systeme sous la forme agrégee :
I _[C I F
(o]0 =[]0 + [ ] ety + [ ] 4o

Comme précédemment, la génération du vecteur parité et des équations de redondance qui lui sont
associées repose sur I'élimination des variables inconnues x (k) . Il suffit donc de chercher une matrice
W telle que :

Cc
w|;|=0
A
Le vecteur de parité est alors défini par ses formes successive d’équation de calcul et “d’explication”:

po) =w (1) y(k)

p) =w () et +w () dco

Comme précédemment le vecteur d(k) peut étre décomposé en composantes vis-a-vis desquelles on
souhaite étre sensible et en composantes vis-a-vis desquelles on souhaite étre insensible.

Il est a noter que la nécessité d’avoir le nombre des états inférieur au nombre des mesures du systéme
(n < m), rend la redondance statique un peu restreinte. Afin de relaxer cette contrainte, on prend en
considération la dynamique du systéme, c’est-a-dire, I’évolution temporelle des mesures et des entrées
de commande. Donc, on parle de la redondance dynamique (ou temporelle).

Décomposition systématique

Les résultats issus de la classification des variables par I’analyse d’observabilité peuvent étre utilisés
pour I’extraction des équations de redondance.

Les systémes contraints et non contraints peuvent étre traités de la méme maniére sous réserve de
transformations préalables (élimination de la contrainte).

Considerons en effet le systéme d’équations de mesure avec contraintes :

{y(k) = Cx(k) + (k) + Fd(k)
Ax(k) =0

Ou les colonnes de la matrice des contraintes A peuvent étre permutées de facon a faire apparaitre la
partie réguliere A1de A. La contrainte s’écrit alors :

() =0
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La matrice A; étant réguliére, on peut alors exprimer une partie de I’état en fonction de I’autre. Le
vecteur d’état s’écrit alors :

x(0) = (45 42) (0

Le report de cette expression dans I’équation de mesure permet d’écrire :
_ ¢4
y(k)=C | x,(k) + e(k) + Fd(k)

Cette expression revét une forme tout a fait identique a la description des systémes non contraints. De
maniére générale, les deux types de systémes peuvent donc étre décrits par 1’équation :

x(k)

=10 (y(k)

) — e(k) + Fd(k)

Ou encore, avec une écriture plus “compacte” :
Mz(k) = b(k)

L’analyse d’observabilité d’un tel systéme peut étre conduite de la maniére suivante. La matrice de
contrainte M est tout d’abord partitionnée en accord avec le partitionnement de z en composantes
mesurées et non mesurées :

-k
z(k) = (Zzp ((k))) et M= My M)

Des permutations de lignes et de colonnes permettent ensuite de faire apparaitre la partie reguliere M,;,
de la matrice M,, :

Variables Variables non
mesqrées Mesu rées

M= (Mml Mpll Mp12|)
Mmz Mp21 Mp22

La multiplication a gauche de M par la matrice réguliére T

_ bt 0
“\-Mm -1 ]
p21Mp11

Permet d’obtenir la forme “canonique” de M :

(My T M, Ml) . . I M, : .
M‘(Mr 0 0) avec (Mr variables mesurées et (0 0) variables non mesurées
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La matrice M, décrit alors les équations de redondance recherchées.

Exemple :

Dans cet exemple on représente le processus industriel par un graphe orienté dans lequel :

— les arcs (voies) correspondent aux flux de matiére dont les directions sont déterminées par la structure
du processus,

—les nceuds représentent les unités de traitement, de transformation ou les points de jonction de
plusieurs arcs, chaque nceud est décrit par une équation.

A ce systéme, on associe une matrice d'incidence M définie par :

M=my)i=1,...,n;j=1,...,v

Ou n est le nombre de nceuds et v le nombre de voies, et telle que :
m,; = 0 Si la voie j n'est pas reliée au nceud i,
m,; = 1 Si la voie j "entre" dans le nceud i,
m,; = —1 i la voie j "sort" du nceud i.
En définissant le vecteur X des différents flux de matiére au sein du processus, le modéle s'écrit
simplement :
MX =0

Il revét directement la forme d’équation Mz(k) = b(k); les équations de redondance peuvent donc étre
générées en suivant la démarche proposée précédemment.
Considérons, a titre d'exemple, le réseau de la figure 4 formé de huit nceuds et quinze voies.

o 1 e

Figure : Réseau de transport

Dr : YSSAAD Benyssaad : UAZ-Relizane



Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

Les arcs marqués par des x; correspondent aux mesures de flux. Si lI'on note X, le sous-secteur
correspondant aux mesures, on a :
— T
Xm = (X1 X3 X4 X Xg X109 X14)

La matrice d'incidence associée M s'écrit :

Voies 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Nceeuds

| 1 -1 -1 0 0 0O O O O O O O O o0 o

I o 0 012 110 0 0 O O O O O o

M= "I o1 0 0 1.0 0O -1 0 O O O 1 o
v o 0o 0o o 0o 00 01T -1 -1 0 0 0 o

\V 0o 0o 0o 0O 0000 OO0 O O 1 1 1

VI o 0o 0o 0o 061 110 0 0 0 O 0 o

VII o 0110 0 O 1 O 1 O O O 0 O

VIl o 0o 0o o 0o OO 0 O 0 1 1 -1 0 o0

Compte tenu de la nature particuliere de la matrice M, une méthode plus simple peut étre envisagée. On
sépare tout d'abord les parties mesurées et non mesurées par simple permutation des colonnes de la
matrice

Voies 1 2 4 6 8 10 14|13 5 7 9 11 12 13 15
Neeuds

I 1 1 0 0 0 O OJ-12 0 0O O O O 0 O

1 o 0 1.1 0 0 OJO -1 0 O O O 0 O

M= ] o 1.0 o 0 06 1290 1 0 -1 0 O 0 o
v o 0o 0o 00 1 0O O O 1 -1 0 0 o0

Vv o o 0o o 0o 0 -1J]0 00 O O O0 1 1

VI o 0o 01 12 0 O0fO O -1 0 0o O 0 o0

VIl o o1 01 1 OJ12 0 O O O O O0 o

VI o 0o 0o 00 0 OO O O O 1T 1 -1 o

On fait ensuite apparaitre, dans la partie de la matrice correspondant aux grandeurs non mesurées, une
matrice identité a l'aide d'une méthode de pivot. Rappelons briévement cette méthode. Pour chaque
colonne de la matrice M,, :

— rechercher le premier élément non nul (s'il est négatif, inverser tous les signes de la ligne ou il se
trouve),

— marquer cet élément comme pivot si la ligne considérée n'en comporte pas, sinon poursuivre la
recherche dans la colonne (si aucun élément ne peut &tre marqué, passer a la colonne suivante),

— éliminer, par combinaison linéaire de lignes (ici somme ou différence), les éléments non nuls situés
sur la colonne du pivot.

La matrice M s'écrit aprés la premiére opération portant sur la colonne 3 et les lignes 1 et 7 :
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Voies 1 2 4 6 8 10 143 5 7 9 11 12 13 15
Noeeuds

| 110 0 0 0 Of1f0 0 0 0 0 0 O

I 0o 01 -10 0 0f0 -1 0 0 0 0 0 O

yo 010000 1|0 1 0 -1 0 0 0 0O

\Y 0o 00 0O0O-1o0f0O0O0T1 -1 0 0 0

% 0o 00 0O O-1/00 0 0 0 0 1 -1

VI 0o 00110 0f0 0 -1 0 0 0 0 O

Vil 1-1-101 1 0f0 0 0 0 0 0 0 O

vill [0 0 0 0 0 0 0l0O 0 0 0 1 1 -1 O

Sur cette matrice, I'élément encadré correspond au pivot choisi. En réitérant I'opération sur I'ensemble
des colonnes de la sous-matrice correspondant a la partie non mesurée, on obtient :

Voies 1 2 4 6 8 10 14|3 5 7 9 11 12 13 15
Nceuds
| 1100 0 0 of1Jo o0 o0 0 0 0 O
I 0 0-11 0 0 ofJojl12l0 0 0 0 0 O
o 0 -1-110 0 -1J]0 0 0[12]0 0 0 O
\Y; 0 -1-11 0 -1 -1/0o 0 0o o[1]0 0 o0
% 0 00 00 0 -1f0 0 0 0 0 O0[1]-1
VI 000 -110 0|0 0o[1]Jo 0 0 0 o0
il 1 -1-101 1 0|00 0 0 0 0 0 O
vill |0 1 1 -1 0 -1 0Jo o 0o o of1]o -1

Sur cet exemple, on remarquera que la colonne 15 ne peut étre utilisée pour effectuer des réductions
pivotates. La derniére étape consiste a réordonner la matrice obtenue par des permutations de lignes et
de colonnes de maniére a obtenir la forme canonique de la matrice M

Voies 1 2 4 6 8 10 14|3 5 7 9 11 12 13|15
Nceuds

| 1 1 0 0 0 0 oJ1f0o o o 0 0 o0]oO

I 0 0110 0 ofof1]0 o 0 o0 o0fo0

o V! 0 00 -11 0 0o 0|/1f0 0 0 O0fo0

1 0 111 0 0 -1/o0 o o|1f0 0 0f0O

\Y, 0 -1-11 0 1 -1/o0 o o of1]0 o0fo

VIII 0 11 -10-100 0 0 0 O0f1]0]x

v 0 000 0 0 -1/0 0 0 0 0 01|21

[ v 1 -1-10 1 1 0]0O 0 0 0 0 0 0]0O

La lecture de cette matrice permet d'obtenir une équation de redondance :
X1 — Xy —X4+ Xg+Xx10=0

Qui correspond, en fait, a I'agrégation des équations des nceuds | et VII.
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I11. L'approche espace de parité - cas dynamique

3.1. Principe de la génération d'équations de redondance

Considérons le modéle déterministe du systéme ci-dessous ou x est I'état inconnu, u et y les entrées et
sorties connues. Dans tout ce qui suit et sans atteinte a la généralité, les mesures y dépendent seulement
de I'état x et ne font pas intervenir I'entrée u :

{x(k + 1) = Ax(k) + Bu(k) + F;d (k)
y(k) = Cx(k) + F,d (k)

Ou x e R", y € R™, u € R", d € RP sont respectivement, les vecteurs : d’état, de mesure, d’entrée de
commande et de défauts.

AeR™™ BeR™, CeR™" F € R™P F, € R™*P, avec F,et F, matrices de défauts actionneurs.
L’objectif est de construire un générateur de résidu capable d’effectuer, a la fois, la détection et la
localisation des défauts de capteurs et / ou d’actionneurs.

i k 3
u(k) »| Systéme 7&) >

|| Mémoire a | V(kk+1) :
: ) |
| échantillons + v r(kk+1)
: & w
|| Mémoirea 7 |u(k.k+1) (1 |
t 7| échantillons 1)
|
|

Geénérateur de résidu

Figure Générateur de résidu a 1’aide de I’espace de parité

Une représentation discréte est utilisée, mais I'ensemble des résultats de ce paragraphe se transcrit sans
difficulté au cas continu.

A un instant donné, la redondance directe entre capteurs peut exister si certaines sorties y sont liées d'un
point de vue algébrique ; physiquement, cela correspond a la situation ou une variable mesurée par un
capteur peut étre déduite instantanément a partir d'autres mesures. Cette redondance directe (encore
appelée massive ou matérielle) est tres utile pour la détection de défauts de capteurs ; elle peut s'avérer
colteuse mais reste utilisée pour les systéemes a haut risque technologique. Elle offre cependant peu
d'intérét pour la surveillance des actionneurs du systeme. Dans ce cas, la redondance temporelle, qui lie
les informations de capteurs et d'actionneurs a différents instants, peut-étre d'un grand secours.

En effet sur un horizon d'observation [k,k + 1], les équations du systéme peuvent étre regroupées sous la
forme :

Y(k,D) — GAOU(k, 1) = HDx(k) + F(O)D(k, 1)

O les vecteurs W (k, 1) avec W 1{Y, U, D} et la matrice H(l) sont définis par :

Dr : YSSAAD Benyssaad : UAZ-Relizane



Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

w (k) C
wien) = [WEFDL o gy =4
Wk + 1) cal
Avec
0 0 - 0 0 F, 0 =« 0 0
/ CB 0 w0 0\ CF, F,b, = 0 0
G(l)=| CAB CB 0 0 ! et F(D)=| CAF, CF, 0 0
: : .0 0 / : : F, 0 |
CA“™B CA'"?B - CB 0 CAY'F, CA'™2F, - CF, FZ/

L’entrée u(k) et la sortie y(k) du systéme sont connues; pour genérer des equations de redondance, les
états inconnus x(k) doivent étre éliminés. Les équations de redondance qui lient Y et U
indépendamment de x sont obtenues en multipliant 1’équation du systéme par une matrice Q (appelée
matrice de parité) orthogonale a H (1) (I'existence de Q est liée au rang de H (1)) :

NH() =0
En conséquence, le vecteur de parité s'explicite en fonction des grandeurs connues (forme de calcul ou
forme externe) :

P(k) = QY (k1) — GOU(k, 1)

Ou en fonction des défauts (forme interne) :

P(k) = QF ()D (k, 1)

P(k), appelé vecteur de parité genéralisé, caractérise toutes les relations existant entre les entrées et les
sorties du systeme. Il a une valeur moyenne nulle si aucun défaut n'existe sur le systeme. Si une mesure
est biaisée (suite a une défaillance d'un capteur ou d'un actionneur par exemple), le vecteur de parité
devient différent de zéro et s'oriente dans une direction privilégiée en fonction du défaut. La recherche
des équations de redondance peut étre affinée en recherchant tout d'abord les équations de redondance
pour chaque sortie prise isolément (auto-redondance), puis les relations de redondance entre différentes
sorties (inter-redondance). Cette hiérarchisation peut étre mise a profit dans 1’étape d’isolation des
défauts affectant les capteurs et les actionneurs.

Relations d*auto-redondance
La notion d'auto-redondance ou de redondance directe est importante car elle est liée a la génération de
relations exprimant au cours du temps la sortie d'un seul capteur. Pour cela, il suffit d'extraire la je
composante du vecteur d'observations en sélectionnant dans C la ligne Cj . L'équation du systeme se
réduit alors a :

Y;(k,) — G;(DU(k, 1) = Hi(Dx(k) + F;D(k, 1)

Ou Hj, G; et F; se déduisent des définitions de H , G et F en remplagant C et F, par leur j = ligne.

—1 —
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Dans ce cas, si {2; est une matrice orthogonale a H; (1), I'unique relation de parité relative au j* capteur
est définie par :
Pi(k) = 0;(Y;(k, ) = G; (DU (k, 1))

Précisons maintenant la valeur de la largeur de la fenétre d'observation et cherchons en particulier sa
valeur minimale. L'application du théoreme de Cayley-Hamilton implique I'existence d'une valeur [;
telle que :
Si 1<l > rang(H;(1))=1+1
et 1= 1 - rang(H; (1)) =1;
Comme la ligne ([; + 1) de la matrice H; (I;) est une combinaison lineaire des [; autres lignes, alors il
existe un vecteur £2; tel que :
[ 6]
@igAl

On obtient alors I'équation de redondance relative au j capteur ou équation d'auto-redondance

. = 0
o

P = (Y (k. ) = G LU (K, )

Cette équation, qui ne fait intervenir qu'une seule sortie du systeme, explicite la redondance temporelle
entre les entrées et la je sortie et fournit ainsi un moyen de test du bon fonctionnement du j capteur si
on fait I'nypothese du bon fonctionnement des actionneurs. Cependant, en présence de defauts
simultanés des capteurs et de l'actionneur, l'occurrence des defauts pourra étre détectée, mais la
localisation précise des composants défaillants sera en général impossible a réaliser uniquement a partir
de I’équation principale.

Relations d'inter-redondance

La redondance temporelle existe aussi entre plusieurs capteurs. Pour chaque matrice d'observation H;
construite & partir d'une seule sortie et de toutes les entrées, on retient uniquement les [; premiéres lignes
indépendantes (I; a été defini par le théoreme de Cayley-Hamilton). A partir de 1’équation d’auto-
redondance précédente, on obtient donc, pouri =1,...,m:

Yk, - 1) — G;(, = DUk, I; — 1) = Hy(l; — Dx(k) + F;D(k,[; — 1)
Pour obtenir une formulation unique regroupant toutes les sorties, on peut introduire des vecteurs
communs U(k, 1) et D(k,1) (oul = max(ly,1,,..., 1) pour toutes les entrées U(k,l; — 1) et D(k,[; —

1); dans certains cas, cela ne peut étre possible qu'en complétant les matrices Gi avec des colonnes de
“zéros”. Avec des définitions évidentes, le systéme peut s'écrire de facon condensée :

YLy by e b) = Gy Ly o LUk D) — Hy, Ly o, L) x () — E(ly, Ly s, LD (K, D)

Avec

—1 —
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Yi(k,(I; = 1) >

Y(k,ll,lz,...,lm):< :
Y (k, (b — 1)

Comme dans le cas précédent, définissons une matrice 2, orthogonale a H(l4, 15, ..., ;). Les équations
de parité sont alors données par I’expression :

P(k) =0 (ks ) — Gl ly ..., L)UCK, 1)

Exemple:

On considere, pour I'horizon d'observation [k, k + 2], I'exemple suivant :
[07 02] B [0]’ ¢ =]

Déterminer les équations d’auto-redondance
Déterminer I’équation d’inter-redondance
Déterminer les directions de références du vecteur de parité correspondant

- Pour la premiére sortie, C; = (1 0),ona:

Cy 1 0
Cy (2,2
H(2)=|CA 0.7 0.2]=(C“E12§)
C,A? 0.49 0.24 Z1L

Le rang de la matrice d'observabilité H, (2) est égal a 2.
Détermination d’une matrice orthogonale a H, (2)

La troisieme ligne de la matrice H;(2) peut s'exprimer par une combinaison linéaire des deux
précédentes; cette dépendance peut donc étre explicitée en déterminant 2 a partir de I'équation
NH() = 0.

Q= (=C,.C7E D = |(=(0.49 024)( 1]_(035 ~12 1)

0.7 02

Puis, en appliquant 1’équation du vecteur de parité en fonction des grandeurs connues on obtient la
relation d'auto-redondance de cette sortie relative au premier capteur :

Py(k) = 2,(Y1(k, 2) — G1(2)U(k, 2))
Avec :

Y; (k) Uy (k) 0 0 0 0
V(k,2)=|YVk+1D | U k2)=|U(+1) | 61(2):<CB 0 0>=<0
Y, (k +2) U,(k +2) CAB CB 0 0.2
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L’équation de parité de la relation d’auto-redondance de cette sortie est :

(0.35 — 1.2s* + s?)y, (k) — 0.2u(k) = 0
(0.35 — 1.2s1 + s?)y, (k) = 0.2u(k)
(1.75 — 651 + 552)y, (k) = u(k)
1.75y, (k) — 651y, (k) + 552y, (k) = u(k)
1.75y,(k) — 6y, (k + 1) + 5y, (k + 2) = u(k)

Avec s opérateur avance : s"x(k) = x(k + 1)

- Pour la premiére sortie, C, = (0 1),0na:
_[CG1_70 1
12 = ¢, _[0 0.5]

Le rang de la matrice d'observabilité H,(2) est égal a 1. Cette matrice est non inversible, alors :
Ces valeurs propres : (0, %), et les vecteurs propres sont : [01 21] =C,

Détermination d’une matrice orthogonale a H,(2)

Q, = (=C, G, 1)=[—(1 0)(3 21)_1 0]=(—1 2)

Py (k) = 2,(Y,(k, 2) — G,(2)U(k, 2))
Avec :

= (0)) vk = (50) am=(@ - 0

P =1 2[(, 200 € Doeen)l

L’équation de parité de la relation d’auto-redondance de cette sortie est :

(=14 2s)y;(k) —2u(k) =0
(=1 + 2s)y1(k) = 2u(k)
(—=0.5+ s)y1 (k) = u(k)

—0.5y, (k) + sy, (k) = u(k)

—0.5y1(k) + y1(k + 1) = u(k)

A chaque instant, le vecteur de parité est donc défini par :

_ (1.75y,(k) — 6y, (k + 1) + 5y, (k + 2) —u(k)
Pl = ( 0.5y, (k) + y, (k + 1) — u(k) )
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Déterminons maintenant les équations d'inter-redondance. Pour le premier et le deuxiéme capteurs, les
lignes indépendantes sont :

Yik,1) = [Cclfq x(k) + [C?B] (u(?f?l))

Yz(k 0) = sz(k)
En combinant ces equations, (I = 2)

¢y 0 0 u(k)
Y(k,2,1) = [CA| x(k) + |c.B 0 (u(k+1)>
C, (R
Et par conséquent
1 0 0
Y(k,2,1) = [0.7 0.2|x(k) +|0|u(k)
0 1 0

L’élimination de 1’état inconnu x (k) est obtenue avec 2 = (2; 0, I):

1 0
2, 2, ]0.7 0.2] = (0 0)
0 1
L 01 100,+70, 0,+5I
2, 2, D]0.7 0.2 =( )= (0 0)
10 5
0 1
Ce qui donne :
100, + 702, =0 0, =35 B o _
{-Qz 451 =0 = {Qz __g 2 N = (3.5 —5 1) cequigénere l'inter-redondance :
y1(k)
35 =5 D|nk+D|=0
y2 (k)

3.5y,(k) =5y, (k+1) +y,(k) =0

Finalement, I'ensemble des équations de redondance s'écrit :
5y:(k +2)—6y,(k+1)+ 1.75y,(k) —u(k) =0
y2(k+1) = 0.5y,(k) —u(k) =0

3.5y, (k) = 5y,(k+ 1) + y,(k) =0

Direction du vecteur de parité selon les défauts a analysés

Défaut aucun | Actionneur | Capteur 1 | Capteur 2
Direction du 0 -1 0.75 0
vecteur de parité [0] [—1] [ 0 ] \0.5]
0 0 —1.5 1
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On peut noter, sur I’exemple considéré, que les équations d'inter-redondance peuvent aussi s'obtenir par
combinaison linéaire des équations d'auto-redondance en ayant soin d'éliminer les entrées u. Si les
actionneurs sont en fonctionnement normal, la premiere équation est seulement sensible aux défauts du
premier capteur alors que la seconde est affectée par les défauts du second capteur. Ainsi, ces deux
équations fournissent un moyen d'identifier les défauts des capteurs. La troisieme équation est
seulement affectée par les défauts de capteurs, méme si l'actionneur est défectueux ; il est ainsi possible
d'isoler les défauts de capteur et d'actionneur puisque leurs signatures sont différentes.

Utilisation du calcul symbolique

Pour obtenir des équations qui ne dépendent que des grandeurs connues, les entrées u(k) et les sorties
y(k), il suffit d'éliminer les états inconnus. Donc on peut générer des équations de redondance grace a
une technique plus directe a partir des équations d'état du systeme.

Ainsi et en I’absence de défauts on peut écrire a partie du modele déterministe du systéeme:

(sl — A)x(k) = Bu(k)
y(k) = Cx(k)

Ou s représente 1I’opérateur (le symbole) avance (sx(k) = x(k + 1)). L'élimination de x entre ces deux
équations ci-dessus donne les redondances :

r(k) =y(k)—C(sl — A)"'Bu(k) =0
Cette formulation présente l'intérét de fournir directement les relations de redondance pour chaque
sortie, ce qui permet l'isolation des défauts de chaque capteur.

Le probléme peut également étre formulé en s’inspirant du cas statique. Aprés réarrangement des
équations d'état, on peut séparer les variables inconnues x, des variables connues u et y :

(51 : A) x(k) = (g (I)) @gg)

La technique de projection, largement utilisée dans le cas des systéemes statiques, permet d'éliminer I'état
x. On cherche deux vecteurs a et 8, polyndémes en la variable s, tels que :

(as) BN (¢ ) =0

0 I) (u(k)

En multipliant a gauche I'équation (B 0/ \y(k)

) par le vecteur (a(s) — B(s)), il vient :

(a(s)y(k) = B(s)Bu(k)) =0

Cette expression constitue les équations de redondance recherchées.
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Exercice
On considere le systéme dynamique décrit, en temps discret, par le triplet de matrices A, B et C avec :

04 0 0 05 1
a=lo o5 o], B=|1 0]etC=[(1)12]
00 09 01 1

Le vecteur de défauts d (k) est initialement considéré nul (d(k ) = 0, Vk).
% En utilisant les méthodes présentées aux paragraphes précédents, établir les relations d'auto-
redondance relatives aux deux mesures ainsi que les relations d'inter-redondance.

% Reprendre la question précedente en utilisant cette fois les méthodes de calcul symbolique.

% Afin de structurer les résidus, est-il possible d'établir des équations de redondance ne faisant pas
intervenir I'une des commandes ?

Le vecteur de défauts étant considéré nul, on ne s'intéressera qu'a établir la forme externe (celle qui
permet le calcul) des équations de redondance.
a- Considérons la premiére mesure ; la matrice d'observation correspondante s'écrit ¢; = (11 0),

etl'ona:
Gy 1 1 0
HQR)=|GA|[=]04 05 0
C,A? 0.16 0.25 0

Le rang de la matrice H,(2) est égal a 2. Une matrice 12 orthogonale a H,(2) vaut :

1 1 0 25a +10b + 4c  4a+2b+c
04 05 o—( o)

Qz(abc)[ T 2

0.16 0.25 0
a=1c
p=_2¢ ,sionprend c =5 alors

10
c

Comme solution générale :

0=(1 -45 5)
La matrice G,(2) s'écrit alors :

0 0 0 000 0 0 O
G@2=|GB 0 0]=(15 1 0 0 0 0
C,AB C,B 0 07 04 15 1 0 0

Le vecteur de parité s'écrit alors :

Py (k) = 0:(Y2(k, 2) — G2(2)U(k, 2))

Avec :
Y; (k) Uy (k) 0 00 0 0 O
Yi(k+2) U,(k + 2) 07 04 15 1 0 O
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uq (k)
y1(k) 000 0 0 O (u ﬁ(?l)\‘
Pi(k) = 2| y1(k+1) | = (1-5 100 00 \u:(k +1) |

0.7 04 15 1 0 O
y1(k +2) uy(k +2)

u,(k +2)/ .

y1 (k)
Pi(k)=(1 —45 5) y, (k + 1) — 1.5u, (k) — u, (k)
y, (k4 2) — 0.7u, (k) — 0.4u,(k) — 1.5u; (k + 1) —uy(k + 1)

P, (k) = y,(k) — 4.5y, (k + 1) + 5y, (k + 2) + 3.25u, (k) — 2.5u,(k) — 7.5u,(k + 1) — 5u,(k + 1)
Pour la seconde mesure,ona C, = (011) et:

a_
C, 0 1 1
H,(2)=|CA]|=[0 05 09
C,A? 0 0.25 0.81

Le rang de la matrice H,(2) est égal a 2. Une matrice 2 orthogonale a H,(2) vaut :

0 1 1 4a +2b+c 100a+ 90b + 81c
Q=@hbolo o5 0.9=(0 )

0 025 081 4 100
a=%c
Comme solution générale : p=—7c si on prend ¢ = 5 alors
5

n=(225 -7 5)
La matrice G,(2) s'écrit alors :

0 0 0 000 0 0 O
G,2)=(cB 0 0)=(11 1 0 0 0 0
C,AB C,B 0 059 09 1.1 1 0 0

Le vecteur de parité s'écrit alors :

Py (k) = 0:(Y2(k, 2) — G2(2)U(k, 2))

Avec :
Y, (k) U, (k) 0 00 0 0 O
,(k,2)=|Y,(k+1) | Uy,(k2)=[U,(k+1))] 62(2)=<1.1 1 0 0 0 0)
Y, (k + 2) U,(k +2) 059 09 1.1 1 0 0

Dr : YSSAAD Benyssaad ; UAZ-Relizane “



Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

u1(k)
y, (k) 000 0 0 O {uﬁ(—lﬁ)n\\
Pi(k) = 2, || y2(k + 1) —(1.1 1.0 0 00 u;(k+1)|
v, (k +2) 059 09 1.1 1 0 0 \ul(k+2)

u,(k +2)/ |

y2 (k)
P,(k) = (225 -7 5) yy(k +1) — 1.1uy (k) — uy (k)
ya2(k +2) — 0.59u, (k) — 0.9u, (k) — 1.1uy(k + 1) —uy(k + 1)

—5u,(k+1)

Pour I'¢laboration des équations d'inter-redondance, on concaténe dans une méme matrice, les lignes
indépendantes des matrices H,(2) et H,(2); on obtient :

C1 1 1 0
C1A 0405 0
H(1L1) = Cl2 “lo 1 1
c,Al 10 05 0.9

Une matrice orthogonale a H(1,1) s'écrit alors:

1 1 0
= (ab )0405 0 _<5a+2b 2a+b+2c+c 100+9d>_
=(abcc e = > 5 =
005 09
)

c=——d
10

Comme solution générale : k
d

) sion prend c = 5 onauraalors :

N=(-8 20 —45 5)
Apreés le calcul de G(1,1) :

0
G(1,1) = ClB O‘ lés
1

CZB 0 1

P(k) = 0(Y(k,2) — G(1,1)(QU(k,2))

Avec :
y1(k) uq (k) 0 0 0O
ik +1) | w(k+1) 151 0 0
Y(k,2) = yk) | U(k,2) = wlo | G(1,1) = o0 0 0
vo(k + 1) u,(k + 1) 111 0 0
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

y1(k) 0 0 0 0]/ wk)
yi(k+ 1) 151 0 0f[u(k+1)
Pi(k) =2 y, (k) 0 0 00 luz (k)
y,(k + 1) 111 0 0l \u,(k+1)
y1(k)
—(_ _ y1(k + 1) — 1.5uy (k) — u, (k)
P(k)=(-8 20 —45 5) )

On peut exprimer le vecteur de parité :

Qui correspond a I'équation d'inter-redondance recherchée.
¢ Si l'on utilise les techniques de calcul symbolique, I'établissement de I'équation d'auto-redondance

relative a la premiere mesure nécessite la détermination d'une matrice £2,(s) orthogonale a la matrice
polynomiale :

1 1 1 0
G \_|s 0o 0400 s—04 0 0
H0 = (2 )= [0 s 0] 0 05 0 0 s—05 0
0 0 s 0 0 09 0 - 09
Une matrice orthogonale a H, (k) s'écrit alors:
1 1 0
_ s—04 0 o| (5a—2b+5sb 2a—c+2sc —9d+105d>
) =(abec o, s—05 o‘( 5 2 10
0 0 - 0.9
—2s+1
a=——
Comme solution générale : kb = 122;5} c), sionprend c = 10s — 4 etd = 0 on aura alors :
c
d

2,(s)=((-25s+1)(5s—2) 10s—5 10s —4 0)

L’équation d'auto-redondance s'écrit :

P =06 )(ER)

y (k)
00 1\ 1
P,(k) = [(=2s + 1)(5s —2) 10s —5 10s —4 0] 2'5 é 8 ()
01 1 o/
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

Pi(k) = (—2s + 1)(5s — 2)y,(k) + (155 — 6.5)u, (k) + (10s — 4)u, (k)

On retrouve donc bien I'expression obtenue par I'application de la premiére méthode.
L'équation d'auto-redondance relative a la seconde mesure s'obtient de maniére analogue ; une matrice
0,(s) orthogonale a :

011 0 1 1
_ C, _I[s 0 O 04 0 O] _[s—04 O 0
HZ(k)_(sI—A)_ [0 s 0]—[0 0.5 O] 10 s-0.5 0
0 0 s 0 0 09 0 0 s-09
Une matrice orthogonale a H, (k) s'écrit alors:
1 1 0
B s—04 0 0| (—2b+5sb 2a—c+2sc 10a—9d+105d)_
L) =(@becof, —05 0_( 5 2 10 -
0 0 - 09
/a — —-10s+9 d\
10
Comme solution générale : | 11(9)5_5 [, sionprend b =0 et d = 10s — 4 on aura alors :
- 10s—4
d

2,(s) =((—s+09)(10s—4) 0 10s—5 10s—4)

L’équation d'auto-redondance s'écrit :

Py = 0,9) (5 1) (489)

y(k)
os 1 o)(“®
Py(k) =[(—s+09)(10s—4) 0 10s—5 10s—4] 1' 0 0 u, (k)
01 1 o V20

Py(k) = (—=s+0.9)(10s — 4)y, (k) + (11s — 5.4)u (k) + (10s — 4)u, (k)
Pour établir les équations d'inter-redondance, on cherche ensuite la matrice polynomiale orthogonale a :
1 1 0
[0 1 1]

1
0
s 00 0400=s—0.40 0
[O s O] [O 0.5 0” [0 s—0.5 0‘
s

0 0 09 0 0 s—-09

C

H(k) = (51 -

Une matrice orthogonale a H (k) s'écrit alors:

—1 —
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

1 1 0
0 1 1]
Nk)y=(@bc c e)ls—04 0 0
0 s—0.5 0
0 0 s-09

_(5a—2c+55c 2a —2b—d + 2sd 10b+10$€—9€)_0
h 5 2 10 B

a=(—s+05)d+ (s—09)e
b=(s—09)e
Comme solution générale : k c=20573 10579, ||  sionprendd =0 et e=10s—4

" 10s-4 10s—4
d

e
on aura alors :

0N,(s) = ( (s—09)(10s—4) (s—09)(10s—4) (10s—9) 0 (10s-— 4))
L’équation d'auto-redondance s'écrit :

Pt =263 o) (60)

\ 1y (k)
| u, (k)

y1 (k)
/ y2 (k)

P(k) =(s—0.9)(10s —4)y,(k) + (s — 0.9)(10s — 4)y, (k) + (6s — 4.9)u, (k) + (205 — 13)u, (k)

0
0

P(k) = [(s — 0.9)(10s — 4) (s — 0.9)(10s — 4) (10s —9) 0 (10s — 4)] ko.s
1
0

¢ Toutes les méthodes proposées peuvent étre adaptées a la génération d'équations de redondance
“structurées”. En particulier, on peut générer une €équation de redondance ne faisant pas intervenir l'une
des deux commandes. Intéressons-nous a I'élimination de u, .

Le systeme peut étre rééecrit de facon a isoler I'entrée que I'on souhaite éliminer :

{x(k +1) = Ax(k) + Byuy (k) + Byuy (k)
y(k) = Cx(k)

Pour I'exemple considéré, le cumul des observations sur I'horizon temporel adéquat et le regroupement
des grandeurs que I'on souhaite éliminer, x(k) et u, (k), conduit a écrire :

/ y1 (k) \
yilk +1) x (k)
nle+2) | ww (k)
v |~ ey [T O U D
y,(k + 1) uy (k + 1) up(k +2)
v, (k +2)
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

Avec

Cy 0 0 01 r1 1 0 0 0 0
GA (1B 0 0 04 05 0 15 0 0
Y= C,A*> C,ABy By 0|_|016 025 0 07 15 0
C, 0 0 0 0 1 1 0 0 0
C,A CB;, 0 0 0 05 09 11 0 0
c,A? C,AB, C,B, 0l lo 025 081 059 1.1 o

-0 0 071 0 0 0

C,B, 0 0 1 0 0

_|ciAB, B, 0| |04 1 0

Et G=], 0 o= lo 0 0

C,B, 0 0 1 0 0

| C,AB, C,B, 01 log 1 0

L'éguation de redondance s'obtient de la méme fagon que précédemment ; une matrice orthogonale a H
s'écrit :
[ 1 1 0 0 0 0 ]
04 05 0 15 0 0 I
_ 016 025 0 07 15 0
!2—(abcdef)|0 1 1 0 0o ol
llO 0.5 0.9 1.1 0 0 l

0 025 081 059 1.1 O
_(50a+25b+80 4a+2b+c+4d+f+2e 100d +81f +90e 150b + 70c + 59f + 110e 15c + 11f o)

50 4 100 100 10
a = —0.4309f
b = 1.0965f
| c=-07333f | . B _
Comme solution générale : d=05985f | sion prend f = 15 on aura alors :
e = —1.565f
f

0=(-646 1645 —11 898 —23.48 15)

Et I'équation de redondance s'exprime sous la forme :

/ y1(k) \
yi(k +1)
POk = | y1(k +2) s (k) |
(k) =10 ) —Glu(k+1
2 w(k+2)/ |
vo(k+ 1) /
v, (k + 2)

On obtient alors une équation de redondance indépendante de la commande u; :
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Chapitre 4 : Générations de Résidus par espace de parité

/ / y1 (k) \ 0 0 0 \
| i) | 1 0 O/ w, (i)
P(k) = (6.46 1645 — 11 898 —2348 15)| | yl}(]i‘(;{’)z) - 8-4 01 (()) (uz(k+ 1)> ‘
b+ | |1 0 of uz(k +2)
\ v,(k+2)/ o9 1 0

P(k) = —6.46y, (k) + 16.45y,(k + 1) — 11y, (k + 2) + 8.98y, (k) — 23.48y,(k + 1)

On souhaite maintenant d’éliminer, x (k) et u,(k), conduit a écrire :

/ y1(k)
yi(k +1) x(k)
I I u1(k)
| yilet2) |y w1, e u; (k+1)
y,(k + 1) u,(k+1) 1
yo(k +2)
Avec
Cy 0 0 0] m 1 0 0 0 O
G,A (1B, 0 0 0.4 0.5 0 1 0 0
o= C1A2 c,AB, CiB, O _ 016 025 0 04 1 O
c, O 0 ol lo 1 1 o o0 o
CGA CB, 0 of o o5 09 1 0 o0
c,A%2 C,AB, C,B, ol lo 025 081 09 1 o
0 0 0 0 0 01
B, 0 0 15 0 0
_|caBy By of o7 15 0
Et G=|, 0 0|~ o 0 0
B, 0 ol |11 0 0
| c,AB, C,B; 0l los9 11 o

L'équation de redondance s'obtient de la méme fagon que précédemment ; une matrice orthogonale a H
s'écrit :

1 1 0 0 0
04 05 0 1 0
016 025 0 04 1
N=(@bc de f) 0 1 1 0 0
0 05 09 1 0
L0 025 081 09 1
(25a+10b+4c 4a+2b+c+4d+ f+2e 100d +81f +90e 10b + 4c +9f + 10e

25 4 100 10

Cocoo@oOo

c

+f0)
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b=09f

/a = —0.2f

Comme solution générale : | ,sionprend f = 20 on aura alors :

d = 0.45f
e =—14f
f

N=(-4 18 —20 9 —28 20)

Et I'équation de redondance s'exprime sous la forme :

/ y1 (k) \l
yi(k+1)
uq (k)
P(k) = 0| | yl(k(z)z) i—c; ul(;c+1) |
|| 72 wk+2)/ |
y2(k+1)
\ y2(k +2) /

On obtient alors une équation de redondance indépendante de la commande u, :

// y1(k) -0 0
| yi(k+1) 1.5 0

uq (k) \|
_ | »i(e+2) | 07 15 b
P(k)—(—418—209—2820)|i 1y2(k) i_O 0 w, (k + 1) I
uy(k +2)

yo(k +1) 1.1 0
v, (k +2) £0.59 1.1

o oo oo

P(k) = —4y,(k) + 18y, (k + 1) — 20y, (k + 2) + 9y, (k) — 28y,(k + 1) + 20y, (k + 2) — 6u, (k)
—8u,(k+1)
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