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TD 02 : : Mesure

Exercice 01 :

Soit X = {a, b, c} et soit A = {¢,{a},{b,c}, X} On définit 'application p de A dans R par :

M(¢) =0, :U({a}) =1, :u({bv C}) =0, M(X) =1

1. Montrer que A est une algébre sur X. Conclure

2. Montrer que p est une mesure sur A.

3. Monterer que I'espace (X, A, 1) n’est pas complet.
4. Donner la complétude de la tribu A.

Exercice 02 :

Soit X = N. Pour tout L > 0 on note py, : P(X) — [0, +00], ur(A) = >, .4 L* pour A C X.
1. Prouver que py, est une mesure sur (X, P(X)) pour tout L > 0.

2. Pour quels L > 0 la mesure pp, est-elle finie ?

3. Pour n € N soit A,, = X N [n,+oo[. Calculer pur(A,) et pur(N\ A,) pour tous L > 0. et
n € N.

4. Soit (L, : n € N) une suite croissante de réels strictement positifs, avec limite L < +oo.
Soit (A, : n € N) une suite croissante de parties de X et A = UAn.

Prouver que lim,, o i1, (A,) = prn(A).

Exercice 03 :

1. Donner la définition d’une tribu.
2. Soient (F, A, ) un espace mesuré et B € A tel que 0 < pu(B) < +00.
(a) Montrer que l'application pp définie sur A par

_ uANB)
ne) =)

est une mesure de probabilité sur (E, A, ).

(b) Sur (N, P(N)), on considére u = >, , 2778, et B = {2k, k € N}.
Calculer p(B) et, pour tout k € N, u(B)(k). En déduire I'expression de u(B).
3. On pose, pour tout z > 1, f(z) =) . ne ™.

Calculer f[l, voor (z)A(dz), A désignant la mesure de Lebesgue sur R.
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