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Chapitre 1

Rappels : topologie dans les espaces
métriques

L’objectif de ce chapitre est de rappeler les résultats de la topologie des espaces métriques qui
seront utiles pour étudier les espaces vectoriels normés, dans les chapitres ultérieurs. I’essentiel des
preuves est laissé au lecteur.

1.1 Espaces métriques
Definition 1 (Distance, espace métrique) Une distance sur un ensemble E est une application
d: Ex E — Ry vérifiant

dz,y) =0ssiz =1y [séparation]

d(x,y) = d(y,z) [symétrie]
d(z,y) < d(z,2) +d(z,y),Vz,y,z € E  [inégalité triangulaire/.
Alors (E7 d) est un espace métrique.

Exemple : Si (E, ||.||) est un evn alors d(x,y) := ||z — y|| définit une norme sur E.

Definition 2 (Boule ouverte/fermée, diamétre, borné) Soit (E,d) un espace métrique. Pour
x € FE etr >0, on définit la boule ouverte de centre x et rayon r

B(z,r):={y € E;d(xz,y) <r}
et la boule fermée de centre x et rayon r
B(z,r) :={y € E;d(z,y) <r}.
Le diamétre d’une partie A de (E,d) est diam(A) := sup{d(x,y);z,y € A}. A est bornée si
diam(A) < oo.
1.2 Owuverts d’un espace métrique

Definition 3 (Ouvert, fermé) Soit (E,d) un espace métrique. Un sous-ensemble 2 de E est ou-
vert si, pour tout © € Q, il existe r > 0 tel que B(x,r) C Q. Un sous ensemble F' de E est fermé si
son complémentaire est ouvert.

Proposition 1 1. (Aziomes d’ouverts) E et () sont ouverts. Une union quelconque d’ouverts est
ouverte. Une intersection finie d’ouverts est ouverte.

7
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2. (Aziomes de fermés) E et () sont fermés. Une intersection quelconque de fermés est fermée. Une
union finie de fermés est fermée.

Definition 4 (Intérieur, adhérence, densité) Soit (E,d) un espace mélrique, A une partie de E
etx e b.

x est intérieur a A s’il existe v > 0 tel que B(x,r) C A. L'intérieur de A, notée Ini(A), est
l'ensemble des points intérieurs a A.

x est adhérent & (ou point d’accumulation de) A si¥r > 0, B(x,r) contient un point de A
différent de x. L’adhérence de A, notée A, est ’ensemble des points adhérents.

A est dense dans E si E = A.

Proposition 2 Soit (E,d) un e.m. et A une partie de E.
— L’intérieur d’une partie A de E est 'union des ouverts contenus dans A.
— L’adhérence d’une partic A de E est l'intersection des fermés contenant A.

Definition 5 (Distances équivalentes) Deuz distances d et d' sur E sont équivalentes s’il existe
des constantes C1,Cy > 0 telles que C1d < d' < Cad.

Proposition 3 Deux distances équivalentes ont les mémes ouverts.

1.3 Suites d’un espace métrique

Definition 6 (Convergence, limite) Soit (E,d) un e.m., a € E et (xy)nen une suite de E.
(Tn)nen comverge vers a si

Ve > 0,3ng € N tel que x,, € B(a,€),VYn > ng.
Alors a est la limite de (x,)nen, ce qu’on note a = limy, o0 T,

Proposition 4 Soit (E,d) un e.m. a € E et (xp)nen une suite de E. EQU :
1. 1l existe une sous-suite (x@(n))neN qui converge Vers a.
2. Pour tout r > 0, B(a,r) contient des x,, d’indice n arbitrairement grand.

On dit alors que a est valeur d’adhérence de (x,)nen-

Exemple : La suite z,, = (—1)" + % admet pour valeurs d’adhérence —1 et +1.

1.4 Applications continues entre espaces métriques

Proposition 5 Soit (E,dg),(F,dr) dese.m., f: E— F,ac€ Eetbe F. EQU :
1. Pour tout € > 0, il existe r > 0 tel que, pour tout x € Bg(a,r) alors f(x) € Br(b,€).
2. Pour toute suite (xn)nen de E convergeant vers a, (f(xy))nen converge vers b.

Alors b est limite de f quand x tend vers a : b=1lim,_,, f(x).

Definition 7 (Continuité en un point) Soit (E,dg),(F,dp) dese.m., f: E— F etac E. f est
continue en a silim,_,, f(z) = f(a).
Proposition 6 Soit (F,dg),(F,dr) des eem. et f: E— F. EQU :

1. f est continue en tout point a de E.

2. Limage réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de E.
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3. L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

Alors f est continue (globalement).

Exemple : det : M,,(R) — R est continue (elle est polynomiale). GL,(R) est un ouvert de M, (R)
car image réciproque de 'ouvert R* par I'application continue det.

Definition 8 (Continuité uniforme, caractére lipschitzien) Soit (E,dg),(F,dr) dese.m. et f :
E — F. f est uniformément continue si

Ve > 0,30 = d(e) >0 tel que Va,y € E,dg(x,y) <d = dp(f(z),f(y)) <e.
Soit M > 0. f est M-lipschitzienne si
dF(f(x)vf(y)) < MdE(xay) Ve, y e E.

f est contractante si elle est k-lipschitzienne avec k < 1.

Contractante = Lipschitzienne = Uniformément continue, mais la réciproque est fausse. En effet,
la fonction f : z € [0,1] — /x est uniformément continue (car continue sur un compact : théoréme
de Heine), mais elle n’est pas lipschitzienne car

[f(z) = f(y)] :
;0 < <lp> = ~
sup { L =00 <o ey <l s 1r01= 5 o0
La premiére inégalité découle de la définition de f’(e) comme limite des taux d’accroissement. En fait,
pour f € C'([a,b],R), on a [exercice]

o L @) = FW)
p{ =y

1

;a<x<y<b}=wmm.

1.5 Espaces métriques compacts

1.5.1 Définitions

Proposition 7 Soit (E,d) un e.m. et A une partie de E. EQU :
1. De toute suite de A on peut extraire une sous-suite convergente. [Bolzano Weiersirass|

2. De tout recouvrement de A par des ouverts de E on peut extraire un sous-recouvrement fini de
A. [Borel Lebesguef
Alors A est un compact de (E,d).

Preuve : [Borel Lebesgue = Bolzano Weierstrass| utilise le théoréme des compacts emboités (qui se
démontre & partir de Borel Lebesgue) avec F,, := Adhx{xp;k > n}. 1l fournit | € NyenF),. Alors,
Vk € N*, In, € N tq d(l, zp, ) < 1/k. Ainsi z,, — L.

[Bolzano Weierstrass = Borel Lebesgue| requiert une base dénombrable de voisinages, qu'on a
bien sur un e.m. et utilise le Lemme de la maille. Voir poly Nier-Iftimie. g

Proposition 8 1. Une intersection qlg de compacts est compacte.
2. Une union finie de compacts est compacte.
Le produit cartésien d’un nb fini de compacts est compact.
Un fermé d’un compact est compact.
Tout compact est borné.
Une suite d’un compact qui n’admet qu’une valeur d’adhérence converge.

RS S S

Toute suite décroissante de compacts non vide admet une intersection non vide [thm des com-
pacts emboités/.

B

Les compacts de R sont les fermés bornés.

©

Les compacts de (R™,||.]|o) sont les fermés bornés.
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1.5.2 Fonctions continues sur un compact
Proposition 9 (Fonctions continues sur un compact) 1. L’image d’un compact par une ap-
plication continue est compacte.
2. Toute fonction numérique sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

3. La distance entre un fermé et un compact disjoints est > 0.
Preuve : Le 1. se démontre élémentairement puis 2. et 3. s’en déduisent. U

Proposition 10 (Théoréme de Heine) Toute fonction continue sur un e.m. compact est unifor-
mément continue.

Preuve : Soient (E,dg), (F,dr) des e.m., K un compact de E et f : K — F continue. Par ’absurde,
on suppose que f n’est pas uniformément continue sur K :

Jde > 0 tel que Vo > 0,3z,y € K vérifiant dg(x,y) < d et dp(f(z), f(y)) > €.

Alors, avec § = %, on construit deux suites (Zp)nen, (Yn)nen de K telles que dp(zp,yn) — 0 et
dr(f(zn), f(yn)) = €,¥n € N. Quitte & extraire (z,, yn)nen converge vers (a,b) dans K x K (car il
est compact). Alors d(a,b) =0 cad a =b et d(f(a), f(b)) = € > 0 : contradiction. [

1.6 Espaces métriques complets

1.6.1 Définitions
Definition 9 (Suite de Cauchy) Soit (E,d) un e.m. Une suite (xn)nen de E est de Cauchy si

Ve > 0,3ng =no(e) € N tel que d(zp, z4) < €,Yp,q = ng.

Proposition 11 Dans un e.m.,
1. une suite convergente est de Cauchy,
2. une suite de Cauchy est bornée,
3. une suite de Cauchy admettant une valeur d’adhérence converge,
4

. limage d’une suite de Cauchy par une application uniformément continue est encore une suite
de Cauchy (la continuité de Uapplication ne suffit pas)

Preuve :
1. Utiliser la définition de convergence avec € et 'inégalité triangulaire.

2. On fixe € et ng = ng(e) associé. Alors, pour tout n,p € N, on a d(zy,zp) < d(xn,Tn,) +
d(zpy, zp) < M ou M := 2[e + max{d(zg, Tn,); 0 < k < no}| est indépendant de (n, p).

3. Soit (zp)nen une suite de Cauchy dans un e.m. (F,d). On suppose qu’elle admet une sous-suite
(Tg(n))Jnen qui converge dans (E,d) vers a € E. Soit € > 0. Alors il existe ng = ng(€) € N tels
que d(zp, 7q) < €, Vp,q = ng et d(zy(n),a) <€, ¥n = ng. Ainsi, pour n > ng on a

d(wp,a) < d(Tn, Tgm)) + d(Tym),a) par inégalité triangulaire
<et+e=2 caro(n)=n=ng.

Ceci montre que lim,_ .. =, = a.

4. Contre-exemple : (+),en+ est de Cauchy dans (0,1) et f: 2 € (0,00) — 1/x € R est continue
mais (f(1/n) = n)pen+ n’est pas de Cauchy dans R. O
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Definition 10 (e.m. complet) Un e.m. (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E converge
dans E.

Des exemples seront donnés ultérieurement, en Section [2.3]

Proposition 12 1. Une intersection qlq de complets est compléte.
2. Une union finie de complets est compléte.
3. Le produit cartésien fini (ou dénombrable) de complets est complet (pour la topologie produit).
4. Dans un e.m. complet, les sous-ensembles complets sont les sous-ensembles fermés, en particulier
R"™ est complet.
5. Tout e.m. compact est complet.

6. Un e.m. (E,d) est complet ssi toute suite décroissante (Fy,)nen de fermés de E dont le diamétre
tend vers zéro, diam(F,) — 0, a une intersection non vide (el réduite & un point).

1.6.2 Prolongement des applications uniformément continues

Théoréme 1 (Théoréme de prolongement) Soit (E,dg), (F,dr) des espaces métriques avec (F, df)
complet, D C E une partie dense de E et f: (D,dg) — (F,dr) une application uniformément conti-
nue. Alors f admet un unique prolongement par continuité f: E — F. De plus, f est une application
uniformément continue (E,dg) — (F,dF).

Notez bien que seule la complétude de I'espace d’arrivée compte, pas celle de 'espace de départ.

Preuve :

Convergence point par point : Soit © € E'\ D et (x,)nen une suite de D convergeant vers z dans
(E,dg). Alors (xn)nen est de Cauchy dans (E,dg) [notez que E n’a pas besoin d’étre complet pour
que celte implication soit vraie/. Comme f est uniformément continue, alors (f(z,))nen est de Cauchy
dans (F,dp). Or (F,dp) est complet, donc la suite (f(xy,))nen converge dans (F,dp).

Définition de f : Vérifions que cette limite ne dépend que de = et pas de la suite (2, )qen choisie,
pour que la définition f(z) := limy,_o f(2,) soit légitime. Soit (x],)nen une autre suite convergeant
vers x. Soit € > 0. Par uniforme continuité de f : (D,dg) — (F,dF), il existe § > 0 tel que

Yy,z € D,dg(y,z) <6 = dpr(f(y),f(2)) <e. (1.1)

Comme (z,,)nen et (2),)nen convergent vers a, il existe ng tel que dg(zp,z),) < § pour tout n >
no. Alors dp(f(xy), f(x])) < € pour tout n > ng. En passant a la limite [n — oc], on obtient
dp (limy, 00 f(20),limy, 00 f(2),)) < €. Ceci est vrai pour tout € > 0 donc

1i_>m flz)) = h_)m f(zy) .

Uniforme continuité de f~ : Soit € > 0 et & > 0 de sorte que ait lieu. Soient z,y € F tels
que dg(z,y) < 0/2. Soient (zn)nen €t (Yn)nen des suites de D convergeant respectivement vers x et
y. Alors, pour n assez grand, dg(Tn,yn) < ¢ et donc dp(f(xn), f(yn)) < €. En passant la limite, on
obtient dr(f(x), f(y)) <e. O

Applications :

1. Soit Q un ouvert de R” et C%*(Q2) I’ensemble des fonctions f : @ — R a-Holdériennes. Alors
CY(Q) = CO(Q).
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2. L’intégrale (de Riemann) définie sur C°([0, 1], R) admet un unique prolongement continu sur
£1((0,1),R) (voir TD1).
3. Unicité du complété d'un espace métrique (voir TD1)

4. La transformée de Fourier, qui est définie sur L' N L?(R") par la formulation intégrale, se
prolonge par uniforme continuité sur tout L?(R™).

1.6.3 Théoréme du point fixe

Proposition 13 (Théoréme du point fixe) Soit (E,d) un e.m. complet et f: E — E une appli-
cation contractante. Alors il existe un unique a € E tel que f(a) = a.

De plus, pour tout xy € E, la suite des itérés de xo par f, définie par xn+1 = f(zy),Vn € N, converge
vers a de facon géomélrique : i

d mn»y <
(Tp,a) T %

d(x1,x0).

Il est important de bien connaitre ce théoréme (hypothéses + 3 conclusions). L’énoncé est optimal :
toutes ses hypothéses sont nécessaires !
Exercice : Trouver 4 contre-exemples (F, f) de la forme suivante
— Fem, f: F — F contractante mais n’admet pas de point fixe parce que E n’est pas complet,
— FE em complet, f contractante mais n’admet pas de point fixe parce que f n’envoie pas E dans
E7
— FE em complet, f : F — E mais n’admet pas de point fixe parce qu’elle n’est pas contractante,
bien quelle verifie [|£(z) = £(y)] < lz — yl.
— FE em complet, f : E — E admet plusieurs points fixes parce qu’elle n’est pas contractante.

Preuve : Soit xy € E et (z,)nen la suite des itérés de xg par f. Alors (z,,)nen est de Cauchy dans
(E,d). En effet,
d[xn, Tn1] = d[f(zn-1), f(xn)] < kd[xp—1,2,] donc  d[zy,xni1] < k"d[zo, 21],Vn €N

et
d[Tn, Tn] + .. +d[xn+p 1afL‘n+p]
ggw K dlag, 1]

1= — 0 quand [n — oo].

d[zy, Tpip]

//\ N IN

Comme (E, d) est complet alors (z,,)nen converge. Notons a sa limite. En passant & la limite [n — o]
dans la relation x,4+1 = f(z,), on obtient f(a) = a. En passant a la limite [p — oo] dans I'inégalité
ci-dessus, on obtient la majoration d’erreur géométrique. Par 'absurde, supposons que f admette un
autre point fixe a’ # a. Alors

dla,d’] = d[f(a), f(a")] < kd[a,ad’] < d[a,a’] : contradiction.]

1.6.4 Théoréme d’Ascoli

Théoréme 2 (Théoréme d’Ascoli) Soit (E,dg) un espace métrique compact, (F,dr) un espace
métrique complet et A une partie de C°(E,F). EQU :

1. A est relativement compacte dans (CO(E, F),ds) ot
doo (. 9) = sup{dr(f(z), g(x));w € E},Vf,g € C*(E, F).
2. A est équicontinue, cad
Ve > 0,30 > 0/Vz,y € E,dg(z,y) <d=dpr(f(x), fly)) <e,Vfe A
et Ay :={f(x); f € A} est relativement compact dans F pour tout x € E.
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Remarque 1 Si (E, ||.||) est un espace vectoriel normé de dimension finie alors (relativement compact
dans (E,||.||)) < (borné).

Preuve de 2. = 1. :

Etape 1 : Il existe D C E dénombrable et dense dans E. Pour tout n € N*, on peut extraire de
{Be(z,1/n);x € E} un sous-recouvrement fini de £ : il existe une famille z,, ; indexée par n € N* et
1 < k < K, (avec K, fini) telle que

1
E C Uik, BE <$n,k7 > ,Vn € N*.
n
Alors {zy1;n € N*,1 < k < Ny} est dénombrable et dense dans E.
Soit (fn)nen une suite de A. Montrons qu’elle admet une sous-suite convergente dans (C°(E, F'), dxo) .

Etape 2 : Extraction qui converge simplement sur D. Pour tout d € D, (fn(d))nen prend ses
valeurs dans Ay, qui est compact dans (F, dp). Par un procédé d’extraction diagonale, on obtient une
extraction v telle que, pour tout d € D,( fy(n)(d))nen converge dans (F,dr) vers une limite notée f(z).

Etape 3 : f se prolonge de maniére unique en une application uniformément continue E — F,
toujours notée f. L’hypothése d’équicontinuité de A implique 'uniforme continuité de f : (D, dg) —
(F,dp), par passage a la limite, donc le théoréme de prolongement des applications uniformément
continues s’applique.

Etape 4 : (fy(n))nen converge vers f uniformément sur E. Soit € > 0. Par uniforme continuité de
f et équicontinuité de A, il existe > 0 tel que

Ve,y € E,dg(x,y) <d = dp(f(x),f(y)) <e et dp(g(x),g(y)) <e,Vge A.

Comme D est dense dans (E,dg) alors E C UDBE(:U, ). Or E est compact, donc (Borel Lebesgue)
S

on peut en extraire un sous-recouvrement fini de F : il existe N € N et x1,...,zxy € D tels que

Comme fy ) (75) = f(zj) pour j =1,...; N (cf Etape 1 : notez bien que x; € D) alors il existe ng € N
tel que

dF[fw(n)($J)7f(mJ)] <e Vn> no, 1 <] <N.
Soit n > ng. Soit x € E. 1l existe j € [1, N] tel que x € B(x;,0). Alors

Ceci vaut pour tout x € E donc doo(fy(n), f) < 3€. O

Au lieu des Etapes 3 et 4, on peut aussi montrer que (fy(n))nen est de Cauchy dans CY(E,F),
comme dans Hirsh-Lacombe.

Preuve de 1. = 2. :

FEtape 1 : Montrons que A, est relativement compact dans (F,dr) pour tout x € E. Soit € E et
(Yn = fn(x))nen une suite de A,, cad f, € A pour tout n € N. Comme A est relativement compact
dans CO(E, F), alors il existe une extraction v telle que ( fu(n))nen converge uniformément sur £. En
particulier, (Yy(n) = fy(n)(*))nen converge dans F.
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Etape 2 : Monlrons que A est équicontinue. Soit € > 0. A est compact dans (C°(E, F),ds,) donc
(Borel Lebesgue) il existe N € N et f1,.., fx € A tels que

A C 1 <NBdoo(f]7€)

<<

Pour j = 1,...,N, f; est continue sur le compact F, donc (Heine) elle est uniformément continue.
Alors il existe § > 0 tel que

Vo,y € E,dp(z,y) <6 = dp[fj(x), f;(y)] <e,VI<j<N.
Soient x,y € E tels que dg(x,y) < d et f € A Tl existe j € {1,..., N} tel que f € By_(fj,€). Alors

dr(f(x), f(y)] < dplf(x), f;(x)] + drlfi(x), f;()] + drlfi(y), f(y)]< 3e.

Ceci est vrai pour tout f € A donc A est équicontinue. O

Exemple : Pour M > 0 et a € (0, 1], ’ensemble
{f : [0, 1] — Ry HfHOO Slet ’f(l‘) - f(y)| < M‘{L’ - y‘avvx7y € [07 1]}

est relativement compact dans (C°([0,1],R), |||l )-

Contre-exemple : La bosse glissante.
Soit f € C?(R,R) non nulle. Montrer que la suite (7, f)nen est équicontinue et bornée dans C°(R, R)
mais qu’elle n’admet aucune sous-suite uniformément convergente sur R.

Applications :
— Soient X,Y des compacts de R" et K € C°(X xY,R). Pour f € C°(X,R),ondéfinit Tf:Y — R
par Tf(y) := [y K(z,y)f(z)dz. Montrer que T : C°(X,R) — C°(Y,R) et que T est un opéra-
teur compact. (Hirsch Lacombe)

— Pour 0 < a < B < 1, l'injection
CO2([0,1),R) = ¢*((0,1], R)
est compacte (ref : Zuily Queffelec ou Hirsch Lacombe)

Remarque : Si (E,d) est un espace métrique compact et A C CO(E, F) alors EQU :

1. A est équicontinue en tout point :
Voo € E,Ve > 0,3n =13, > 0 tel que Vy € E,d(x0,y) <n=|f(zo) — f(y)] <e,VfeA.
2. A est uniformément équicontinue :
Ve >0,3n=mn(e) > 0 tel que Va,y € E,d(z,y) <n=|f(x)— fly)] <e,VfeA.

Cela justifie qu’on parle d”’équicontinuité” (au lieu d”’uniforme équicontinuité”) dans le théoréme
d’Ascoli.
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Preuve de 1 = 2 : On suppose que A est équicontinue en tout point. Montrons que A est unifor-
mément équicontinue. Soit € > 0. (F,d) est compact donc (Borel Lebesgue) de {B(x,n,./2);x € E}
on peut extraire un sous-recouvrement fini de E :

EC UlgngNB(xru 77n/2) (12)

ot N € N et n, := 1y, e Soit 1 := min{n,/2;1 < n < N} et z,y € E vérifiant d(z,y) <n. Par (1.2)
existe j € {1,..., N} tel que d(z,z;) < n;/2. Alors

d(y,zj) <d(y,z)+d(xz,z;) (inégalité triangulaire)
<n-+ 77]‘/2 <nj,

donc |f(z) — f(z;)| < eet |f(y) — f(x;)| < e pour tout f € A. Par inégalité triangulaire, on en déduit
que |f(x) — f(y)| < 2e pour tout f € A. O

1.7 Notions topologiques versus notions métriques

Quand on étudie des problémes de convergence, on s’apercoit vite que la notion de distance est
trop restrictive (par exemple, la topologie de la convergence simple sur la boule unité de L*°(0,1)
n’est pas métrisable), ce qui conduit a introduire les espaces topologiques.

Definition 11 (FE,O) est un espace topologique si O est une partie de P(E) stable par intersection
finie, union quelconque et contient E et (). Les éléments de O sont les ouverts et leurs complémentaires
dans E sont les fermés.

Parmi les notions introduites dans les sections précédentes,

— certaines sont des notions topologiques : elles requiérent seulement la notion d’ouvert pour
étre définies (remplacer les boules ouvertes par des voisinages ouverts dans les définitions).

— d’autres sont métriques : elles requiérent une distance pour étre définies.

Notions topologiques Notions métriques
ouvert /fermé distance

adhérence boule

intérieur diamétre

point adhérent / d’accumulation | borné

densité

suite convergente, suite de Cauchy

limite lipschitzien /contractant
continuité continuité uniforme
compacité complétude

La caractérisation séquentielle des notions (topologiques) de

— continuité (définie avec des voisinages ouverts)

— compacité (définie par 'hypothése de séparation et la propriété de Borel-Lebesgue)

— valeur d’adhérence (définie avec des voisinages ouverts)
est valable dans les espaces métriques, mais n’est pas vraie avec des espaces topologiques généraux :
il faut une base dénombrable de voisinages de chaque point, voir poly Nier-Iftimie.

1.8 Au programme de l'interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation :
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toutes les definitions,

— la caractérisation des compacts dans un e.m. (Borel Lebesgue et Bolzano-Weierstrass),
— énoncé et preuve du thm de prolongement des applications uniformément continues,

— énoncé et preuve du thm de point fixe de Banach,

— énoncé du thm d’Ascoli,

les exercices d’application directe des

— thm de prolongement des AUC (voir TD),

— thm de point fixe de Banach (suites récurrentes, voir TD),

— thm d’Ascoli (fonction M-lipschitziennes, opérateurs intégraux, voir TD).

1.9 Quelques exercices corrigés

1.9.1 Topologie des espaces métriques
Exercice 1.1 : Soit (E,d) un espace métrique.

1. Soit (xn)nen une suite de E. Montrer que 'ensemble de ses valeurs d’adhérences dans (E,d)
est fermé dans (F,d).

2. Soit (K, )nen une suite décroissante de compacts non vide de (E,d) et K := NpenKy.

2.a) Montrer que tout voisinage ouvert de K contient tous les K,, a partir d’un certain rang.

2.b) Montrer que, si (F,dp) est un espace métrique et f : (E,d) — (F,dp) est continue alors
F(K) = Oere (o).

3. Supposons (F,d) compact et que f : E — E conserve les distances : d[f(z), f(y)] = d[z,y] pour
tous z,y € E.

3.a) Montrer que, pour tout zy € E, on peut construire & partir de (f™(z¢))nen une suite (yn)nen de
f(E) qui converge vers x.

3.b) En déduire que f est surjective.

4. Supposons (F,d) compact et que f : E — E satisfait d[f(x), f(y)] > d|z,y] pour tous z,y € E.
Montrer que f conserve les distances. Qu’en déduire ?

SOLUTION :

1. L’ensemble des valeurs d’adhérence de (x,)nen est NpenAdh{xg;k > n}. 11 est fermé dans
(E,d) car intersection (qglq) de fermés de (E,d).
2.a) Soit V' un voisinage ouvert de K dans (E,d) : V est un ouvert de (E,d) et K C V. Alors
F := E\ 'V est un fermé de E. Montrons qu'il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, K, C V.

Par ’absurde, supposons que, pour tout ng € N, il existe ny > ng, tel que K,, n’est pas contenu
dans V, cad K,,, N F # (). Comme la suite (K,,),en est décroissante pour 'inclusion, alors K,, N F' # ()
pour tout n < np, et en particulier pour tout n < ng. Ceci est vrai pour tout ng donc K, N F # ()
pour tout n € N.

Ainsi, (K, N F)uen est une suite décroissante de compacts non vide de (F, d) donc (théoréme des
compacts emboités) N[K, N F| # 0. Or N[K, N F] = (NK,) N F = K N F par décroissance des K,
donc K N F # () : contradiction.

2.b) 1l est clair que f(K) C Npenf(K,). Montrons I'inclusion réciproque. Soit y € Nyenf(Ky,) @ pour
tout n € N| il existe x,, € K,, tel que y = f(x,). La suite (x,)nen est & valeurs dans Kj, qui est
compact dans (F,d), donc il existe une extraction ¢ telle que Tyny — a € K. En passant a la limite
dans la relation y = f[x,(,)] on obtient y = f(a). Ainsi, y € f(K).

3.a) La suite (f™(x0))nen est & valeurs dans le compact E donc admet une sous-suite convergente
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(f20) (20) ) nen. Alors gy, = fEOFD=0() (10 est a valeurs dans f(E) et

dlyn, o] = d[f?") (y,), ) (20)] car f conserve les distances
= d[f D) (x), £90) (2)] — 0 par choix de ¢.
n—o0
3.b) La question précédente montre que £ C f(E). Or f(E) est fermé ('image d’un compact par
une application continue est compact, donc fermé) donc E = f(E).
4. Soient zg # z(, € E. La suite (f™(zo), f™(x())nen est & valeurs dans le compact E x E donc elle
admet une sous-suite (£ (x), f2) (2}))nen qui converge dans E x E. On a

d[wo, () < d[f (o), f(xp)] < d[fPm =00 (), fEHD=00) (3)] par hypothese sur f
< d[fer = (2g), 2o] + dlzo, ) + dfag, FOOTDT (f)],

par inégalité triangulaire. Or,

d[ D=0 (g), o] < d[fPFD (o), £ (w)] par hypothése sur f
— 0 car (f¢(")(20))pen converge

En passant a la limite [n — oo dans la relation précédente, on obtient

dlzo, 2] < d[f (x0), f(20)] < d[zo, x(]

On revient ainsi a la question précédente : f(E) = E.

1.9.2 Prolongement des applications uniformément continues

Exercice 1.2 : Trouver un contre-exemple au théoréme de prolongement des applications unifor-
mément continues, lorsqu’on retire ’hypothése de complétude pour 'espace d’arrivée.

SOLUTION : E = (R,|.|), D=Q, F = (Q,|.|) et id : Q — Q est uniformément continue, mais
n’admet pas de prolongement par continuité R — Q.

1.9.3 Théoréme du point fixe

Exercice 1.3 : [Contre-exemples et variations sur le point-fixe, cf :Rouviére|
1/Trouver des contre-exemples dans les cas suivants :
l.a/ X em, F': X — X contractante mais n’admet pas de point fixe parce que X n’est pas complet.
1.b/ X em complet, F' contractante mais n’admet pas de point fixe parce que F' n’envoie pas X dans
X.
l.c/ X em complet, F': X — X mais n’admet pas de point fixe parce qu’elle n’est pas contractante,
bien qu’elle verifie ||[F(x) — F(y)|| < ||z — y||-
1.d/ X em complet, F': X — X admet plusieurs points fixes parce qu’elle n’est pas contractante.
2) Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E. On suppose qu’il existe p € N* tel que fP (p
composée p fois) soit contractante. Montrer que f admet un unique point fixe dans E. Montrer que,
pour tout zg € E, la suite des itérés de xo par f converge vers a.

SOLUTION : (faire des dessins!)
l.a/ f(x) =x/2, E = (0,1) (ouvert)

L.b/ f(z) =V1+a2 E=[0,1]
l.c/ f(z)=V1+22, E=R
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Exercice 1.4 : [Convergence locale de la méthode de Newton 1D
Soit [a,b] un intervalle borné de R et f € C?([a,b],R). On suppose qu'il existe ¥ € [a,b] tel que
f(Z) =0 et que pour tout x € [a,b], f'(z) # 0. Pour xy € [a,b], on définit

f(n)

1/ Montrer qu’il existe € > 0 tel que pour tout o € [T — €,Z + €], la suite (2, )nen converge vers Z.
2/ Montrer qu'il existe une constante C telle que pour tout zg € [T — €, + €] et tout n € N,
|1 — | < Cla, — Z|? (convergence quadraticque).

3/ En déduire que C|z,, — #| < (C|zo — #|)?" pour tout n € N.

Tn41 = Tn —

SOLUTION :
1/ L’application
o: [a,b] — Ja,b]

_ f@)
T T e

est de classe C! sur [a,b] et ®(z) = %ﬂ;g@ pour tout x € [a,b]. En particulier, () = 0. Par
continuité de @', il existe € > 0 tel que |®'(z)| < 1 pour tout z € [Z — €, & + ¢]. Alors (inégalité des
accroissement finis), ® envoie [T — €,Z + €] sur lui méme et est contractante sur cet intervalle. Le
théoréme du point fixe justifie que, pour tout z¢ € [T — €, + €], la suite (x,)nen converge vers .

2/ Ona

- _ flan) 1 ~ / ~
Intl =T =Ty — T — = f‘r_fmn _fxn T — Tn
donc l'inégalité des accroissements finis fournit la conclusion avec C' := Hf”Hg# oud = inf{|f'(y);y €

[a,b]} est > 0 (fonction > 0 et continue sur un compact).
3/ En multipliant pas C' des 2 cotés, on obtient Clz, 41 — & < (Clz, — Z|)* d'oi la conclusion
(récurrence immeédiate).

Exercice 1.5 : [Méthode des approximations successives|
On souhaite calculer  vérifiant f(Z) = 0. On remplace f(Z) = 0 par F(Z) = & avec par exemple
F(z) = f(x) — x. On utilise alors une suite récurrente du type

Tpy1 = F(xy).

Les exemples suivants présentent différents comportements possibles pour la suite (2, )nen (conver-
gence globale, convergence locale, pas de convergence).

1/ [Théodor| On souhaite calculer une valeur approchée de la solution positive Z de z—In(14x)—0,2 =
0 & laide des termes de la suite

xg >0
Tpt1 = In(zy, +1)+0,2

Montrer qu’il y a convergence globale (ie : pour tout zp > 0 la suite converge vers Z) et que la
convergence est géométrique.
2/ [Demailly, p96] On souhaite calculer une valeur approchée des racines du polynéme X3 —4X + 1
4 l'aide des termes de la suite

{ xg € R
Tl = %(xz +1).
Montrer que cette méthode ne permet d’approcher qu’une racine et que la convergence est locale (ie :

xo doit étre assez proche de cette racine). Proposer une autre fonction F' pour approcher les autres
racines.
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SOLUTION :

1/ La fonction f(z) := In(z + 1) + 0,2 satisfait f/'(z) = ﬁ > 0 pour tout x > 0. Attention, la
dérivée tend vers 1 quand [z — 0] donc il faut rester a distance > 0 de x = 0 pour avoir de la
contraction. On a f(0) = 0,2 > 0 donc il existe 6 € (0,x0) tel que f(d) > 6. Alors f : [§,00) — [000)
est ﬁ—contractante et le thm du point fixe s’applique.

2/ La fonction g(x) := 23 — 4z + 1 change de monotonie en x = 4+/4/3, elle tend vers —oo quand
[z — —oc], elle est > 0 en z = —/4/3, < 0 en © = /4/3 et tend vers +oo quand[z — +o0].
D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires, elle admet donc 3 zéros x1, x2, T2 tels que —oo < 1 <
—/4/3 < 19 < \/4/3 < 13 < 0.

Notons f(z) = x?’jl. Pour répondre a la question, on doit évaluer f’(z;) pour j = 1,2,3. Or,
f(x) = % et f'(£4/4/3) = 1 donc f'(x1) > 1,0 < f/(x2) < 1 et f'(z3) > 1. La méthode proposée
ne permet d’approcher que z3. Pour approcher z; et 3, on peut itérer f~! (dont la dérivée est né-
cessairement < 1 en ces points).

Voir le chapitre suivant pour d’autres applications du théoréme de point fixe.

1.9.4 Théoréme d’Ascoli

Exercice 1.6 : L’objectif est de démonter le théoréme de Cauchy-Arzela-Peano.

Théoréme : Soit I un intervalle ouvert de R, Q un ouvert de R™ et f : I xQ — R", (t,z) — f(t,x)
continue. Pour tout (to,xo) € I x Q, il existe T > 0 et une fonction x € C((to — T,to + T),R")
solution de .

(E) { ?f(t) = f(t>$(t)>7Vt S (tO - T7 to + T)a
x(to) = xo

Pour cela, on admettra le Théoréeme de point fize de Shauder : Soit E un Banach, K un conveze
fermé non vide de E et ® : K — K continue telle que ®(K) est compact dans E. Alors il existe
x € K tel que ®(x) = x.

Soit (to, ) € I x Q. Soit rg > 0 tel que B(xg,r0) C
1) Montrer qu’il existe 7' > 0 tel que toute solution de (X) sur [tg — T, to + T soit & valeurs dans
B(zo,70)- Alors C := [tg — T,to + T) x B(xg,70) est appelé compact de sécurité pour (X).
2) Soit E := C°([tg — T, to + T), B(z0,70)) muni de |.||s. Pour z € E, on définit

t
O(x): [to—T,to+T] = R" par &(z)(t) :=x0+ [ f(s,2(s))ds.
to
2.a) Montrer que ® est bien définie et & valeurs dans E.
2.b) Conclure.
SOLUTION

1)§oit To > 0 tel que [tg — To,to + To] C I. f est continue sur le compact Cy := [tg — Tp, to +
To] x B(zp,ro) donc il existe M > 0 tel que |f(t,z)] < M ,V(t,z) € Cy. Soit T := min{Ty;rq/M?},
solution de (X) sur [tg — T, to + T et

7 = sup{t € [to, to + TT; [|=(t) — zol| < 7o}
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Par I'absurde, supposons que 7 < T. Alors

<™ <TM <ry :contradiction.

mzmm—mwwAUwamw

En conclusion, 7 = T cad x(t) € B(xo,70) pour tout t € [to, to + T).
2) Pour z € E, ®(z) est bien définie car C C I x 2, continue sur [to — T, to + 1’| par convergence
dominée, & valeurs dans B(zg,79) car MT < 7.
3) On applique le thm de point fixe de Schauder & ® avec £ = K. On prouve que ﬁ est compact
dans CO([tg — T, to + T, B(zo,70)) grace au thm d’Ascoli.

— [to — T, to + T est compact, B(zg,70) est complet, ®(E) C C°([ty — T, to + T, B(xo,70))

— pour tout t € [tg — T, tg + T, ®(E)(t) est relativement compact car C B(zg,70)

— ®(FE) est equicontinu car, pour tous t1,te € [to — T, to+T] et y € E

to

f(s,y(s))ds

t1

u¢@@n—ﬂw@m=\ < Ml — 1.




Chapitre 2

Espaces vectoriels normés

Dans cette section, E est un ev sur K =R ou C.

2.1 Normes

2.1.1 Définition

Definition 12 (Norme, evn) Un norme sur E est une application ||.|| : E — Ry telle que
- (N1) : ||z]| =0ssix=0
- (N2) : || Xz|| = |M||z|| ,Vz € E, X €K,
- (N3) : |z +yll < |lz|| + ||yl ,Vz,y € E  [inégalité triangulaire].

Alors (E,|.]|) est un espace vectoriel normé (evn).

11 résulte de l'inégalité triangulaire que ||.|| est 1-lipschitzienne sur E, donc continue :
[lall = llyl| < llz = il Var,y € B

Si (E,||.||) est un evn alors d : (z,y) € E x E — ||z — y|| € Ry est un distance sur E. Tous les
résultats établis au Chapitre[l] pour les e.m., s’appliquent donc, en particulier, aux evn. Mais les evn
jouissent de propriétés supplémentaires qui font 'objet des sections ultérieures.

Exemples :
— E=R" || = [lllp; p € [1,00].
— E =1"(N,R) ou ¢.(N,R) (suites a support fini), ||z, := O_,2, |xn|p)1/p.
- E=1°(N,R) ou ¢.(N,R), [|z|loo := sup{|zn|;n € N}.

1/p
- E=CO01LR), [flle = sup{l Ot € 011}, 171 = (f 170Pae) " p e [1o0).
- E=CH(0,1],R), I fll := =0 [lf ®lcc-
Remarque 2 (£P((0,1),R),||.||p) n’est pas un espace vectoriel normé car ||.||, est seulement une semi-

norme : ||f|l, =0 ssi f =0 p.p. Pour obtenir un evn, il faut quotienter par la relation d’équivalence
définie par [’égalité p.p.

Preuve de l’inégalité triangulaire dans [P(N,R) : Elle est évidente pour p = 1 et p = co. Sup-

posons donc que 1 < p < oo. Soit p’ € (1,00) tel que % + I% =1

Etape 1 : Inégalité de Hélder. Par concavité du In on a (faire un dessin)
Py

1 1 ,
In(zy) = » In(a?) + o In(y”) <In (p + p,) ,Va,y € (0,00),

21
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donc, par croissance de exp,
Py
Ty — + ﬁavxﬂl € (0700)
p p

On en déduit que, pour x € [P et y € lp/, on a

|Zn| | 1o |2nl? lynl”
Z T, yn 72 ‘ranp Z Yn _

o Mzl lylly ~ p = o vl

cad

o9
> lwnynl < lpllylly -
n=0

Etape 2 : Inégalité de Minkowski. Pour xz,y € [P, on a

[oe)
Hx"‘yHg = Z ‘$n+yn"xn+yn’p_l

Z |Znl|Zn + YnlP~ T+ Z [Ynl |0 + ynlP~ !
n=0

< [(z )+ (z \Zm) "

< (|2llp + lyllp)llz + yl5" car p'(p—1) =

. 1/p
<Z |y, + yn|P (;;—1)) par Holder
n=0

Comme p — & =1, on en déduit que ||z + yll, < ||z, + [yllp- 0

Exercice : Démontrer l'inégalité triangulaire dans (LP(R), ||.||,) pour 1 < p < oo.

2.1.2 Normes équivalentes

Definition 13 (Normes équivalentes) Deuz normes ||.|| et ||.||" sur E sont équivalentes s’il existe
C1,Co > 0 telles que
Cillzll < [lz]|" < Collz|,Vz € E.

Théoréme 3 Sur un R-evn normé (E,||.||) de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Preuve : On peut supposer que F = R" (construire une bijection entre F et R™ a I’aide d’une base).
Montrons que toute norme ||.|| sur R™ est équivalente & ||.|loo(x) := sup{|zk|; 1 < k < n}. Rappelons
que les compacts de (R™, ||.||s) sont les fermés bornés (cela se déduit de la caractérisation des com-
pacts de R et du fait qu'un produit cartésien de compacts est compact pour la topologie produit). En
particulier la sphére unité S := {x € R",;||z|/ = 1} est compacte dans (R", ||.|/~)-

Etape 1 : Montrons que ||.|| est continue (pour la topologie de ||.|s). Pour x,h € R", on a
n n
[ + Rl — Hx\l‘ <Al = | hren|| < lhllood on M =Y el
k=1 k=1
ainsi ||.|| est M-lipschitzienne (E, ||.||s) — (R, |.|) donc continue.
Etape 2 : Argument de compacité. L'application |.| : S — R* est continue et > 0 sur le compact

S, donc elle est bornée et atteint ses bornes. En particulier C; := min{||z|;x € B} est un réel > 0.
Alors

Cl\HII Vo € R\ {0},

oo



2.2. THEOREME DE RIESZ 23

donc, par le 2e axiome de norme
Cilzlloo < 2]l < M|z]loo , V2 € R".0
Corollaire 1 Dans un evn de dimension finie, les compacts sont les fermés bornés.

Preuve : Les compacts de (R™,]|.||s) sont les fermés bornés. En dimension finie, toutes les normes
sont équivalentes et deux normes équivalentes ont les méme ensembles compacts. O

Proposition 14 Dans un evn (E, ||.||g), tout sev F' de dimension finie est fermé.

Preuve : Soit (z,,),en une suite de vecteurs de F' qui converge dans (E, ||.||) vers a € E. Alors elle est
bornée dans (F)].][). On peut donc en extraire une sous-suite (z,(,))nen qui converge dans (F, |[|.[)
vers b € F. L'unicité de la limite de (z,(,))nen implique a = b € F. O

Contre-exemples en dimension infinie :

— Pour 1 < p < g < oo, IP C 19 avec injection continue : [|.]|g < ||.||p- En effet ||.[|& < [|.]|%7]-|b <
|.I3. Mais |.|l, et ||.]l; ne sont pas équivalentes sur {?(N,C), car il n’existe pas de constante
C > 0 telle que [|.|l, < C.l|q
Par I'absurde, supposons qu'’il existe une constante C' > 0 telle que ||.||, < C||.||q. En appliquant

cette inégalité a x := (1j1,)(k))ren, on obtient nl/P < Cnt/e. Or % > % donc Pasymptotique
[n — ool fournit une contradiction.

— Pour 1 < p < ¢ < oo, LY0,1) C LP(0,1) avec injection continue : ||.||, < ||.||4- En effet, pour
f € L9(0,1), 'inégalité de Holder montre que
1 , pa
([ 1rae)” =um
0

HM&=LWﬂmmm<(Aﬂﬂmﬂ)

avec r:= 1 € (1,00) et 1’ € (1, 00) tel que 14+ 1 =1. Mais ||.||; et ||.||; ne sont pas équivalentes
sur L9(0, 1) car il n’existe pas de constante C' > 0 telle que ||.[[q < C||.||,

Montrons le pour p = 1 et ¢ = oo. 1l suffit de considérer la suite de fonctions 'triangle’ f,(z) =
(1 —mc)l[o,%](x), qui satisfait || fo]lec = 1 et [|foll1 = 5= — 0. Ou la suite de fonctions g, (z) =
™ qui satisfait ||gnlleo =1 et ||gnll1 = n%_l

Exercice : Traiter le cas général 1 < p < ¢ < 0.

Exercice : Montrer que, pour tout f € L>(0,1) alors || f|lco = limp—oo || f]lp-

[

Qs

— Pour 1 < p < ¢ < o0, il n’y a pas d’inclusion entre LP(R) et L4(R) et aucune des inégalités
Il.llp < Cll.llq ou [llg < CJ|.||p n’est vraie sur LP N L9(R).
Montrons-le pourp=1et ¢=2:0Ona %1[1700) (z) € L*(R) mais ¢ L'(R) et ﬁl(O,I] () € LYR)
mais ¢ L%(R) donc il n'y a pas d’inclusion. De plus, f, := %1[0’74 (x) — 0 dans L%*(R) mais
pas dans LY(R) car || fulpr = 1 et g, := Vvl /m)(z) — 0 dans L'(R) mais pas dans L?(R)
car ||gnl|z2 = 1. Ainsi ||.|[1 et ||.||2 ne sont pas équivalentes sur L' N L?(R).

2.2 Théoréme de Riesz

Théoréme 4 Soit (E, ||.||) un R-evn. Il y a équivalence entre les énoncés suivants :
1. F est de dimension finie,

2. la boule unité fermée de (E,||.||) est compacte : de toute suite bornée de E on peut extraire une
sous-suite convergente.



24 CHAPITRE 2. ESPACES VECTORIELS NORMES

Preuve : Supposons B := Bg(0,1) compacte. Alors du recouvrement ouvert B C UpegBg(z,1/2) on
peut extraire un sous-recouvrement fini B C Ui<j<nBg(xj,1/2). Montrons que F' := Vect{x1,...,xn}
coincide avec E. Par 'absurde, supposons qu’il existe z € E'\ F. Comme F' est fermé, il existe y € F'
tel que d := dist(z, F') = |lz — y|| > 0 (fonction continue sur un compact). Alors “5¥ € B donc il
existe 1 < j < N tel que |25 — ;|| < 3. Ainsi y +dz; € F et ||z — (y + da;)| < 4 : contradiction.
U

Notez que la structure d’ev et la présence d’une norme (homogénéité) sont cruciales dans cette
preuve (une distance ne suffirait pas).

Exemple de suite bornée dans un evn de dimension infinie qui n’admet pas de sous-
suite convergente : Considérons E = L?((0,27),C), muni de la norme

1/2

il = (5 [ rorar)

et f(t) := €™ pour tout n € N. Alors (L?(0,27), ||.||2) est un evn et (f,)nen est une suite bornée de
(L%(0,27), ||.||2). Montrons qu’elle n’admet pas de sous-suite convergente dans (L?(0,27),||.||2).
Par Pabsurde, supposons qu’il existe une extraction ¢ et f € L%(0,27) tels que | fomy — fll2 =0
quand [n — oo]. Alors
£z = T [[fomll2 =1,

donc, par le Lemme de Riemann Lebesgue,

Vo = FIB = s ll3 + 2R (3 J3™ F@e 0 at) + | 111
=2+ R (% o f(t)e’id’(”)tdt)

— 2 : contradiction. |
n—oo

Remarque 3 Lorsque E est de dimension infinie et (fn)nen est une suite bornée de E, alors (fy)
n‘admet pas nécessairement une sous-suite qui converge pour la topologie forte de E (celle de la
norme ||.||g). Mais, pour un espace E convenable ("Banach réflexif’), on peut construire une aulre
topologie sur E, appelée ’topologie faible’, telle que toute suite bornée admet une sous-suite qui converge
fatblement. Cette convergence, bien que plus faible, est parfois suffisante dans les applications. Nous
la définirons précisément ultérieurement dans le cadre particulier d’un espace de Hilbert. Par exemple,
la suite f,, définie ci-dessus, converge faiblement vers 0 dans L?(0,27).

2.3 Espaces de Banach

Definition 14 (Espace de Banach) Un espace de Banach est un evn complet.

Exemples :
— R est complet (passer par la compacité des fermés bornés) et donc tout ev de dimension finie
est complet (quelle que soit la norme considérée).
— Pour p € [1,00], (IP(N,R), ||.||p) est complet.
— Pour p € [1,00], (LP(R), ||.||p) est complet (voir cours d’intégration).
— Soit (E,|.||g) un evn et (F,||.|| ) un Banach. L’espace CP(E, F) := {f : E — F continue et bornée},
muni de la norme uniforme ||.||o définie par

[flloo := sup{|[f(z)|[r; z € E}

est un Banach. Notez que seule la complétude de 'espace d’arrivée F' importe (I’espace de
départ E n’a pas besoin d’étre complet).
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Preuve de la compétude de (I?(N,R),|.|[,) : Soit (2*)gen une suite de Cauchy dans IP(N,R) :
pour tout k € N, 2% = (2F),,cn € IP(N, C) et

Ve > 0,3ko = kole) € N tel que ||z — 27(|;p < €,V k > ko

C’est a dire,

o

Ve > 0,3ko € N tel que Z 2% — 2l [P < € ¥,k > ko lorsque p < 0o, (2.1)
n=0

Ve > 0,3ko € N tel que |zF — 27| < e,¥n e N,j,k > ky lorsque p = oco. (2.2)

E’tape 1 : Convergence [k — oo] du terme général. Soit n € N. Pour tous k,7 € N, on a
|2k — 2| < ||2% — 27||;p donc la suite (2F)ren est de Cauchy dans R. Comme R est complet, elle
converge.

Notons z9° := limy_,o :L‘fl pour tout n € N
Etape 2 : Montrons que x> € IP(N,C) et que ||zP — 2| — 0 quand [p — o0]. Soit € > 0,

ko = ko(e) fourni par ’hypotheése de Cauchy et k > ko. Si p < oo, on fait [j — oo] dans (2.1) en
utilisant le Lemme de Fatou

oo oo o0

g |2k — P = E lim inf |2 — 27 |P < lim inf E lak — 2l P < €.
j—oo j—o00

n=0 n=0 =0

Ceci montre & la fois que ™ € [P (espace vectoriel) et que z*

*llp — 0.81ip= fait [j — d 2.2
|| k—><>oO Si p = oo, on fait [j — o0 ans

— 2 dans [P, c’est-a-dire ||z¥ —

|k — 2°| = lim |2F — 27| < e,¥n € N.
J—00

Ceci montre a la fois que 2> € I* (espace vectoriel) et que z¥ — 2> dans [> c’est-a-dire ||z* —

—00

Alternative & Fatou : on peut aussi manipuler des sommes finies pour éviter les problémes de
passage a la limite dans la somme infinie. Soit € > 0, ko = ko(€) fourni par I’hypothése de Cauchy et
k > kg. Soit N € N. Pour tout j > kg, on a

N 00
k j k j
Z ‘xn - x%‘p < Z ‘xn - $£L’p <€
n=0 n=0
On peut passer a la limite [j — oo] dans le premier terme, car il s’agit une somme FINIE, ainsi
N
k 00
Z\xn—xn [P < el
n=0

Ceci est vrai pour tout N € N donc (la somme d’une série de termes positifs est le borne supérieure
de ses sommes partielles)

oo
Z\mﬁ —xl P < €P.
n=0
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Ceci montre & la fois que ™ € IP (espace vectoriel) et que ¥ — 2°° dans [P. O
Preuve de la compétude de (CP(E, F), ||.[|oo) : Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans (C(E, F),||.||cc) :
pour tout n € N, f,, est un application £ — F' continue bornée et

Ve > 0,3ng = ng(e) € N tel que || fr, — fplloo < €,Yn,p>ng.

Etape 1 : Convergence ponctuelle [n — oo]. Soit z € E. On a

1fn(@) = fo(@)lp < [1fn = fplloo < €,¥n,p > no(e) (2.3)
donc (fn(x))nen est de Cauchy dans (F,||.||r). Comme (F,||.||r) est complet, la suite (fp(Z))nen
converge. Notons f(z) := lim,_ o0 fn(z). On obtient ainsi une application f : E — F telle que

(fn)nen converge simplement vers f.

Etape 2 : Montrons que f € CY(E,F) et que ||fn — flloo = 0 quand [n — oc]. Soit € > 0 et
n > ng(e). Pour tout x € E, on a

1) = f(@)llp = I [[fu(2) = fp(2)llr <e

grace a (2.3). Ainsi, (f, — f) est bornée et || f, — fllo < € pour tout n > ng(e). Ceci montre que
| fo = flloo = 0 quand [n — oo]. 1l en résulte que f € CP(E, F) (une limite uniforme d’applications
continues et bornées est continue et bornée). [

La méthode utilisée dans ces 2 preuves est trés générale et doit étre connue! Exercez-
vous en montrant la complétude des espaces suivants :

— (CY(R,R), ||-|lsc), Pensemble des fonctions continues R — R qui tendent vers zéro a l'infini

— L(E,F)ou (E,||.|g) est un evn et (F,|.||r) est un Banach.

Contre-exemples :
— Pour p € [1,00], (cc(N,R),||.]|p), n’est pas complet car ¢.(N,R) n’est pas fermé dans [P(N,R).
(rappelons que dans un e.m. complet, les sous-espaces complets sont les sous-espaces fermés).

En effet la suite (2¥)zey d’éléments de c.(N,R) définie par z¥ = (1([2;1:]1(;)) , converge dans
ne

IP(N) vers £°° qui n’est pas a support fini.
Exercice : Quel est le complété de c.(N,R) pour la norme |||, ?

— Pour p € [1,00), (CY(]0,1],R), ||.]|p) n’est pas complet car C°([0,1],R) n’est pas fermé dans
(1200, 1), |-

2.4 Séries dans les evn

Definition 15 (Convergence absolue et critére de Cauchy des séries dans un evn) Soit (E,||.|)
un evn et (xy)nen une suite de vecteurs de E. La série Y x, converge (CV) sila suite (3 _, <)
converge :

neN

AL € E tel que Ye > 0,3ng = ng(e) € N tel que <e€,Yn=ng.

n
Zl‘k—L

k=0

La série Y xy, est absolument/normalement convergente (ACV) si ) [|an| < .
La série Y x, satisfait le eritére de Cauchy si

n-+p

>

k=n

Ve > 0,dng € N tel que <e, Vn>=ng,peN.
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La convergence d’une série est une notion topologique : elle ne requiert que la notion d’ouvert.
Le caractére de Cauchy est une notion métrique : elle requiert la notion de distance. En revanche, la
convergence normale est spécifique aux espaces normés.

Proposition 15 1. Dans un evn, une série convergente est de Cauchy.

2. Dans un evn, une série de Cauchy tend vers zero : ||z,| — 0.
n—oo

3. Un eun est complet ssi toute série de Cauchy converge.
4. Dans un Banach, ACV = CV. La réciproque est fausse.
5

. Soit E Banach, Y xn, ACV et 0 : N = N bijective. Alors Y x () est ACV et 302 (Tom) =
Y omeo T (sommabilité commutative). On peut alors noter Y T, sa somme (cette notation
n’indique pas d’ordre de sommation).

. N . oo .
Attention a ne pas confondre les notations Y x,, Y 2" g Tp €t Y Ty -
— Y x,, désigne la série de terme général z,,

— >0 xn désigne la somme de cette série, lorsqu’elle converge

00 N
E T, = lim E x
" N—oo o
n=0 n=0

et I'ordre sur N est trés important dans cette définition,
— la notation ), .y, est réservée aux séries commutativement convergentes : la valeur de la
somme ne dépend pas de I'ordre dans lequel on somme les termes

N
Z Tp = lim Z To(n), Vo : N — N bijective.
n=0

N—oo
neN

Preuve :

3. Pour passer d’une suite de Cauchy (z,,) a une série > y,, de Cauchy, on définit y,, := xp4+1 — Tp.
(="

n

4. Passer par le critére de Cauchy. Contre-exemple : > converge (critére des séries alternées),
mais ne converge pas absolument.
5. Soit (E, ||.||) un Banach, (zy)nen une suite de E telle que la série > x, CVA et 0 : N — N une
bijection.

Pour tout K € N, on a

K 00
Yolzamll= D laall <Y llzall < oo
k=0 neo([0,K]) n=0

donc la série ) x, () CVA.

Notons L := ) > xp. Soit € > 0. On cherche Ky € N tel que

K
D Top — L
n=0

Par convergence de Y x,, et > ||z, || il existe Ny € N tel que

No
€ €
;xn—L <g et > lznll < 5 -

n>Ng

<e, VK > Kj.
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Comme o est une bijection de N, l'entier Ky := min{K € N;[0, Ny] C o ([0, K])} est bien défini.
Alors, pour tout K > Ky, on a

K No
€ €
Togy — L =1| D @a—L| <|D an—L|| + 3 leall < 5 +5 =€
k=0 neo([0,K]) n=0 nea([0,K])\[0,No]
Contre-exemple : Pour tout y € R, il existe une bijection o de N telle que ZZO:() % =

Preuve : On somme des termes > 0, S, := > 7_, 5= jusqu’a ce que Sp,—1 < y < Sp,. Puis on somme

des termes < 0 : Spyiq = D oply 55— D i—g 357 Jusqu’a ce que Spyiqy < Y < Spytqo—1. Puis on remet
. \Potp 1 0 _1 . 5
des termes > 0, Spytgop = D gy 2% — 2ujoc0 7571 JUSqUA ce que Spotgo4pi—1 S Y < Spotqo-tp ---tC.

On peut également démontrer le résultat suivant (plus délicat).

Proposition 16 Soit E un R-evn de dimension finie et (z,,)nen une suite de E. Il y a équivalence
entre

1. la série ) ||xn|| converge,

2. pour toute application ¢ : N — N bijective, la série ) Ty(n) CONVETGE.

2.5 Séparabilité

On rappelle qu'une suite est nécessairement indexée par N, alors qu’une famille peut étre indexée
par un ensemble quelconque d’indice, possiblement non dénombrable.

Definition 16 (séparabilité, famille totale) Un e.m. (E,d) est séparable s’il existe une partie
D de E dénombrable et dense dans (E,d).

Dans un evn (E,||.||), une famille (f;)jecs est une famille totale de E si Vectx{fj;j € J} est
dense dans E.

Notez que Vectg{f;;j € J} est Pensemble des combinaisons linéaires FINIES de vecteurs f; et
que son adhérence n’a pas forcément de caractérisation en terme de série.

Si (fj)jes est un famille totale de (E, ||.||), alors, pour tout x € E, il existe une suite (2, )nen de
E telle que ||z — z,|| — 0 et, pour tout n € N, x,, est une combinaison linéaire finie des vecteurs
n—oo

{finjedtimn=3"c,, x%fj ol J,, est une partie finie de J et 2, € R pour tout j € J,, et n € N. Mais

il n’y a pas forcément de lien entre a7, et 27, , ;. La suite (27,),en peut trés bien ne pas étre stationnaire.

Exemples :

— R” est séparable car Q™ est dénombrable et dense dans R™.

— Pour p € [1,00), IP(N,R) est séparable car Vectg{er;k € N} est dénombrable et dense dans
IP(N,C) et (ex)ren est une famille totale de IP(N,R).

— ¢(N,N), muni de ||.||s est séparable (mm partie dénombrable dense et mm famille totale).

— Lorsque (E,d) est un espace métrique compact alors C(E,R), muni de |||« est séparable.
Voir [Hirsch-Lacombe page 25| pour la preuve dans le cas général. Lorsque E = [0, 1], alors
Q[X] est dense dans C°([0, 1]), grace au théoréme de Weierstrass.

Pour montrer qu’un espace n’est pas séparable, on utilise souvent le lemme suivant.
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Lemme 1 Soit (E,O) un espace topologique. S’il existe une famille non dénombrable (O;),cy d’ou-
verts de E, non vide et deux & deuz disjoints, alors E n’est pas séparable.

Preuve : Par I"'absurde, supposons qu’il existe une suite (g, )nen de E dense dans (E, Q). Alors, pour
tout j € J, il existe n; € N tel que g,; € O;. Comme les O; sont 2 a 2 disjoints, alors j € J > n; € N
est injective, ce qui contredit la non-dénombrabilité de J. [J

Exemples d’espaces non séparables :
— [*°(N,R) n’est pas séparable : considérer la famille {Bj(14,1/2); A € P(N)}.
— L>((0,1),R) n’est pas séparable : considérer la famille { Bz (g 1)(1j0,q, 1/2);a € (0,1)}.
— C%(R,R) n'est pas séparable : considérer la famille { Bpoom)(fa,1/2);a € (0,1)} ot fo(x) :=
sin(ax) avec a € (0,1). Pour a # o’ € (0,1), on peut exhiber = € R tel que |f,(z) — fo(x)] >
1 en considérant le sous-groupe additif Z + 5Z de R. On peut aussi considérer la famille
Breow)(pa,1/2); A € P(N)} ot pa(z) = > ,c4(1 — v — al)4 (faire une dessin).

Preuve de la non dénombrabilité de P(N) : On peut utiliser ['argument de la diagonale de Cantor
(qui permet aussi de démontrer la non dénombrabilité de [0, 1]). Pour toute partie dénombrable D, de
P(N), on va construire un élément B de P(N) qui n’appartient pas & D, ce qui fournit la conclusion.
Notons D := {A,;n € N} ou A, C N pour tout n € N. On définit B := {n € N;yn ¢ A,}. Alors B
est une partie de N et B # A,, pour tout n € N donc B ¢ D.OJ

Proposition 17 Un evn (E,||.||) est séparable si et seulement si il admet une famille totale dénom-
brable formée de vecteurs linéairement indépendants.

On rappelle que des vecteurs {fj,j € J} en quantité infinie sont linéairement indépendants si
toute combinaison linéaire FINIE des f; ayant une somme nulle a tous ses coefficients nuls.

Preuve : Un evn sur K = R ou C de dimension finie est toujours séparable. Considérons donc un
evin (E, ||.||) de dimension infinie sur K.

<« Supposons que (E, ||.||) admette une famille totale dénombrable formée de vecteurs linéairement
indépendants (f,)nen. Considérons D := Vectg{fn;n € N} si K=R et D := Vectgiig{fn;n € N} si
K = C. Alors D est dénombrable et dense dans E.

= Supposons que E est séparable. Soit D = {a,;n € N} une partie dénombrable de E et dense
dans (E,|.]|). Quitte & ré-indexer, on peut supposer que ag # 0. On définit par récurrence une suite
(nk)ren d’entiers de la facon suivante : ng = 0 et pour tout k € N* ng := min{n > ng_1;a, #
0 et (angs -y An,_,,an) est libre }. Notez que, pour tout k € N*, nj est bien défini car E est de
dimension infinie. De plus pour tout k € N*, Vect{a,;0 < n < ni} = Vect{a,;;0 < j < k}, donc
(@n, )ken est une famille dénombrable et totale de (E, ||.||). O

On verra plus tard qu'un des intéréts des Banach séparables est que leur topologie faible (sur la
boule unité) est métrisable : la topologie faible entre alors dans le cadre sécurisant des topologies
d’espaces métriques, ou les propriétés de compacité, continuité, adhérence ont une caractérisation
séquencielle.

2.6 Au programme de l'interrogation

En interrogation, sont exigibles
— toutes les définitions,
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énoncé et preuve du thm d’équivalence des normes en dim finie + exos d’application directe,
— preuve de la non équivalence des normes d’espaces fonctionnels (celles faites en cours),

— énoncé et preuve du thm de Riesz,

~ la preuve classique de complétude : pour 7, CY(E, F), L(E, F),...

2.7 Quelques exercices corrigés

2.7.1 Manipulations de normes

Exercice 2.1 : Soit (£, |.||) un evn. Montrer que

SOLUTION : Il est équivalent de montrer que (faire un dessin)

oyl le—yl
T Yl . Va,ye E\{0}.
Tl ~ Tyl H Bl O

X
Hx—Hy”y < 2w —yll Vay € B\ {0}
L’inégalité triangulaire justifie
_ =l _ _ =l

Hw IIyHy‘ <z —yll + ‘ IIyHyH
<l =yl + |1 == vl
< e =yl + |yl — Il
< 2llz —y|

Exercice 2.2 : Le but de cet exercice est de démontrer le théoréme [cf Rouviére|
Théoréme : Soit E un R-espace-vectoriel normé. EQU :
(A) E est de dimension finie
(B) toutes les normes sur E sont équivalentes.
1/ Montrer que (A) implique (B).
2/ Donner un contre-exemple en dimension infinie.
3/ Le but de cette question est de montrer que (B) implique (A).
3.a/ Supposons (B). Montrer que toute forme linéaire sur E est continue.
Indication : considérer ||z| + |f(z)| ou f est une forme linéaire.
3.b/ Montrer que, sur tout espace de dimension infinie, il existe une forme linéaire non continue.
3.c/ Conclure.

SOLUTION :
1/ Reproduire la preuve du cours.
2/ Sur E = C°([0,1],R), les normes |.||1 et ||.]|c ne sont pas équivalentes : il n’existe pas de constante
C > 0 telle que ||.|loc < .||z car |[t"||oc = 1 et ||t"||1 = 1/(n + 1).
3.a/ Soit f un forme linéaire sur E. N(z) := |z| + |f(z)| définit une norme sur E (vérifier les
3 axiomes). Par hypothése (B), il existe M > 0 telle que N(z) < M||z| pour tout x € E. Alors
|f(z)] < (M —1)||z|| pour tout z € E donc f est continue.
3.b/ Soit E un espace de dimension infini et (e;);c; une base algébrique de E (Zorn). Soit I’ =
{ix; k € N} une partie dénombrable de I. On définit une forme linéaire f sur E par 'image de la base
(€i)ier = f(ej) =0sij ¢ I' et f(e;) =nllej|| sij=1ineI'. Alors f n’est pas continue sur E.

Exercice 2.3 : On considére le Q-espace vectoriel E := Q[v/2] = {a + bv/2;a,b € Q}, muni de
No(a+bv2) :=|a+bv2| et No(a+bv2):=max{|al,|b|}.
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1/ Vérifier que Ny et N4 sont des normes sur E.

2/ Soit x := V2 — 1. Montrer que, pour tout n € N*, 2™ = a,, + bpv/2 0l ap, by, € Q et apb, < 0.
3/ En déduire que (v2 4 1)" = |ay| + |ba]V2.

4/ Montrer que Ny et No, ne sont pas équivalentes sur E.

5/ Commenter. (ref : Treves, Topological vector spaces, distributions and kernels)

SOLUTION :
1/ Seule I'inégalité triangulaire n’est pas triviale pour N :

Noo(a+d + (b+)V2) =max{|a+d|;|b+ 1|}
< max{|a| + |a'[; [b] + [b[}
< max{a; b} + masx{Ja’} ¥}
< Noo(a +bv2) + N (a' + 'V/2) .

2/ Récurrence sur n € N*. C’est clair pour n = 1. Supposons la propriété vraie au rang n. On a
(V2 = 1)"™ = (an + b, V2) (V2 — 1) = ans1 + bpi1 V2
ol apt1 = (2b, — ay) et byy1 = (an — by). Alors
ant+1bn+1 = (2bn, — ap)(an — by) = 3anb, — ai — 2b,21

est < 0 comme somme de 3 termes < 0.
3/ Récurrence sur n € N*. C’est clair pour n = 1. Supposons la propriété vraie au rang n. On a

(V2+ 1) = (Jan| + 6| V2) (V2 + 1) = (2/ba + lan]) + V2(an| + [ba])

lant1] = [20n — an| = 2[bp| + lan| et |bpy1| = |an — bn| = |an| + |by]

car a, et b, sont de signes opposés.
4/ Par l'absurde, supposons qu’il existe C' > 0 telle que Ny, < C'Ny. Alors

max{|aq; [bal} = Naol(VZ — 1)"] < CNo[(V2 — 1)) = C[V2 — 1]" — 0.

Or,
1
max{|an; [bn]} = Noo[(V2+1)"] > PG
5/ E est clairement un espace vectoriel de dimension finie, = 2, sur Q. Mais ses normes ne sont pas
toutes équivalentes. Ainsi 1’énoncé 'Sur un R-evn normé (E,||.||) de dimension finie, toutes les
normes sont équivalentes’ n’est pas valable lorsque le corps de base R est remplacé par Q. Ceci est di
au fait que la sphére unité de (Q",||.||o) n’est pas compacte dans cet espace (elle n’est pas fermée).

V2 +1|" — oo : contradiction.

2.7.2 Normes sur des espaces de suites

Exercice 2.4 : On considére Pespace ¢, = ¢.(N,R) des suites a support fini.
1/ Montrer que les normes ||.||1, ||.||2 et ||.||co ne sont pas équivalentes (2 a 2) sur c,.
2/ Montrer que ¢, n’est complet pour aucune de ces normes.

SOLUTION :
1/ ||l-lloo < [|-][1 mais il n’existe pas de constante C' > 0 telle que ||.[|1 < C||.[|oc. En effet, [1jg ,[l1 = n
et [[ 1o, floc = 1.

[-lloo < ||-|l2 mais il n’existe pas de constante C' > 0 telle que |.[l2 < C||.[[oo. En effet |11 ll2 = /7
et [[1jo,n)floc = 1.
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||.Il1 et ||.]l2 ne sont pas équivalentes car il n’existe pas de constante C' > 0 telle que ||.|[1 < C|.||2.
En effet, [[1gnlli = n et [[1pnll2 = vn
2/ c.(N,C) est un sous-espace vectoriel de [P(N,C) pour tout p € [1,00]. Il n’est pas fermé dans

k .__ 1n€[0,k]
T\ (nt+1)?

dans [P vers x°°, qui n’est pas a support fini. En conséquence, (c.(N), ||.||,) n’est pas complet.

(1P, ||.|lp) car la suite (z*)xen, définie par = , est une suite de ¢.(N,C) qui converge

Rappel de cours : dans un e.m. complet, les sous espaces complets sont les sous-espaces fermés.

2.7.3 Normes sur des fonctions C'!

Exercice 2.5 : Soit F 'ensemble des fonctions de classe C! sur [0, 1] a valeurs dans R telles que
f£(0) = 0. Montrer que

LA = 1flloe + 1 lloe et 1 f[l :=sup{lf(t) + f'(®)];t € [0, 1]}

définissent 2 normes équivalentes sur E, pour lesquelles F est complet.
SOLUTION : Vérifier les axiomes de norme.

FEtape 1 : Montrons que (E, ||.||) est complet. Soit (f)nen une suite de Cauchy dans (E, ||.||). Alors
(f! )nen est de Cauchy dans (C°([0,1]), ||-|ls), qui est complet (cours) donc elle converge uniformément
vers g € C°([0,1]). Pour tout n € N, on a

fult) = /0 £ (s)ds

donc f,, converge uniformément vers f définie par f(t) := fg g(s)ds. Par définition, f € Eet f' =g
donc f, — f dans (£, ||.|]).

Etape 2 : Montrons que ||.|1 est une norme sur E, cad que l'axiome de séparation est vérifié. Si
feEet]|f|li=0alors f résout 'EDO linéaire

{ f'(t) = =f(t), vt € [0,1],
f(0) =0,

donc f =0 (il y a unicité de la solution, pour une EDO linéaire).

FEtape 3 : Montrons que ||.|| et ||.||1 sont des normes équivalentes. 11 est clair que ||.|[; < ||.||. On
doit majorer f et f" avec (f + f’). On sent poindre la formule

d e Net  ca el = t "(s)e®ds
Zlrwet] =+ 1w d f(t) /0<f+f><>d

qui donne
t
101 =] [+ ] done oo < IF + Fle!

Par ailleurs
P OI<I(F+ O+ [F®)] done [ llo < (T +eNIf+ f1-

En conclusion ||.|| < (1 + 2eY)|. |l
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Exercice 2.6 : Considérons sur E = C1([0, 1], R) I'application N : E — R définie par

N(f) = (f(0)2 +f : f’(t)th> -

1/ Montrer que N est une norme sur E.
2/ Montrer que || f|lo < V2N(f) pour tout f € E.
3/ Mountrer que ||.||oo et N ne sont pas équivalentes sur E.

SOLUTION :
1/ Vérifier les axiomes de normes. On remarque que N dérive d’un produit scalaire...
2/ Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient, pour tout f € E

z 1 1/2
@l = |0+ [ roa] < 1o+ ([ 102)
0 0
On éléve au carré en utilisant 2ab < a® + b2 :
1
F@F <2AfOP +2 [ |FF = 2N,
0
3/ Pour tout n € N, on a [|[2"]|c = 1 et N(z") = \/227_1 — oo donc ces 2 normes ne sont pas

équivalentes.

2.7.4 Normes L?

Exercice 2.7 : Quelles relations d’inclusion entre les espaces LP(X,C,v)? Quelles in-
égalités entre les normes ||.[|, ?
1. Siv(X) < oo alors (L”(X,(C, V)) ol est décroissante pour 'inclusion et l'injection LP C L4
peE|l,o0
1 1

pour p > ¢ est continue : || f||; < || fllp(X)e » pour tout f € LP(X,C,v) (Hélder).
2. Si v n’est pas bornée alors il n’y a pas d’inclusion en général :

1111 00y () € L*(R) mais ¢ L'(R),

%1(071}(95) € LY(R) mais ¢ L*(R).

3.511 <r<p<s<ooalors LP(X,C,v) C L"NL*(X,C,v) et (inégalité d’interpolation :
conséquence de Holder)
1-0

S

1 0
£ 1l < IAIRNAIE7, Vf €L, on 0 € (0,1) est tel que =+

4. Est ce que f € NigpaoclP(X,C,v) implique f € L*(X,C,v)? Non, pas necessairement. Par
exemple pour X = (0,1) et v la mesure de Lebesgue, la fonction In € LP(0,1) pour tout
p € [1,00), mais ¢ L>(0,1).

5. En revanche, (f € Nigp<oclP(X,C,v) et [|fll, < C,Vp € [l,00 ) = (f € L>(X,C, y))

En effet, si A, := {|f| = m} est de mesure > 0 alors C' > | f|l, = mv(An)"? pour tout
p € [1,00) donc en passant a la limite [p — oo], on obtient C' > m. On en déduit que f € L™
et |[fllo < C.

Exercice 2.8 : Comparaison des topologies
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1. Sur L N L™, les suites convergentes pour ||.||s et ||.|l» ne sont pas les mémes :
fn = %1[0’74 (r) — 0 dans L?(R) mais pas dans L*(R) car || f| 1 = 1.
fn = /N1 1 /m)(2) — 0 dans L'(R) mais pas dans L*(R) car || ful|z2 = 1.

2. Donc les normes ||.||s et ||.|| ne sont pas équivalentes sur L* N L", les topologies associées sont
différentes.

Exercice 2.9 : Est ce que ||.|[oc = limp 00 ||.[[p ?

1. Siv(X) <ooet feL>®(X,C,v) alors || flloo = limpe0 || fl[p-
En effet, pour tout p € [1,00), on a |||, < || f]leov(X)'/P donc

lim sup || flp < [|f]loo - (2.4)

p—+00

De plus, pour tout € > 0, Ac := {|f| = || fllcc — €} est de mesure > 0 et

1= (/. !f(:v)lpdV(:v)>1/p = (/. !f(:v)lpdV(:v)>1/p > (Il - €) w407

donc liminf, o || f]|p = || fllcc — €. Ceci est vrai pour tout € > 0 donc

timinf | /] > /o - (2.5)

On déduit de (2.4) et (2.5) que (|[f[lp)pef1,00) converge vers || f|loo quand [p — oc].

2. Sire(l,00), f € Mr<peoclP(X,C,v) et f ¢ L®(X,C,v) alors || f||, = oo quand [p — oo].
En effet, pour tout M > 0, Ay := {|f| = M} est de mesure > 0 et ||f||, = Mv(Ay)"/P pour
tout p € [r,00) donc liminf, ,o || f]|, = M. Ceci est vrai pour tout M > 0 donc || f||, = o0
quand [p — oo.

2.7.5 Normes sur les fonctions lipschitziennes

Exercice 2.10 : Soit L ’ensemble des fonctions lipschitziennes [0, 1] — R.
1/ Montrer que application N : L — R définie par

[f(z) = f(y)l

;0<x<y<1}
|z —y

N(f) = 1£(0)] + sup{

est bien définie et qu’il s’agit d’une norme sur L.
2/ Montrer qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que || f||cc < ¢N(f) pour tout f € L.
3/ Existe-t-il une constante ¢’ > 0 telle que N(f) < || f|loc pour tout f € L?

SOLUTION :
1/ Vérifier que N(f) est fini pour tout f € N ainsi que les 3 axiomes de norme sur N.
2/ Pour f€ L,on a

wm < N(f),vx € (0,1].

Ainsi ||.|lec < N.
3/ Non. On exploite le fait que N(f) est minoré par ||f/||cc pour construire un contre-exemple :

fa(@) == /1 + L — zsatisfait || fu]loo = | fn(0)] = /1 + 2 (borné) et sup{%;x #yelo, 1]} >
F(D)] =" (diverge).
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Exercice 2.11 : Soit L ’ensemble des fonctions lipschitziennes [0, 1] — R.
1/ Montrer que l'application N : L — R définie par

[f(z) = f(y)

N i= e+ sup { L =E

;0<x<y<1}

est bien définie et qu’il s’agit d’une norme sur L.
2/ Montrer que (L, N) est complet.
3/ Montrer que la boule unité fermée de (L, N) est une partie compacte de (C°([0,1],R), ||.|lco)-

SOLUTION :
1/ Vérifier que N(f) est fini pour tout f € N ainsi que les 3 axiomes de norme sur N.
2/ Une suite de Cauchy pour N est de Cauchy pour ||.||oo. Comme (C°([0,1]), ||.]ls) est complet, elle
converge uniformément vers f € C°([0, 1], R). Soit € > 0. Il existe ng € N tel que N(f,, — f,) < € pour
tout n,p > ng. En particulier

|(fn = fo)(@) = (fn — £p) W)
lz —yl

<e,Vx#yel0,1],Yn,p>ng.

Fixons n > ng et faisons [p — oo] dans cette inégalité :

[(fo = =) = (fu — )]
lz —yl

<e€,Vx#ye0,1],Yn,p>ng.

Ainsi N(f, — f) < 2e pour tout n > ng : ceci montre a la fois que f € £ (ev) et que f, — f en norme
N.
3/ Appliquer le théoreme d’Ascoli.

Exercice 2.12 : Soit £ 'ensemble des fonctions lipschitziennes de R dans R. On définit, pour
fecL,
fx) — [y
o o supl @) =0
THyY ‘(L‘ - y‘

1/ Soit f € L, positive (et non nulle). Montrer que, pour tout = > 0, on a :

(@)
AN VTP

" fy) dy.

F@ <2y [

T

2/ Montrer que, si f € LN LY(R), alors f € L>(R) et f tend vers 0 & linfini.
3/ Montrer que, sur E = £ N L'(R), 'application || - ||1;, définit une norme.
4/ Mountrer que, pour f € FE, on a :

[flloo < ey + 1 F Nl zip -

5/ Les normes || - [|oo €t || - ||p1m) + || - [ Lip sont-elles équivalentes sur £7?
6/ Les normes || - [[Lip et || - ||piw) + | - [[zip sont-elles équivalentes sur £7
7/ Les normes || - |L1gy et || - [[L1w) + || - ||Lip sont-elles équivalentes sur £7
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SOLUTION : 1/ Pour f € L positive, on a

2 f(z)
f( ) HfHLlpf( )HfH zp
Wl | s fayay

f(x)

F T
<l [ (£0) +110) - 1))y

SR i R i
Li Li;
<l [ sy + 1N [ 1 il el
T @) T )
T Lip 1/ f(x)
<l [ Sy + 115 (AL

1+Lz)_ 2
<l [ sy + L

2/ L*(R) et uniformément continue = tend vers 0 & l'infini (Lemme de Barbalat, se démontre par
I’absurde). Donc, a fortiori, £N L' € CY(R) C L=(R).

3/ Pour montrer [N1], on utilise f(x) — 0 quand [x — o0].

4/ f € E implique |f| € E et d’aprés (1),

|f@)]* < 2HfHLip/R [F)ldy < I fIIZsp + 1£117

donc ||.[loc < |[-llzip +[I-ll1-

5/ Non : il n’existe pas de constante C' > 0 telle que ||.][zip + ||.]l1 < [|-]lco- Soit 8 € CO(R). Alors
fn(z) :=0(x/n) € LOLYR), || falloo = [|0]|cc mais ||fn]l1 = n]|0]|1 diverge.

6/ Non. Par I’absurde, supposons qu’ il existe une constante C' > 0 telle que ||.||1 + ||.||zip < C||.||Lip-
Alors, d’aprés (4) ||-]loo < |I-Il1 + ||/l 2ip < C||-||Lip- Considérons f,, € C°(R) définie par

0 six € (—oo0, —n) U (n,00),
fu@)={ 142 size(-n,0),
1-2 size(0,1).

Alors 1= || falloo < Ol fullzip = L : contradiction.

n
7/ Non. Par absurde, supposons qu’ il existe une constante C' > 0 telle que |.|[1 + ||.||zip < Cl.]]1.

Alors [[]Joo < ||l + [I-/[ip < CJJ-|]1- Soit 8 € CO(R) et fn(z) := nf(nz). Alors
|0l = || frlloo < C|lfrlli = C||0||1 : contradiction.

2.7.6 Utilisation de la complétude : point fixe

Exercice 2.13 : On considére E = C°([a,b], R) muni de la norme |.||» et K € C°([a,b]?, R).
Montrer que, pour tout ¢ € F, I’équation

/Kmy y)dy + ¢(x), Vz € la,b]

admet une unique solution f € E.

SOLUTION : K est continue sur le compact [a,b]? donc uniformément majorée (par ||K||oo)-
Soit a; € [a,b] tel que a1 — al||K||sc < 1 et ou bien a; = b, ou bien |a; — al||K||c > 1/2. Alors le
thm du point fixe s’applique a O : C°([a, a1]) — C°([a,a;]) définie par

/ K(z,y)f(y)dy + ¢(z) Vo € [a,a1] .
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Le point fixe fournit une solution fy, sur [a,a1], de I’équation considérée. Si a; = b, on a fini. Sinon,
on itére la procédure.

Soit ag € [a1,b] tel que |az — a1]||K|lcc < 1 et ou bien ag = b, ou bien |ag — a1||| K ||cc > 1/2. Alors
le théoréme de point fixe d’applique & ©1 : C%([ay, az]) — C°([a1, az]) définie par

OuN) = [ K W)y +61(2) o € lan,aa]

avec

o1(x) == /a1 K(z,y)fo(y)dy + ¢(x),Vz € a1, as] .

Le point fixe f satisfait clairement fi(a1) = fo(a1) et en recollant fy et fi, on obtient une solution
continue de I’équation considérée sur [a, ag).

Pour conclure, il suffit de montrer qu’on couvre [a,b] en un nombre fini d’étape. Ceci est lié
au fait qu’on impose que |aj11 — aj|||K|loc > 1/2 : on couvre nécessairement [a,b] en moins de
2| K||oo(b — @)] + 1 étapes.

Exercice 2.14 : [Résolution d’une équation non linéaire] Soit Cp,,
continues et 1-périodiques R — R.
1/ Montrer que (CD.,.(R,R), ||.]lo) est complet.
2/ Montrer que ’équation fonctionnelle

(R,R) l'espace des fonctions

Ft+V2)2+ f(t — V2)* +100f(t) = sin(27t)
admet une solution f continue et 1-périodique.

SOLUTION :
Le but de cet exercice est d’appliquer le théoréme du point fixe pour résoudre une équation nonlinéaire.
La présence de la nonlinéarité oblige & choisir convenablement I’espace de Banach, cad le rayon de la
boule (ce qui n’est pas forcément le cas en linéaire : cf exercice précédent). La premiére chose est de
trouver la bonne formulation de point fixe, pour avoir une contraction. On est guidé par la présence
du grand nombre "100’.
1/ Reproduire la preuve habituelle.
2/ Considérons

0:Ch

per

(R) — CY

per

(R)

définie par

O(f)(1) = o (sin(2nt) — F(t — V) — f(t +V2?) Vi € R.
© est clairement & valeurs dans CJ,,.(R), mais elle n’est pas contactante sur tout I'espace (de meme

que = — 22 n’est pas contractante sur tout R). Pour avoir une contraction, on doit donc considérer

© sur une boule fermée de (CJ.,.(R),|[|.||lsc) : B(0, R) avec R > 0 permettant, a la fois que © envoie
B(0, R) sur elle méme et que © soit contractante sur B(0, R).
Pour que © envoie B(0, R) sur elle méme, on souhaite que R vérifie

ﬁ(1+2R2) <R.

De plus, on a

[(00/1) = 0(2)) ()] < 550 |(r + )01 = F2)(t = VD) + (1 + f2) (2 — )t = VD).
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Donc, pour que © soit contractante sur B(0, R), on souhaite que R vérifie

1 R
L QR+2R) = % <1,
100 2 20) = 55 <

Il reste & montrer qu’il existe bien R € (0,25) verifiant 2R% — 100R + 1 < 0. Ce polynéme admet

2_
pour racine Ay = w, il est donc < 0 sur (A_, \;) et expession explicite de A_ montre

que A_ < 25. On en déduit que toute valeur de R € (A_,25) convient.



Chapitre 3

Applications linéaires entre evn

3.1 Norme subordonnée

Proposition 18 Soit (E, ||.||g), (F,|.|F) des evn et f: E — F une application linéaire. EQU :
1. f est continue en 0.
2. f est continue.
3. Il existe M > 0 (‘réel de continuité’) tel que ||f(x)||r < M||z||g,Vz € E.

En particulier, si E est de dimension finie, alors toute application linéaire f : E — F est continue.

Preuve : 1 = 2 par linéarité.
2 = 3 Par continuité de f en zéro, il existe 6 > 0 tel que ||f(y)||r < 1 pour tout y € E vérifiant
llyl|z < 0. Par linéarité et axiome [N2] de norme, il en découle de

ol ( 5a >
ANTIE

Ainsi, M :=1/6 est un réel de continuité pour f donc f est continue.

3 = 1 est évidente.

Enfin supposons que E soit de dimension finie. Ops £ = R". Par équivalence des normes en dimension
finie, il existe C' > 0 telle que ||.||1 < C||.||g. La linéarité de f et I'inégalité triangulaire justifient que

]l
~X
F )

1 (@)llF = Nz e E.

N
If@)lle = ||D>_wifleg)|| < Mlalh < MClz||g, Ve € B
i=1 .

ot M := max{||f(e;)||r;1 < j < N}. Donc f est continue. O

Ce dernier résultat est trés lié a I’équivalence des normes en dimension finie. Exercice : Soit F un
evn sur lequel toutes les normes sont équivalentes. Montrer que toutes les formes linéaire sur E sont
continues.

Exemples :
— E=0°0,1],R) muni de ||[|o0, K € C°([0,1)%,R) et T : E — E définie par

1
T(f)(z) ::/0 K(z,t)f(t)dt,Vz € [0,1].

39
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Le théoréme de continuité sous l'intégrale (ou de CVD) justifie que T est bien & valeurs dans

E:

* pour tout t € [0,1], z — K(z,t)f(t) est continue [0,1] — R,

* lintégrande K(z,t)f(t) admet un majorant indépendant de x et intégrable par rapport a
€ (0,1) : [K(z,t) f(1)] < [ Klloo|f(#)]- De plus,

1
17l < sup { [ it < o 1]} T

donc T est continue £ — FE.
— Pour f € LY(0,27) on définit

1 2m )
en(f) = o /. f@®e ™dt, VneZ,

alors ¢, (f) — 0 quand [n — oo] (Lemme de Riemann Lebesgue). De plus l’application

(co(Z), [|-ll)
(Cn(f))nGZ

F: (LY0,27),].]1) —
f

est linéaire et continue car || F'(f)|loco < ||f]l1-
Contre-exemples :

— E = F = R[X] est muni de la norme || > }_,arX"|| := Y p_, lax|- Alors L : E — E' définie
par L(P) = P’ est linéaire mais pas continue. En effet, pour P = X™ on a P’ = nX"! donc

WPl — 1 nest pas majorée [n — o]
Pl ~ bas maj '

- E=CY%(0,1],R) est muni de la norme ||.||;. Alors L : f € E + f(0) € R n’est pas continue. En
effet, pour les fonctions triangle f,, := (1 —nx)1j1/y)(7), ‘ﬁ}g{ﬁil = 5 n’est pas majoré [n — ool.

Definition 17 (L(E, F), L.(E,F)) On note L(E,F) lespace wvectoriel des applications linéaires
E — F et L.(E,F) lespace vectoriel des applications linéaires continues E — F.

Proposition 19 1. Soit (E,|.||g) ,(F,|.||r) des evn. Pour f € L(E,F), les 4 réels suivants sont
égaus

sup { ”]‘c‘(f”))!F sx e BN\ {O}} ,
sup{||f(z)l|r;x € E,||z]|p =1},
sup {||f(z)|r;z € B, ||z]|p < 1},

inf{M > 0; | /(@)|r < Mllalls Ve € B},

on note || f|z (e r) leur valeur commune. Les 3 bornes supérieures sont atteintes lorsque E est
de dimension finie. Si E est de dimension infinie, ce n’est pas forcément le cas (voir exemples
ci-dessous).

2. (L(E,F), | lzo(e,F)) est un evn.
3. Si (F,[.|[r) est complet, alors (Lc(E,F), |.||lz.(e,F)) est un espace de Banach.
4. Si E,F,G sont des evn, f € L(E,F) et g€ L(F,G) alorsgo f € L(E,G) et

lgo fllcora <lgllcoralfllc.rF) -

Preuve : Les points 1. et 2. se vérifient élémentairement et 4. résulte de la caractérisation de ||g o
fllzo(B,) comme plus petit réel de continuité. Montrons 3.
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Soit (fn)nen une suite de Cauchy dans (L(E, '), |||z, (z,r)) : pour tout n € N, f,, est une application
linéaire continue £ — F et

Ve > 0,3no = no(e) € N tel que ||fn — fpllz.(z,r) < €,Yn,p = no. (3.1)

Ftape 1 : Convergence point par point. Soit x € E\{0}, € > 0, et ng = ng (m) comme ci-dessus.
Alors
[fn(z) = fp@)lF <[ fn = follcoe,mllzlle <€,Vn,p=no.
Ainsi, (fn(2))nen est une suite de Cauchy dans (F,|.|[r). Or, (F,||.||r) est complet donc f(x) :=
lim;, 00 fn () est bien définie dans F.
On définit ainsi une application f : E — F qui est linéaire. En effet, pour z,y € EF et A € K
on a fp(Ax +vy) = Afu(x) + fu(y) pour tout n € N, donc, en passant a la limite [n — oo,

fQz +y) = Af(x) + f(y).

Etape 2 : Montrons que f : E — F est continue et que || fn — fllz.p,r) — 0.
Soit € > 0, ng = ngp(e) € N comme dans (3.1) et n > ng. Pour x € E fixé, on a

1fn(2) = fo(@)|[F < €llz]| VP > no,

donc, en passant a la limite [p — oo], on obtient

[fn(2) = f@)|F < ellz]e.

Ceci est vrai pour tout x € E donc f € L.(FE, F) (espace vectoriel) et || fn — fllz.(p,r) < €. O

Definition 18 (Norme subordonnée) Lorsque E = F, on note L.(F) au lieu de L.(E, E). Alors
-l z.() est appelée ‘norme sur L.(E) subordonnée d .|’

Exemples :
— Notons |.||p la norme sur M,,(K) subordonnée a la norme ||.||, sur R". Alors

A n
Al = Sup{H 2l e g \ {o}} = max{z 14,1 <j < n} ,
=1

(o

[ Az

[E /P

”A’oozsup{ xER"\{O}}:maX Z\Ai,ﬂ;lgign ,
j=1

I All2 = sup { IAlz o gy {0}} _ oA,

2
ou p(M) := max{|A|; A € Sp(M)} est appelé 'rayon spectral de M.
Faisons la preuve pour la norme ||.||1, les autres sont laissées en exercice [voir : Ciarlet Thm
1.4-2 page 16-17 ou Rouvieres| Soit jo € {1,...,n} tel que m :=max{> """ ||A4;;[;1 <j<n}=
Yoy 1A Pour tout z € R™, on a

lAel = Y0y [0y Aigay|

< Doin 2= Aijzs|  (inégalité triangulaire)

=3 i lwi 20, [Aijl (interversion de sommes finies)
<z,

/

donc [[Ally < m. Or [|Aejo || = 325, [Aijo| = m done [|A][y = m.
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~ E = C%J0,1],R) est muni de ||.||oc €t L : f € E fol f(t)dt. Montrons que L est continue et
caleulons || L||z gy On a

1
Ll =| [ 0| <1l vr e B
0
donc L est continue et ||L||z, gy < 1. En considérant f = 1, qui vérifie L(f) = 1 et [|f[joc = 1,
on voit que || L]z (g = 1.

Cet exemple est particulierement facile car le sup définissant |L|| est atteint. Lorsque E est de
dimension infinie, ce sup peut ne pas étre atteint, il faut alors travailler & e-prés, avec une suite
de vecteurs test f,, comme dans l’exemple suivant.

~ E=C"([0,1],R) est muni de ||.|[o et L : E — R est définie par

L(f) ;:/0 (1= 20)f(t)dt .

[RAIES

1
L < ke |11 =20kt = = vy e B,

donc L est continue et || L|| < 1. Pour que I'inégalité ci-dessus soit une égalité, il faudrait prendre

f(t) = signe (t — 1), mais cette fonction n’est pas continue. Pour montrer que ||L| = 3, on va
donc considérer une suite de fonctions test continues f,, qui ’approchent’ t — signe (t — %) (faire
un dessin)
igne(t—3) si|t—3|>1
Fult) = signe (t — 3)  si 5| >1/n,
" n(t—3) st |t—3| <1/n.

Alors || folleo =1 et L(fpn) — 1. En effet,
n—oo
*(1=2t)fn(t) = |1 — 2t| quand n — oo pour presque tout ¢ € (0,1),
* intégrande (1—2t) f,,(t) admet une domination indépendante de n et intégrable en ¢t € (0,1) :
(1= 2t) fu(8)] < [1—21], X
donc le théoreme de CVD justifie que L(f,) — [, |1 — 2t|dt = §. Ainsi,

[L(fa)| _ 1

falle 27

Il est important de bien maitriser la méthode permétant de calculer la norme subor-
donnée d’un opérateur L :

|L|| > limsup

1. Montrer que L(f) < C|f|| avec une série d’inégalités les plus fines possibles.
2. Chercher les cas d’égalité dans chacune des inégalité précédentes.

3. Si un vecteur f € E\ {0} les réalise simultannément, alors il prouve que C = ||L]|.
Sinon, travailler & e-prés, comme dans ’exemple précédent.

3.2 Norme d’algébre

Definition 19 (Algébre normeée, algébre de Banach) Une algébre normée est une algébre (sur
K) munie d’une norme ||.|| sous-multiplicative :

eyl < llzlllyll, vz, y € E.

(on dit parfois que ||.| est une norme ’matricielle’, mais ce vocabulaire peut mener a des confusions).
Une algébre de Banach est une algébre normée compléte.
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Exemples et propriétés :
~ (Le(E), |l £(E)) est une algébre normée.
— Si E est complet alors (L.(E), ||.||z.(g)) est une algébre de Banach.
— Les normes subordonnées sont toujours sous-multiplicatives. Mais les normes sous-multiplicatives
sur M, (R) ne sont pas forcément subordonnées. Par exemple, la norme de Frobenius | M || g, :=
Te(M*M) = /> 1 |M; ;] est sous-multiplicative : I'inégalité de Cauchy-Schwarz justifie

et une interversion de sommes finies justifient que

2

n
Z A; 1By

k=1

IAB|E = > 1(AB)iy P = )

,j=1 ,j=1

<y <2Ai,k|2> (ZBM) = A3 Bl

ij=1 \k=1 =1

Mais la norme de Frobenius n’est pas subordonnée car ||I,|| = v/n > 1. Elle vérifie de plus
II.ll2 < |Illpr < v/1]-||2- [cf Ciarlet Thm 1.4-4 page 20].
— Il existe également des normes sous-multiplicative sur M, (R), pour lesquelles ||I,,|| = 1 mais qui
ne sont pas des normes subordonnées. Par exemple ||A| := min{||A]|1; || 4|} [exercice délicat].
— Toute norme d’algébre ||.|| sur M, (R) satisfait p(.) < ||.||. De plus, pour tout A € M,(R) et
e > 0, il existe une norme d’algebre ||.|| sur M, (K) telle que ||.|| < p(.) + €. Exercice [cf Ciarlet
Thm 1.4-3 pages 18-19].

Contre-exemples : Pour A € M, (R), on note ||A|| := max{|4;;|;1 < ,j <n}. Alors |.|| n’est pas
une norme d’algébre sur M, (R). En effet, la matrice A n’ayant que des 1 partout vérifie ||A|| =1 et
| A%|| = n donc ||A?| n’est pas < || A2

Proposition 20 1. Soit (X, ||.||,+,.) une algebre de Banach. Alors 'ensemble Inv(X) des élé-
ments inversibles de X est un ouvert de X.

2. En particulier, si E est un Banach, alors le groupe des isomorphismes de E, GI(F) := {f €
L.(E) inversible }, est un ouvert de L.(E).

Preuve : Si E est de dimension finie, GI(E) est ouvert comme image réciproque par 'application
déterminant de 'ouvert R*. La preuve générale suivante n’a d’intérét que si E est de dimension infinie.

Soit (X, ||.||,+,.) une algebre de Banach. Notons 1x son élément uniteé.

Etape 1 : Montrons que la boule ouverte centrée en 1x et de rayon = 1 est C Inv(X). Soit h € X
tel que ||h|| < 1. La série > h™ converge absolument car (norme sous-multiplicative) ||h™| < ||h||™.
Comme (X, ||.||) est complet, alors la série > h™ converge. Pour tout N € N, on a (suite télescopique)
(Ix —h) 27]:[:0 h" =1 — RN donc (norme sous-multiplicative)

N
(Ix —h)> W' —1x

n=0

= [PV < RV — 0.
N—oo

o0
n—

En passant a la limite [N — oo], on obtient (1x —h) >
Yotoh™ = (1x —h)7h

oh™ =1x. Ainsi (1x — h) est inversible et

Etape 2 : Montrons que, pour tout a € Inv(X), B(a,1/||a™!||) C Inv(X). Pour h € X vérifiant
IRl < 1/|la=!|, on a (sous-multiplicativité) ||a='h| < [[a=Y||||h]| < 1 donc a4+ h = a(I + a~'h) est
inversible comme produit de deux inversibles. O
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3.3 Généralisation aux applications multi-linéaires

Proposition 21 Soient (E1,|.||z,); - (Ens I||lE,), (F,||.]|F) des evn et f: E1 x ... x E, — F une
application n-linéaire. On muni E1 X ... X E, de la norme ||(z1,...,x,)|| = sup{||z1l|&,, -, |znl| £, }
(ou de toute norme équivalente). EQU :

1. f est continue,
2. f est continue en zéro,

3. il existe M > 0 tel que ||f(x1,....,z0)||lFr < M||z1]| By |20 B, , V(21 ooy 20) € E1 X oo X By

Preuve : 2 = 3. Par continuité de f en zéro il existe § > 0 tel que, pour tout x € Fy X ... X E,
vérifiant [|z]] < § alors ||f(x)||r < 1. Alors

oxy Oxy,

V@1, oozl = 62 2 ] f (

< 677, xl ) T 5
lz1lle, ’||xn\|En)\ lz1ll 2 llnll5,

pour tout (z1,...,x,) € E1 X ... x E, \ {0}.
3=1.0na
flx1+ hi, sy + hy) — f(21, .0y Tp) -

= f(l'l + hy,x9 + hg, vy Ty + hn) — f(acl, To + hQ, vees Ty + hn)

+f(x1,22 + ho,y ooy xy + hy) — f(z1, 22,23 + h3, ..oy Ty + hp)
+...

+f(x1y ey X1, + hy) — f(21, ...,:z:n)‘ -
= Hf(hl,xg + ho, .oy + hn) + f(:cl, ho,...,xy + hn) —+ ...+ f(:l)l, vy Tp—1, hn)

< MY Ihslle, (Mkejllzelle,) (psjllep + hylle,)
< M (2]l +1)"~Y|All quand [|A]] <1

- par multi-linéarité

qui tend vers zéro quand [||h] — 0]. O

On note L.(FE1, ..., En; F) Uespace vectoriel des formes n-linéaires continues Ey X ... X E, — F.
Muni de la norme

f$1,...,.7) F
T ::sup{'” e e B\ {0}, € B\ {0} ),
|z, --llznll £,

c’est un evn. Si F' est complet alors c’est un Banach. Exercice : Le démontrer.

Proposition 22 Soient Eq, Es, F' des evn, (zp)nen une suite de E1, (Ym)meN une suite de Es.
1. SidY xy CV (resp. ACV) dans Ey et f € L(E1, F) alors Y., f(xy,) CV (resp. ACV) dans F et

Yo flan) =1 (Z x) :
n=0 n=0

2. Si Ey, Ea, F sont complets, > x, CVA dans Ey et > y,, CVA dans E3 alors (f(xn7ym)(n,m)€N2
est une famille normalement sommable dans F' et

> f@nym) =f (Z Tny Y ym>
n=0 m=0

n,meN

(le membre de gauche est a comprendre au sens des familles sommables, en particulier, on peut
sommer dans 'ordre qu’on veut sans modifier la somme).
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Preuve du 2 : Soit A une partie finie de N2. 1l existe p € N tel que A C [0,p] x [0, p]. Alors

2mamyeallf @ ym)l e < UFIZ mmyea l2nll e llym] 2,
< IIFn=o llznll20) (=0 lym | 22)
<A e lznller) (e lymll22) -

Les sommes finies sont majorées donc la famille (f (27, Ym))(n,m)en2 est normalement sommable dans
F'. On peut donc sommer ses termes dans n’importe quel ordre sans changer la valeur de la somme.

On a

‘Z(nvm)e[o,NP J @ ym) = F (Cnzo Tn> 2mo Ym) HF

< 1 (Saswan Shoum) |+ | (00w g ym)|| . par bilinearice
< 1A (s n lznllen) (e lymllz2) + 11 (Cnen lonllz) (Comsn 19mlle,)
— 0.
N—o0
Ceci montre que la somme de la famille (f (@5, Ym))nmyenz est f (O n=o Tny 2 opeeo Ym)- O

3.4 Prolongement par densité des ALC
On déduit du Chapitre [I] le résultat suivant.

Proposition 23 (Prolongement des ALC) Soit (E,||.||g) un evn, (F,|.||r) un espace de Banach,
D un sev de E dense dans E. Toute application linéaire continue f : D — F' se prolonge de maniére
unique en une application linéaire continue f E — F telle que HfHC &,F) = fllzc.p,F)

Nous verrons ultérieurement un autre théoréme de prolongement, sans hypothése de densité, le
théoréme de Hahn Banach.

3.5 Dualité (rudiments)

Definition 20 Soit (E,|.||g) est un evn sur K =R ou C. On note E' := L.(E,K) le dual topolo-
gique de F.

1l s’agit d’un evn pour la norme

[fller = sup{[f(z)[; 2 € B, ||=]] < 1} .

De plus, (E’,||.||g/) est un espace de Banach (méme si E n’est pas complet : seule la complétude de
Pespace d’arrivée importe).

Proposition 24 1. Lorsque (E,||.||) est un evn de dimension finie alors E' est isomorphe a E ;
en particulier, E et E' sont de méme dimension.

2. Ca n’est pas forcément le cas en dimension finie.

Preuve de 1’énoncé 1. : Soit (by,...,b,) une base de E. Pour tout j € {1,...,n}, on définit bj € £
par b7(bg) = 6k pour k = 1,..n (un endomorphisme est déterminé par l'image d'une base). Alors
I’application
¢ E B
r =2y = Y5 wib

— est bien définie, par unicité de la décomposition de x sur la base (b1, ..., by)
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— est clairement linéaire
— est injective : si ((z) = 0 dans E’ alors 0 = {(x)(eg) = xx dans K pour k =1,...,n donc =0
~ est surjective : si ¢ € E' alors ¢ = 7, 4b(b;)b? (linéarite) donc ¢ = ¢ (Z}Ll w(bj)bj).
En conclusion, E’ est isomorphe a E donc de méme dimension. La famille (b],...,0") est appelée
famille duale de (by, ..., by). O

Remarque 4 Si E = R" est muni de la norme euclidienne et si (b1, ...,b,) est une base orthonormée
de E, alors C est une isométrie. En effet, bs est alors le produit scalaire contre b donc, pour x € E,
C(x) est le produit scalaire contre z et ||C(x)||g = ||| -

Mais ¢ n'est pas forcément une isométrie. En effet, considérons E = R?, muni de la norme
euclidienne et la base (b1, ba) définie par by := e1, by := ey +ea. Alors, pour j = 1,2, ¢; est le produit
scalaire euclidien contre b} défini par bj = e1 — ez, b3 = ea (on vérifie trivialement que (b;, by) = 6;x)-
On a

|z1by + zobo||? = 22 + 222 + 2x120 et ||z1b} 4 22b3||? = 227 + 22 — 22129,

donc ( n’est pas une isoméirie.

Preuve de 1’énoncé 2 : On va voir ci dessous que le dual topologique de (I*(N,C),||.|[1) est
isométrique a (I%°(N,R), ||.]|0)- Or, il n’existe pas d’isomorphisme continu entre (I'(N,R),|.|[1) et
(I°(N,R), ||-lloo), car le premier est séparable et le 2éme ne ’est pas.

Par ’absurde, supposons qu’il existe un isomorphisme continu

Montrons que ’ensemble dénombrable D := Vectg{L(ex); k € N} est dense dans (I°°(N,R), ||.||s0), ce
qui fournira la contradiction.

Soit z € I°(N,R) et € > 0. Comme L est surjectif alors il existe u € I*(N,R) tel que x = L(u).
Nous avons déja vu qu’il existe v € Vectg{e; k € N} tel que ||lu — v|j1 < €¢/||L||. Alors L(v) € D et

|2 = L(v)|loo = [L(u) = L(v)[loo < [ILf[[lu—vl[i <€,
ce qui fournit la conclusion O

Proposition 25 On munit I'(N,R) et [*°(N,R) de leurs normes canoniques respectives ||.||1 et ||.||co-
L’application linéaire

d: 1°(N,R) — ((zl(N,R))',||.\|aly>
®(u): I'(N,R) — R

u ~
T Y Tpln

est un isomorphisme isométrique (en particulier continu). Il permet d’identifier [°°(N,R) au dual
topologique de I'(N,R).

Preuve :

Etape 1 : Montrons que ® est bien définie et isométrique, cad [|®(u)|/1y = [lufe pour tout u €
(N, R).

Soit u € L®(N,R). Pour z € I}(N,R), on a |u,zy| < ||u]|eo|2n| donc la série S z,u, converge dans R
(evn complet donc CVA = CV). Ainsi, ®(u)(x) est bien défini, de plus |®(u)(x)| < ||ul|oollx||1, donc
()l @y < llufloo-
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Soit € > 0. Il existe N € N tel que ||u|loc — € < Jun| < ||tuloo. Alors ®(u)(en) = |un| =
([[ulloo —€)llenl[r donc [|¢(u)[|g1y = [[ulloc — €. Ceci est vrai pour tout € > 0 donc [ ®(u)||g1y = [[uf|oo-

/

Ftape 2 : Montrons que ® est surjective. Soit £ € <l1(N,R)> et u, = £(e,) pour tout n € N.
Montrons que u = (up)nen appartient a [*°(N,R) et que & = ®(u).

Pour tout n € N, on a |u,| = [{(en)| < [[El| @y llenllr = 1]y donc u € I%°(N, R).

Soit = € I1(N,R). Montrons que &(z) = ®(u)(z), c’est a dire que > oo g up®y, = &(z). Soit € > 0. 11
existe N = N(e) € N tel que ||z —x1jg ()1 < m pour tout n > N. Alors, pour n > N, on obtient

N
€(x) =) unwn| = |€(z) — E@Lp M| < Il @y llz — 21 alh <,
n=0

ce qui fournit la conclusion. O
Exercice : Démontrer le résultat suivant, avec une preuve similaire.

Proposition 26 On munit I'(N,R) et co(N,R) des normes |.||1 et ||.||oo. L application linéaire

o: ['(N,R) — <<CO(N,R))/,|.||(CO)/>

®(u): M(N,R) — R

u 0o
T Y Tply

est un isomorphisme isométrique (en particulier continu). Il permet d’identifier I'(N,R) au dual to-
pologique de (co(N,R), H||OO)

Lorsque E est de dimension infinie, on ne peut plus forcément identifier £ & E’, mais on peut
toujours identifier £ & un sev de E” (le bidual de E).

Proposition 27 Soit (E, ||.|g) un evn sur K =R ou C. L’injection canonique

J: E — E"
Jx): B — K
§ = &)

T =

permet d’identifier E & un sous-espace vectoriel de E".

Preuve : Etape 1 : Montrons que J est bien définie et continue. Pour x € F,| il est clair que J(x)
est un forme linéaire sur E’. De plus, |J(z)(§)| = [£(z)| < |||l g ||z|| g pour tout & € E’ donc J(z) est
continue sur (E', ||.||g) et ||J(2)|| g < ||z] &

Etape 2 : Montrons que J est une isométrie. Ce point sera démontré ultérieurement, grace au
théoréme de Hahn Banach. Il necessite la caractérisation de la norme par dualité

lzlle = sup{&(z); € € B, [|€]lpr < 1}.0

Ainsi, F est toujours isométrique & un sev de E”. Les espaces de Banach pour lesquels J est
surjective sont appelés espaces de Banach réfléxifs : cette propriété est trés importante quand on
manipule les topologies faibles : elle permet que la boule unité fermée soit compacte pour la topologie
faible.
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3.6 Au programme de l'interrogation

En interrogation, sont exigibles

— preuve de la continuité d’une application linéaire et calcul de sa norme subordonnée, sur des
exemples simples tels que ceux traités en cours ou en TD,

— idem pour une application multi-linéaire,

3.7 Quelques exercices corrigés

Exercice 3.1 : [Ciarlet| On note ||.||2 la norme sur M,,(R) subordonnée a la norme euclidienne
I|.||l2 sur R™. On note p(A) :=sup{|A; A € Sp(4)}.
1/ Montrer que [|A]j2 = \/p(A*A) = \/p(AA*) = || A*||2 pour tout A € M, (R).
2/ Soit ||.|| une norme matricielle quelconque sur M, (R) (cad vérifiant |AB|| < ||A||||B]|). Montrer
que ||A|| = p(A) pour tout A € M, (R).
3/ Montrer que, étant donnée une matrice A € M, (R) et un réel € > 0, il existe une norme matricielle
subordonnée ||.|| sur M, (R) telle que || A|| < p(A) +e.
4/ Montrer que A™ — 0 dans M,,(R) ssi p(4) < 1.
5/ Soit ||.|| une norme matricielle quelconque sur M, (R). Montrer que p(A) = limy_, o || A%||*/*.

SOLUTION :
1/ Utiliser ||Ax||3 = (x, A*Ax) et diagonaliser la matrice symétrique A * A dans une bon.
2/ Considérer un vecteur propre.
3/ llexiste U € GL,(C) telle que T = U~ AU soit triangulaire supérieure. Soit Ds := diag(1, 6, ..., 6" 1).
En calculant D5 'T D;, on voit que, pour § > 0 assez petit, on aura || Dy *T'Ds||s < p(A) + € (cela fait
apparaitre 6/ ~¢ en facteur du terme surdiagonal d’indices (4,5)). Alors || Al == ||(DsU) 'ADsU ||
répond & la question.
4/ Invoquer l'équivalence des normes et utiliser la norme de la question précédente.
5/ On a, grace a la question 2, p(A) = p(AF)/* < || A¥||* pour tout k € N. Pour conclure, on va
montrer que, pour tout e, il existe ko = ko(e) tel que ||A¥||*/* < p(A)+ € pour tout k > k. Soit € > 0.

La matrice A, := ﬁ satisfait p(A.) < 1, donc d’aprés la question précédente, A¥ — 0 quand
k
[k — o0o]. En particulier, il existe ko tel que || A%|| = % < 1 pour tout k > kg. Ceci fournit

IAF] < (p(A) + ), cad [ A¥['* < (p(A) + €) pour tout k > ko.

Exercice 3.2 : Montrer que la formule linéaire T : C°([0,1],R) — R définie par T'(f) = f(0) est
continue vis a vis de la norme |||, mais pas pour la norme |.||;.

SOLUTION : |T(f)| = |f(0)] < ||fllco- Par absurde, supposons qu’ il existe une constante
C > 0 telle que |T(f)| < C||fll1,Yf € C°([0,1]). Considérons § € C((—1,1),R) telle que 6(0) = 1
et fn :=nb(nz). Alors

n=1fn(0)] < C|fulli = 0|1 : contradiction.

Exercice 3.3 : On considére 'espace ¢p = c¢o(N,R) des suites de nombres réels convergeant vers
zéro, muni de la norme ||.||o. Montrer que son dual est isométrique & I[}(N,R) : (co)’ = I1.

SOLUTION :
Etape 1 : 1! C (). Soit u = (un)nen € '(N,R). La forme linéaire x € ® — > o0z u, est
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continue car

oo
<Y laallun| < e ull -
n=0

Etape 2 : () C I1. Soit ¢ € () et uy, := &(e,),Vn € N,
Montrons que u = (up)nen appartient a I1(N,R). Pour tout n € N, il existe ¢, € {—1,1} tel que
|un| = &(eney). Alors, pour tout N € N, on a

N N
> lun =€ (Z 6n6n> < [l oy

les sommes partielles sont uniformément majorées donc u € I1(N,R).
Montrons que £(z) = Yo% zpuy pour tout z € (N,R). Soit x € *(N,R) et € > 0. Il existe
N € N tel que [x,| < €/[[€][ 0y, Vn > N. Alors

=& (z — 21y )| < N€lleoy 7—

‘ E Lnln

6 J—
€1l oy

Exercice 3.5 :
Soit (X, v) un espace mesuré o-fini et p,p’ € [1, 00] des exposants conjugueés :

S
hS]

1. Soit f e LV (X,C,v). Montrer que

est une forme linéaire continue sur LP(X,C,v).

, /
2. Montrer que ¢ : LP (X,C,v) — (LP(X, C, V)) est une isométrie.

SOLUTION :
1. L'inégalité de Holder justifie la continuité et ||®(f)||(zey < [ £l 10

2. Soit f € L” (X, C,v). Montrons que |2() ey = I fllzpr- On a f = [flu ot u est une fonction
mesurable de module 1.

ler cas : 1 < p < oo. La fonction g := @|f|P'~" appartient & LP(X,C,v) car p(p/ — 1) = p/ et

1/p 1/p
rgmz(/ gpdu) (/ Ifl”dV> I

On a
®(f).0 = [ alfialrrta =117,
et
[@(f).9] < 1) llzoyllgllze = 19CH) Loy I £12L7
donc
LA < 1Al woy 11777
ce qui fournit la conclusion, puisque p’ — LAY

p
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2e cas : p = o0. Alors g :=u € L®(X,C,v), ||gllLe = L et ©(f).g = |||l donc [|®(f)|(ze)y =
1fllzr

3e cas : p = 1. Soit A C X mesurable de mesure finie. Alors g := %l 4 appartient & L'(X,C,v),

®(f).9= [ lffudy = [ \fiav

[@(f)-gl < NNl ryllglir = 12CHIzryv(A),

et

donc

J 1w < ()l gayva).
On en déduit que || flloo < [[®(f)[(z1y (voir Lemmeci—dessous).

Lemme 2 Soit (X,v) un espace mesuré o-fini, f : X — C v-mesurable et C' > 0.
(fA |fldv < Cv(A),VA C X mesurable de mesure finie ) = (f € L>®(X,C,v) et ||fllre < C).

Preuve du Lemme [2| : Soit (X,,)nen une partition de X en ensembles de mesure finie et B :=
{If| > C}. Pour tout n € N, on a

Og/ 1pnx, (|f| = C)dv car (|f| —C)>0sur BNX,,
X

/ 1nx, (|fl — C)dv = / |fldv — Cv(B N X,) < 0 par hypothése,
b's BNXny,

donc 1gnx, (z)(|f(x)] — C) = 0 pour v-presque tout z € X. Comme (|f| —C) > 0 sur BN X, on en
déduit que v(BN X,) =0. Alors v(B) = >, yv(BNX,)=0.0

Exercice 3.6 : Cet exercice a pour but de démontrer la proposition suivante.

Proposition 28 Il existe des normes ||.| sur M, (R), sous-multiplicatives et vérifiant ||I,|| = 1, mais
qut ne sont pas des normes subordonnées.

1. Dans cette question, on considére une norme ||.||gn sur R". Elle induit
— une norme sur 'ev (R™)* des formes linéaires sur R™ définie par

el rny+ := max{|p(x)];z € R™ et [lz]gn =1}
— une norme sur 'ev £(R") des endomorphismes de R™ définie par
HfHﬁ(Rn) = max{||f(z)||rn;x € R" et ||z|gn = 1}.
Montrer que ’application

L: R"x (R")* — L(R")

@) o (Ii” : EZZ/W)

est une isométrie (R™, [|.[[gn) x ((R™)", [|[|®n)<) = (LR™), |||l z@n))-

2. Le but de cette question est de démontrer le Lemme suivant.
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Lemme 3 Soient deuz normes ||| et ||.||" sur R™. On suppose que leurs normes subordonnées
sur L(R™) vérifient

£l @y < 1flpny > Y € LR™).
Alors |I.]| = ||| sur R™.

On suppose les hypothéses du Lemme vérifiées.

(a) Montrer que
a(r) < Blp), Ve eR"\{0},p e (R")"\{0},

ol

e _ lelign)-

a(z) = S,V € R"\ {0} et B(p):=——,Yp € (R")"\ {0}.
] [l Ry«

(b) Montrer que C := sup{a(Z);Z € R™\ {0}} est fini et atteint, cad qu’il existe z, € R™\ {0}
tel que C = a(xy).

(¢) Montrer que, pour tout ¢ € (R™)*, B(p) < C.
On pourra se ramener au cas ol ||¢l|(gny+ =

(d) Déduire des questions (a) et (c) que § = C sur (R™)*\ {0}.

e) Montrer que ||z|| = max{[p(z)]; ¢ € (R")* et [[¢[|gn) = 1}.

)

()

(f) En déduire que ||z|| = C||z||" pour tout x € R™.

(g) En déduire que ||f|zmn) = HfH’E(Rn) pour tout f € L(R").

3. Soient ||.|| et ||.||" deux normes sur R™ qui induisent des normes distinctes sur £(R™). Montrer
que 'expression

1£11 == max{|| fll gy | fllpmy} s Vf € LIRT)
deéfinit une norme sur £(R™) qui est sousmultiplicative et vérifie |||« = 1.
4. En appliquant le Lemme, montrer que |||« n’est pas une norme subordonnée.

5. Proposer deux normes ||.|| et ||.||" sur R™ auxquelles la construction précédente s’applique.

SOLUTION :

1. On a
[L(z, 0)|lc@ny = max{|[p(y)z|r;y € R™ et [ly||rn = 1}
= ||lz[|rn max{[p(y)|;y € R" et [|y|rn = 1} axiome (N2)

= [[z]lrn ol @ny- -

2. (a) On déduit de la question précédente que [|z||gn]l@l|gn)s < [|2]lnll@ll{gny- PoUT tout
(x,p) € R™ x (R™)*. Lorsque x € R™\ {0} et ¢ € (R™)*\ {0}, on peut diviser cette
inégalité par ||z]|pn [l@l|rny+ car c’est une quantité > 0 (axiome (N1) de norme).

(b) Par 'axiome (N2) de norme, on a
sup{a(Z); £ € R"\ {0}} = sup{||Z[|; | 2]" = 1}
La sphere unité S’ := {& € R™; ||Z||' = 1} est compacte (fermée bornée en dimension finie)

et ||| est un application continue sur S’ donc elle est bornée sur S’ et atteint ses bornes.
En conséquence C' est fini et atteint.
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(c) Soit ¢ € (R™)* tel que [[p||(rn)+ = 1. On a, par définition

H‘PHI(]Rn)* = Imax I‘ﬁ;a(j‘?',m c R" \ {0}}

= max |"ﬁﬁl)|a(az); z e R™\ {0}}
< [l@llgny« max {a(z); = € R™ \ {0}}

donc )
el

p) = —— )
H‘PH(R”)*
(d) On déduit de (a) et (c) que

a(z) < B(p) < C = afr.), Ve e R"\ {0}, ¢ € (R")",

< C:=max{a(z);z € R"\ {0}} .

En testant avec x = x,, on obtient 5(¢) = C = a(z.), Ve € (R™)*.

(e) Corollaire Hahn-Banach, en dimension finie.

(f) On a
z]| = sup{|p(2)]; ¢ € (R™)* et [|p]|mn)- = 1}
= sup{lp(z)[; ¢ € (R")" et [[¢][{gn). = C}
= Csup{[p(z)[;¢ € (R™")" et [|@]l{gn) = 1} = C|l]|".
(8) On a

1flc@mny = sup{|[f(z)[/;z € R" et |lz| = 1}
= sup{C| f(2)];z € R" et [[z] = &}
= sup{|[f(2)[I;z € R" et [lz]" = 1} = ||/ gn) -

3. On utilise max{ab; a’b'} < max{a,a’} max{b,b'},Va,a’, b,/ € R.
4. ..

5. |Illh et [|-]|co générent deux normes subodonnées distinctes sur M, (R) : cela se voit sur leur
formule explicite (max des sommes sur les lignes/colonnes).



Chapitre 4

Séries de Fourier

Le but de ce chapitre est de mettre en place les résultats classiques, de nature non hilbertienne,
concernant les séries de Fourier et leur convergence. Les séries de Fourier seront une illustration im-
portante de la théorie des espaces de Hilbert que nous développerons au prochain chapitre.

Par convention, nous noterons

— 1 o 1
=5 [ 1f0lar, Ve e 10.2m),

1 2
loll = 5= [ la(OPar, Vg € 12(0.27),

de sorte que les fonctions ey, : t +— e verifient ||ex||1 = ||ex||2 = 1 pour tout k € Z.

4.1 Coefficients de Fourier

4.1.1 Définition, régles de calcul

Definition 21 Pour f € L'((0,27),C), on définit les coefficients de Fourier de f

1 21 )
cn(f) = o ), fye ™dt, VYneZ.

Proposition 29 1. Pour f € L} (R, C) fonction 2m-périodique et a € R, on définit

loc

(taf): R — C
t — f(t—a)

alors cp(Tof) = €%, (f) pour tout n € Z.
2. Pour f € L((0,27),C), ¢, (t — eiktf(t)) = cp—k(f) pour tous n,k € Z.
3. Pour f,g € L}, (R,C) fonctions 2m-périodiques, on définit
1 2m
(fxg)t):= o [ f(s)g(t —s)ds,
T Jo
et alors cn(f * g) = cn(f)en(g) pour tout n € Z.
4. Si f € CH([0,27]) est 2m-périodique, alors c,(f') = incn(f).

53
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Exercice : Démontrer ces énoncés, en utilisant des manipulations élémentaires : CVAR, IPP, théo-
réme de Fubini.

On constate en particulier que la tranformée de Fourier transforme un produit de convolution
(de fonctions) en un produit (de coefficients de Fourier). Elle transforme également un produit (de
fonctions) en un produit de convolution (des suites), sous des hypothéses adhoc, par exemple f €
c'n C’;m et g € Ly . Exercice : Le démontrer.

Exemples :

— cplex) = Opk pour tout n,k € Z. Les polynémes trigonométriques sont les fonctions dont les

coefficients de Fourier sont & support fini.

— Pour € € (0,7), la fonction signal o, := 1|_. (faire un dessin) admet pour coefficients de
Fourier in(ne)
sin{ne .
cn(ae):{ 67|'n S?n?é()v
= sin=0.

_ =l
€

— la fonction triangle A, := (1 ) (faire un dessin) vérifie Ay = Toe * 0 donc ses coefficients
+

de Fourier sont ¢, (Age) = %cn(ae)Q,

sin(ne)? .
cn(AQe) = { E7ren2 21 Z ?j 8’

T
4.1.2 Décroissance et régularité

Proposition 30 1. Lemme de Riemann-Lebesque : Si f € L'(0,27) alors co(f) = o (1).

n—00

2. 8i f € C'NCLL(R,C) est 2m-périodique, alors cn(f') = incy(f) donc cu(f) = o (1).

n—o0

3. Si f € C*([0,27]) est 2m-périodique, alors c,(f) = o (nik)
4. Si f € L*(0,27) alors Y nez len(F)12 < |IFI13

Preuve :
1. Pour f € C([0,27]), on fait une IPP ; puis on utilise la densité de C*([0, 27]) dans (L*(0, 27), ||.]|1)-
2. On fait une IPP : les termes de bord disparaissent par 27-périodicité.
3. On fait k IPP : les termes de bord disparaissent par 2w-périodicité.
4

. On utilise les notations de la section suivante. La décomposition f = Dy * f 4+ (f — Dy * f) est
orthogonale dans L?(0,27) (calcul élémentaire), donc, par le théoréme de Pythagore, || f||3 =
|Dn * flI3 + ||f — Dn = f||3. En particulier,

N
S leaNP =Dy * fI3< IS5, VN €N,
n=—N

d’ou la conclusion (terme général positif, sommes partielles uniformément majorées).

Remarque 5 L’énoncé 1 se reformule de la fagon suivante : application f € L'(0,27) = (cn(f))nez
est & valeurs dans co(Z,C). Il s’agit d’ une application linéaire continue de (L'(0,27),|.|l1) dans
(co(Z),]-|lcc), de norme =1 (atteinte sur les e, notamment).

1l est légitime de se demander si cette application

Foo (020, 10) (o))
oo (enlfnez
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est injective et/ou surjective.

Elle est effectivement injective Ezercice : Le démontrer avec le thm de Fejer L' (ce sera fait en
TD)

En revanche elle n’est pas surjective. Ceci sera démontré ultérieurement, de fagon abstraite (et
courte), en appliquant le thm d’isomorphisme de Banach.

Mais on peut aussi le montrer de maniére plus élémentaire (et longue). Par exzemple, on peut
commencer par établir que, pour toute fonction f € L'(0,2n), la série b"T(f) converge (voir le livre
‘Suites et séries’ de Jean Combes pages 180 et 181). En conséquence il n’existe pas de fonction
f € LY(0,27) telle que b,(f) = ( y pour tout n > 2, car Yo, = 400.

n ln(n)

Remarque 6 L’énoncé 4 se reformule de la facon suivante : la restriction de F & L*(0,2m) est un
application linéaire continue de <L2(0,27T), H||2) — (lQ(Z,C), HHg) de norme = 1 (atteinte sur les

er). Nous verrons au chapitre suivant qu’il s’agit en fait d’une isométrie, cad

o 1/2
(Z Icn(f)!2> = | flla, Vfe€L*0,2m).

nN=—0o0

Remarque 7 Les énoncés 2 et 4 impliquent en particulier que, si f € C°N C’;m(R, C) est 2m-
périodique, alors Y. |cn(f)] converge car |cn(f)| < len(f)? + # Autrement dit, la série de Fourier de
£, S en(f)e™, converge normalement cad converge dans (CY([0,27)),|.]l0), sa somme définit donc
une fonction continue sur [0, 27].

Remarque 8 La proposition précédente souligne que la décroissance des coefficients de Fourier est
liée & la régularité de la fonction : plus la fonclion est réguliére, plus ses coefficients de Fourier
décroissent vite. Cela se constate trés bien sur les exemples de la section précédente : A, est plus
régqulieére que o et ses coefficients de Fourier décroissent effectivement plus vite. Ces exemples illustrent
pas ailleurs optimalité des conditions suffisantes ci-dessus.

On peut méme montrer, en utilisant de l'analyse compleze, que pour f € C°(R, C) 2r-périodique,
f est analytique ssi il existe o > 0 tel que ¢, (f) = O (6_04”') ,Vn € N.

4.1.3 Noyau de Dirichlet et noyau de Fejer
Definition 22 On définit le noyau de Dirichlet

N
} in[(N + 1/2){]
Dy (t) = it SOV AL/ e
~(®) nZ_:Ne sin(t/2) 0
et le noyau de Fejer
N—
sin[(N + 1/2)¢)? .
= VN € N*.
g Nsin(t/2)? €

Pour f € L'((0,27),C), on définit la série de Fourier de f (convergente ou non)

Z Cn(f)em )

les sommes partielles de la série de Fourier de f

N 2

> e = (On+ ) = 5- [ Dult=s)f(s)ds, ¥N €N
n=—N
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et leur moyenne de Césaro
1 N-
NE (Dpx f)(t) = (KN * f)(t), VN eN-.

Exercice : Démontrer ces formules, qui résultent de calculs simples sur les sommes géométriques
et d’interversions entre une somme finie et une intégrale.

On remarquera, en particulier, que Ky = 0 et que
1 2

1 2
1= Kyn(t)dt = — Kyn(t)|dt = | K N eN.
5 [ Entde= 5 [T iEn (Ol = Kyl vV en

En revanche, Dy change de signe, si bien que
1 2

1= —
27

Dy(t)dt, VYN €N,

mais ||Dyl1 Ja +0o0 (nous le démontrerons ultérieurement).
%

4.2 Théoréme de Fejer

Théoréme 5 (Théoréme de Fejer) Si f € CY(R,C) est une fonction 2mw-périodique, alors || f —
KN * fHoo N:)oo 0.

Remarque 9 Ky x [ est la moyenne de césaro des Dy * f donc elle o de meilleures proprétés de
convergence que Dy x f. La raison en est la suivante : Dy n’est pas un approzimation de ['unité car
elle n’a pas de signe ; en revanche Ky est une approximation de ['unité, parce qu’elle est positive.

Preuve du Théoréme de Féjer : Soit f € C°(R,C) une fonction 27r-périodique et e > 0. D’apreés
le théoréme de Heine, f est uniformément continue : il existe 6 > 0 tel que |f(z) — f(x —t)] < €2
pour tout ¢,z € R vérifiant [¢| < d.

Soit x € [—m,7]. On a

[f(x) = (Kn * f)(2)]

@)~ S = O En(d|  car [T Kn(dt =1

S i " f(@) = flz—t)|Kn(t)dt  car Ky >0
S \t|<5‘f( x) — flx —t)|[Kn(t)dt
in 2
+2%N Jsctijn 1F (@) = £ (o — )| Gt
201 £ o
< 5+ wasE

Soit Ny € N tel que ]\h)zs!!{lim < 5 Ainsi, pour tout N > Ny, on obtient
[f(z) = (Kn * f)(2)] < €,Vz € [-m, ],

cad ||f — Kn * f]loo < €. Ceci montre que || f — Ky * f]|oo e 0. O
—00

Corollaire 2 Si f € C°([0,27],C) et si sa série de Fourier converge simplement alors sa
somme coincide avec [ partout.

Preuve : Notons g(t) la somme de la série de Fourier g(t) := limy oo (Dn* f)(t) pour tout ¢ € [0, 27].
Alors (thm de Césaro) (Kn = f)(t) ey g(t) pour tout t € [0, 27]. Or (thm de Fejer) (Kn* f)(t) ey
—00 — 00

f(t) pour tout ¢ € [0,27]. Donc (unicité de la limite simple) g(t) = f(¢) pour tout ¢ € [0, 27]. O
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Remarque 10 Attention, pour f € C°([0,27],R), la série de Fourier de f peut me pas converger
simplement ! L’hypothése “et si sa série de Fourier converge simplement ”est donc trés importante
dans 'énoncé ci-dessus. Lexistence d’une fonction f € C°([0,27],R) dont la série de Fourier ne
converge pas simplement peut se faire avec des arguments abstraits : il s’agit d’une application du thm
de Banach Steinhauss, qu’on développera plus tard dans le cours.

Mais on peut aussi construire explicitement une telle fonction : voir le livre 'Les contre-ezemples
en mathématiques’ de Bertrand Hauchecorne, pages 115, 116, 117, ou le liwre ‘Suites et séries’ de
Jean Combes, pages 194 et 195.

Remarque 11 Pour f € C°([0,27],C), si on veut que la série de Fourier de f converge unifor-
mément vers f, cad converge vers f dans (C°([0,27],C), ||.|lec), i faut ajouter une hypothése, par
ezemple f € C° N Cy,.((0,27],C) : voir thm de Dirichlet, qui suit.

On peut également montrer que, pour tout f € LP(0,2w) alors ||[Kn * f — fllp P 0 (thm de
—00

Fejer LP). Ce sera démontré en TD pour p = 1. (pour la preuve avec p quelconque € [1,00), voir le
livre ’Elements d’analyse pour Pagrégation’ de Zuily-Queffelec, pages 82 et 82).

4.3 Théoréme de Dirichlet

Théoréme 6 (Théoréme de Dirichlet) 1. Soit f € L'(0,27) et € [0,27]. Si f admet au

. NP : . : ~ f@+t)—f(z40)
point x des limites a droite f(x +0) et a gauche f(x — 0) et si les fonctions t — ———F=——

et t — w sont bornées au voisinage de t = 0 alors

D+ ) — LE=0+S0)

2. Si fed’n C’;m(R,C) est 2mw-périodique alors la série de Fourier de f converge uniformément
vers f sur : |Dy * f — flloo e 0.
—00

Preuve :

1. La parité de Dy justifie

1" sin[(N + 1/2)s]
(D Pla) = = [ 1@ =)+ pla+ ) =g e s
Alors
(Dy * f)(w) — Lm0 1020 L pm Heo) J=0) gin [(N +1/2)s]ds
+5= fo %Sin[(l\f—% 1/2)s]ds .

Pour conclure, il suffit de montrer que les fonctions s — % sont L1(0,7) (Lemme de
Riemann Lebesgue). Ces fonctions est intégrables sur [d, 7] pour tout 6 > 0, car le dénominateur
y est minoré par sin(§/2) > 0. En utilisant D'inégalité de convexite sin(y) > 2y,Vy € (0,7/2),

on obtient, pour s assez petit

f(:c:l:s)—f(x:l:O)‘:‘f(x:i:s)—f(xj:O) s/2 T

sin(s/2) s/2 sin(s/2) S M§

f(att)—f(+0)
t

sont bien intégrables en s = 0%.

f(ats)—f(2=£0)

ou M majore t — Sn(s/2)

au voisinage de t = 0. Ainsi, les fonctions s
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2. Soit f € COnN C;m(R, C). D’apres le 1., Dy * f converge simplement vers f :

“+o00

f)= > calf)e™, Vte[0,2n].

n=—oo

Or la série Y c,(f)e™ converge normalement (voir Remarque . Donc (Dy * f) converge
uniformément vers f. O

Remarque 12 (Comparaison Fejer/Dirichlet) FEn affaiblissant la notion de convergence consi-
dérée (convergence uniforme au sens de Cesaro, au lieu de la convergence uniforme habituelle), on
obtient une conclusion sous des hypothéses plus faibles (f € CV au lieu de f € C°N C;m).

Les hypothése du théoréme du théoréme de Dirichlet sont optimales, au sens ou, si f a une dis-
continuité de premiére espéce en x alors la série de Fourier de f ne converge pas uniformément vers
f sur des intervalles de la forme (x — €, ), & cause d’oscillations : c’est le phénoméne de Gibbs,
illustré dans 'exercice ci-dessous [voir Chambert Loir, tome 1, page 96].

Exercice : Soit f : R — R 2w-périodique définie par f(x) = —1 si € [-m,0) et f(x) = 1 si
x € [0, 7). Le théoréme de Dirichlet s’applique :
- (Dn* f)(0) — 0,
N—oo
~ (Dn * f)(t) Pe f(t) pour tout ¢t € (—m, )\ {0}.
—00
L’objectif est de montrer que (Dan_1 * f) (%) converge vers une limite L > 1, ce qui empéche

(D, * f) de converger uniformément vers f sur des intervalles de la forme (0,¢) pour € > 0. On
travaille ici avec les coefficients de Fourier

1 ™ 1 s
an(f) = — f(t)cos(nt)dt, ¥YneN et by(f):=— f(t)sin(nt)dt, Vn e N*.
™ J_r T™J—x
1. Montrer que a,(f) =0, by(f) = 0 si n est pair, b,(f) = -= si n est impair et
n—1
_ 4 sin[(2k + 1)t]
D — .
21 7r ;;) 2% + 1

2. Etude des extrema de (Dan_1 * f).

(a) Montrer que (Dan—1 * f)'(t) = Sizns(ii](\g)'

(b) Montrer que (Dan—1*f) a des extrema locaux tous les 2” Identifier les maxima et minima
locaux.

(c) Justifier que

(2k—1)m
s (2k+D)m\ F (2k-1L)m\ 7 Sin(2Nt)dt
2N 2N B 2sin(t)

(2k+ D)7
2N
1 /7T . 1 1

= [ sin(y) - dy
N7 Jo sin (Lg%”) sin <7_y2+]3k”)

ou

. (y+2km . —y+2km 94 <y) 2k >0
n —sin| ——— | =2sin ( = — | >
i IN > IN S on) O an
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(d) En déduire que f (&) = f (2%) > f(
3. Montrer que

)=

(Don-1#£) (55) = 7~ /0 W%dy

4. En utilisant nsin(t/n) = fg cos(u/n)du, montrer que la suite (nsin(t/n)), .y est croissante,
pour tout t € [0, 7/2].

=5

5. En déduire que (Dan_1 * f) (ﬁ) est décroissante et converge.

6. Montrer que (Dan_1 * f) (ﬁ) converge vers L := % Oﬂ Sint(t) dt et conclure, en remarquant que
L=1,178... > 1.

Remarque 13 Sig € Cgm(R) alors elle n’a que des discontinuités de premiére espéce. On peut décrire
g comme la somme d’une fonction continue et de fonctions de la forme M\f(t — 7), ot la fonction f

est celle de exercice précédent. Ainsi, on voit que le phénoméne de Gibbs est universel : il se produit
dés quil y a une discontinuité de premiére espéce.
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Chapitre 5

Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert généralisent & la dimension infinie la notion d’espace Euclidien. On verra
que la présence d’un produit scalaire (hypothése géométrique) n’est pas suffisante et qu’il faut ajouter
un hypothése topologique de complétude. Dans tout le chapitre, le corps de base est K =R ou C.

Référence : Hirsch-Lacombe.

5.1 Espaces préhilbertiens

Definition 23 (Produit scalaire, espace préhilbertien) Sur un R- (resp. C-) ev E, un produit
scalaire est une forme (z,y) € Ex Ew— (x,y) € K
~ (PS1) : bilinéaire (resp. sesquilinéaire) : pour tous x,x1,22,y,y1,y2 € E et A € K,
linéarité a droite  (x, Ay1 + y2) = Mz, 11) + (z,92).
(anti)linéarité & gauche — (Ax1 + x9,y) = Mz1,y) + (T2,Y).

— (PS2) : symétrique (resp. hermitienne) : Vx,y € H, (y,z) = (x,y)

— (PS3) : définie : Vx € H, ({(x,z) =0) & (x =0)

- (PS4) : positive : Vx € H, (z,x) > 0.
Alors (E,(.,.)) est un espace préhilbertien (eph) et ||x| := \/(x,z) définit une norme sur E. Un
espace euclidien est un eph sur R de dimension finie.

Les résultats des chapitres précédents sur les evn et les em s’appliquent donc, en particulier, aux
eph.

Exemples
— R”, considéré comme ev sur K = R et muni du produit scalaire euclidien,
— C", considéré comme espace vectoriel sur C, muni du produit scalaire hermitien (z,y) :=

> i1 TjYj,
— C", considéré comme espace vectoriel sur R, muni du produit scalaire (z,y) := R (Z;L:1 ;T]yj)
~ I?(N,R), muni du produit scalaire {x,y) := >0 TiY;-
— L2((0,1),R) muni du produit scalaire (f, g) := fol F(t)g(t)dt.

Proposition 31 Soit (E,(.,.)) un eph. Alors on a
1. linégalité de Cauchy-Schwarz :

[z, )| < [zl [yl Ve, y € H,

avec égalité ssi x et y sont colinéaires,

61
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2. lVidentité du parallélogramme :

o+ yl? + e = yll” =2 (ll2ll” + ly)?) Va,y € E.

3. les formules de polarisation :

(llz +yl? = ll=)? = [lyl1?)
(lz+yl? = [lz —y|?) ,Vz,y e E siK=R,

<l’,y> =

NN

1 , , , , .
(y) = g (le+yl” = llz —yl* —illz + iy|* +illz — iy|*) Yo,y € E siK = C.

L’inégalité de CYS équivaut a la continuité sur (E, ||.||) de la forme bilinéaire (resp. sesquilinéaire)
(.,.). L’interprétation géométrique de l'identité du parallélogramme, sur le parallélogramme de som-
mets (0,z,x + y,y) est la suivante (faire un dessin) : la somme des carrés des diagonales est égale a
la somme des carrés des cotés.

Exercice : Montrer qu’un evn (E, ||.||) qui vérifie Iidentité du parallélogramme est un eph.

Preuve :

1. L’inégalité est évidente si x et y sont colinéaires et c’est alors une égalité. Soient x,y € H non
colinéaires.

Premier cas : (x,y) € R. Alors
0 < {z+ty,x+ty) = || + 2t(z, y) + [y|* .Vt € R,
donc ce polynoéme de degré 2 en ¢t n’admet pas de racines dans R : son discriminant est < 0, cad
(w,9)? < ll2llly]*.
Deuzieme cas : (x,y) € C\ R. Alors il existe § € R tel que
(@, y)| = ez, y) = (2, y) < |l2llleyll = Iyl

2. On développe le carré.

3. On développe les 4 carrés du membre de droite et on constate les simplifications. O

Definition 24 (Famille orthogonale/orthonormeée) Dans un eph (E,(.,.)), une famille (x;);cs
est orthogonale (og) si
<.’Ej,l'k> = O,VJ,k € ']7] 7é k

orthonormée (on) si
(zj, k) = 0k, Vi, k€T, j#k.

Exemples :
— La base canonique (e,)1<n<n de CV est une famille orthonormée de C¥.
~ (én)nen est un famille orthonormée de I?(N, C).
— (€™, 7 est une famille orthonormée de L?((0,1),C).
— {V2cos(2mnt), v/2sin(27kt);n € N,k € N*} est une famille orthonormée de L2((0,1), R).
~ (V/2sin(n7t))pen+ est une famille orthonormée de L2((0, 1), R).
- (e"Q’T"tl[k7k+1])(n7k)ezz est une famille orthonormée de L?(R, C).
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Proposition 32 (Pythagore) Si (x;)1<j<n est une famille finie orthogonale alors
21+ 4 zall =l 4 4 llzal
Preuve : On développe le carré, les termes croisés disparaissent par orthogonalité. O

Definition 25 (Orthogonal) Soit (E,(.,.)) un eph et A une partie de E. L’orthogonal de A est
l’ensemble

At ={z € E, (a,z) =0,Va € A}.

Proposition 33 Soit (E,(.,.),|.]|) un eph et A, B des parties de E. Alors
1. At est un sev fermé de (E,|.||),
2. (AC B) = (Bt Cc A%),
3. AL = (A)" = (Vect(A))*.

Preuve :

1. Pour a € A, on a a* = ker[(a,.)]. Or la forme linéaire x ~ (a,x) est continue (E,|.|) = K
(Cauchy-Schwarz), donc a™ est un sous-espace vectoriel fermeé de (E, ||.||). Ainsi, At = Nyeaa™
est un sous-espace vectoriel fermé de (E, ||.||).

2. Si A C B alors
Bt=natc Nnat=A4".
a€EB a€A

3. L’inclusion A~ ¢ AL vient du 1. et de A ¢ A. Montrons AL ¢ A7, Siz € Al et a € A, on
peut écrire a = limy,ey a, avec a, € A. On a alors (a, ) = lim, o {an, z) = 0. Cela pour tout
a€Aet pour tout x € ZL.

Linclusion (Vect(A))™ c AL vient du 2. et de A C Vect(A). Montrons A+ C (VectA)™L. Soit
x e AL et soit y = SN Nja; un élément de VectA, on a (y,z) = SN | Ai(as, ) = 0. Comme
cela est vrai pour tout y € VectA, on en déduit = € (VectA) . O

5.2 Espace de Hilbert et théoréme de projection

5.2.1 Espace de Hilbert

Definition 26 (Espace de Hilbert) Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien (E, (.,.)) com-
plet pour la norme ||.|| associée & son produit scalaire ||z|| :== \/{(x,z).

Exemples :
— R"™ (resp. C™) muni du produit scalaire euclidien (resp. hermitien) est un Hilbert.
~ I?(N, C), muni de son produit scalaire canonique est un Hilbert.
~ L%*((0,1),R), muni de son ps canonique, est un Hilbert
— Dans un Hilbert, tout sev fermé est un Hilbert (CNS).

Contre-exemple :
~ C9%(]0,1],R), muni du produit scalaire de L2((0,1),R) n’est pas un Hilbert (pas fermé).
— Dans un Hilbert, un sev qui n’est pas fermé (muni du ps de H) n’est pas un Hilbert.
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5.2.2 Théoréme de projection sur un sev de dimension finie

Notre but est de généraliser a la dimension infinie le résultat élémentaire suivant.

Proposition 34 (Projection sur un sev de dimension finie) Soit (E,(.,),|.||) un eph, F un
sev de E de dimension finie et (by,...,b,) une base orthonormée de F.

1. Pour tout v € E, dist(x, F') := inf{||lz —yll;y € F'} est atteinte au point Pp(z) := 3 7_ (z,b;)b;
el

dist(x, F)* = ||z[|* =) [(z,b)|* V2 € E. (5.1)
k=1

2. La projection orthogonale Pr : E — F' est linéaire continue de norme = 1.
3. De plus E=F @ F*.

Preuve :
1. On vérifie facilement que x — Pp(z) L F donc (Pythagore)
lz = ylI* = llz = Pr(@)|* + | Pr(z) = yll* > llo = Pr(z)|*, VyeF.
Ainsi (développer le carré)

n

xr — Z(a:, bj>bj

k=1

dist(z, F)* =

2 n
= Jlall* =D I, bn)
k=1

2. Pp est clairement linéaire. De plus (développer le carré)

2

< dist(x, F)? Z bi|| = ll=l* - Z |, 05) 2
=1 j=1

donc (Pythagore)
1Pr(2))? = Z! z,by)* < lz)?.

Ceci montre que Pp est continue et ||Pp|| < 1. Or, Pr(y) = y pour tout y € F donc ||Pp|| = 1.

3. Il est clair que FNF+ = {0}. De plus, tout x € E s’écrit x = Pp(x) + [z — Pr(z)] ot Pp(z) € F
et x — Pp(z) € F- donc E = F @ F+. O

Exemples/applications
— Existence et unicité du polynome (de degré n) de meilleure approximation d’une fonction
f € L*(0,1) pour la norme ||.||2 : || f — Pll2 = min{||f — P|l2; P € R,[X]}.

Notez qu’en 'absence de cadre hilbertien, le polynome (de degré n) de meilleure approximation
reste défini mais n’est pas forcément unique.

Ex: E = L*(0,1), muni de ||.|[oc, f = 1[1/2,1] est & distance 1/2 des fonctions affines (a cause
de la discontinuité en = 1/2) et cette distance est atteinte en beaucoup de fonctions affines
(faire un dessin).

— Régression linéaire : pour N > 2, = (Zn)1<n<n:¥ = (Un)1<n<n € RY il existe un unique
(a,b) € R? qui minimise Z —1 |axn+b yn|?. On obtient (a,b) en projettant y orthogonalement
sur Vect{z,z} ou z := (1,...,1) € RV,
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5.2.3 Théoréme de projection sur un convexe fermé

Théoréme 7 (Théoréme de projection sur un convexe fermé) Soil (H,(.,.),||.]|) un espace de
Hilbert et C' C H un convezxe fermé non vide.
1. Pour tout x € H, il existe un unique point Po(x) € C tel que ||x — Po(x)|| = dist(xz,C) :=
inf{||xz — y||;y € C}. Ce point est appelé ’projection de x sur C".

2. 1l est caractérisé par la propriété suivante (faire un dessin : angle obtus) :
Po(x)e C et R(x— Po(x),z— Po(zr)) <0,VzeC. (5.2)
8. De plus Po : H — C est 1 — lipschitzienne :
[1Po(x) = Poy)ll < llz—yll, Vo,yeH.
4. En particulier, si F' est un sev fermé de H alors pour tout x € H, Pp(x) est caractérisé par

Prp(z)e F et R(z—Pr(z),yy=0,Yye F cad [v— Pp(z)] LF.

Il est important de connaitre par coeur cet énoncé, cad ses hypothéses et ses 4
conclusions.

Application : Définition de ’espérance conditionnelle.

Exemple : H = L?((0,1),R), muni de son produit scalaire canonique est un Hilbert. F := 1[%71/2] est
un sev fermé (de dimension infinie) de H. D’aprés le théoréme de projection sur un convexe fermé,
pour tout f € L2((0,1),R), Pr(f) = f — (f, \@1[071/2])\@1[071/2] est 'unique point de F' vérifiant
disty 1, (f, F) = [If = Pr(f)l2.

Contre-exemples : Notez que, pour généraliser la Proposition [34] & la dimension infinie, on a utilisé
— une hypothése de complétude sur ’eph F,
— le caractére fermé sur sev F'.

Les 2 contre-exemples ci-dessous montrent que ces 2 hypothéses sont necessaires.

— H; = C°([0,1],R), muni du produit scalaire (f, g) := fol f(t)g(t)dt est un eph, mais il n’est pas

complet. Avec les notations de I'exemple précédent, Fy := F N C°([0,1],R) est un sev fermé
de (Hi,||.||2). En effet, si (fn)nen est une suite de F} qui converge vers un élément f de H
alors f € F (notez que la convergence dans (Hi,||.||2) force la continuité de la limite : seule la
condition d’orthogonalité reste a vérifier).
Cependant, distH.”Q(f, F1) n’est atteinte pour aucun f € Hi \ Fy. En effet, pour f € Hy \ Fi,
en approximant Pg(f) en norme |.||2 par des fonctions continues, on voit que dist |, (f, F1) =
dist) |, (f, F). Or, cette distance n’est atteinte qu'en Pr(f) = f — (f, \/51[0,1/20\/51[071/2} qui
n’est pas continue. Ainsi ||f — g[|2 > dist |, (f, F1) pour tout g € F}.

— H = L?((0,1),R) est un Hilbert, F' = C°([0,1],R) est un sev de H, mais il n’est pas fermé.
Pour f € H \ F alors dist(f, F) = 0 (densité). Cependant, il n’existe pas de g € C°([0, 1], R)
telle que || f — g||l2 = 0. Idem avec F' = R[X] (thm Weierstrass).

Preuve : L’outil-clef de cette preuve est ’égalité du parallélogramme. La preuve de caractérisa-
tion/lipschitzianité est courte mais subtile.
Soit x € H \ C et d := dist(x,C) € (0,00).
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1. Etape 1 : Ezistence : Soit (yn)nen une suite de C' telle que ||z — y,|| — d quand [n — oo].

Pour m;n € N, on a
[9m = nll> =z = ym) — (= — ya)|I?

2 2 n m
=2 (llz = yal” + |z = ymll*) — 4[|z — togte

‘2 (égalité du parallélogramme)

<2([lz = yall® + |z — ym||*) — 4d? car 2E¥m € C' (convexite).
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que
d? < ||z — yn||2 <d>+€2/4,9n > ng.
Alors, le calcul précédent montre que
[Ym — ynll < €,¥m,n = ny.

Ceci montre que (yn)nen est de Cauchy dans (H, ||.||). Comme (H,||.||) est complet, (yn)nen
converge vers un vecteur zo € H. Alors z¢c € C (car C est fermé) et ||z — z¢| = d. On a
démontré I'existence d’au moins un point z¢ de C' réalisant dist(z, C).

Etape 2 : Unicité : Si 2% € C satisfont ||z — 2| = ||z — 2% = d alors
ok~ a2l = e~ ob) (- a2 2
1 2
=2 (H:L‘ — xICH2 + ||z - x%H2> —4 Hx — %H (égalité du parallélogramme)

2
< 4d? — 4d? car % € C (convexité)
<0.

Ainsi a:lc = aczc Ceci montre que dist(x,C) est atteinte en, au plus, un point de C.

Ces deux étapes légitiment la définition Pp(x) comme 'unique point de C vérifiant ||z —
Po(z)| = dist(z, C).

. =. Soit z € C. Le vecteur (1 —t)Pc(x)+tz appartient & C' pour tout t € [0, 1] (convexité) donc

0< [z~ (1~ 0)Pe(a) +12) H2 Mz = Po(@)|?, Wte01].

En décomposant x — ((1 —t)Po(x) + tz) = [z — Po(x)] — t[z — Po(x)] et en développant le
premier carré, on obtient
0 < =2tR(z — Po(x),2 — Po(x)) + %)z = Po(@)|*, vt e[0,1].

(0

On considére ¢ € (0, 1], on divise cette relation par ¢ (qui est > 0) et on obtient
0

< —2R(x — Po(x),z — Po(x)) + t||z — Po(x)|?, Vt e (0,1].
En particulier, pour ¢ = 0, on obtient ®(z — Po(z),z — Po(x)) < 0.
<. Réciproquement, supposons que ¢ € C et
R(x —zc,z—Tc) <0,VzeC.
Alors, pour tout z € C, on a

lz = z)1* = ll(z — Zc) - (2 = Zo)II?

= [lz = Zc|* + ||z — Zc|® — 2R(z — To, 2 — Tc)
> ||z —zclf?,

donc ||z — Z¢|| = dist(z, C).
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3. Soient z,y € H. On a

|(Pet@) — Pew)) + (o~ Po@)] ~ by — Petw)) ||
= [|Po(x) = Po()|* + |l[z = Po(2)] — [y — Pe)]|I?

—2R(FPc(y) — Po(z),z — Po(z)) = 2R(Pe(z) — Po(y),y — Po(y))
> ||Po(z) — Po(y)||? d’aprés la caractérisation précédente.

lz = ylI?

Ainsi Po : H — C est 1-lipschitzienne.

4. La structure s’ev de F' implique {z — Po(x);z € F} = F. Ainsi, Pp(x) est 'unique point de
C vérifiant R(z — Pr(z),z) < 0 pour tout z € F. En remplacant z par —z on en déduit que
R(x — Pp(x),z) =0 pour tout z € F. O

Remarque 14 Seule la complétude de (C,||.||) est utile dans le preuve, celle de H n’est donc pas
vraiment nécessaire. L’énoncé reste donc vrai lorsque H est un préhilbertien et C une partie conveze
et complete de H.

Question pratique : Si F' est un sev fermé de H, comment déterminer Pr(z) et dist(z, F')?
— Si F est de dimension finie, on cherche une base orthonormée (b1, ...,b,) de F' et on sait alors

que
Pp(z) =) (,b;)b
j=1
et
N
dist(z, F)* = [lz — Pp(2)|” = |l«* = D (2,b;)*.
j=1

— Si F est de dimension infinie, on peut procéder de méme avec une base hilbertienne de F,
concept que nous développerons plus tard dans ce cours.

5.3 Conséquences du théoréme de projection

5.3.1 Théoréme du supplémentaire orthogonal

Théoréme 8 (Théoréme du supplémentaire orthogonal (TSO)) Soit (H,(.,.),|.||) un Hilbert
et F un sev fermé de H. Alors H = F @ F et donc (FL)J' =F.

Preuve : Il est clair que F'NF+ = {0}. De plus, tout x € E se décompose en © = Pr(z)+ [z — Pr(z)]
ott Pp(z) € F et [x — Pp(x)] € F* (cf thm de projection). Donc H = F @ F+.
Il est clair que F' C (FL)J'. Réciproquement, Si x € (FL)l alors, en particulier, z L [z — Pp(x)]
donc
lz = Pp(2)|* = (z,2 — Pr(x)) — (Pp(z),z = Pr(z)) =0,
cad x = Pp(z) € F. O

Corollaire 3 (Critére de densité) Soit (H,(.,.),|.||) un espace de Hilbert et F' un sev de H.
Alors F est dense dans H si el seulement si F- = {0}.

Preuve : On a
(F dense dans E) o (F= E)

& (F~={0}) d’apres le TSO
& (F+={0} car F-=F+ .0
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5.3.2 Dualité : théoréme de Riesz

Théoréme 9 (Thm de Riesz) Soit (H,(.,.)) un Hilbert. Pour tout ¢ € L.(H,K), il existe un
unique f € H tel que ¢(h) = (f,h) pour tout h € H. De plus, ||¢[lz.zx) = | fll-

Preuve : La preuve du théoréme de Riesz repose sur le T.S.0. Comme ¢ est continue alors Ker(¢)
est un sev fermé de H de codimension 1 donc H = Ker(¢) @ Ker(¢)* et Ker(¢)~ = Re pour un
certain e € H tel que |le|| = 1. Soit f := ¢(e)e. Soit h € H et h = hy + Ae une écriture adaptée a la
décomposition en somme directe H = Ker(¢) @ Ke. Alors ¢(h) = Ap(e) = (f, h). O

5.4 Bases hilbertiennes

5.4.1 Définition, existence

Definition 27 (Base hilbertienne) Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien sur K. Une base hilber-
tienne de E est une famille orthonormée totale (I’espace vectoriel qu’elle engendre est dense dans

H).

Remarque 15 [l faut bien distinguer les concepts de base algébrique et de base hilbertienne : Un
famille (bj) e est une base algébrique d’un ev E si tout vecteur de E est une combinaison linéaire
finie des b;.

Théoréme 10 Un Hilbert est séparable ssi il admet une base hilbertienne dénombrable.

Preuve : Rapellons qu'un evn est séparable ssi il admet une famille libre totale et dénombrable. Ceci
démontre I'implication <. Réciproquement, si H est un Hilbert séparable et (z;,)nen est une famille
libre totale de E, on obtient une base hilbertienne de F en appliquant le procédé d’orthonormalisation
de Gram Schmidt a (z,)pen- O

Lorsque H est un Hilbert non séparable, il admet encore une base hilbertienne, mais elle n’est pas
dénombrable ; la preuve repose sur ’axiome de Zorn. De plus, cette base est délicate & manipuler :
en particulier, 'ensemble d’indices étant non dénombrable, on doit manipuler des familles sommables
au lieu de séries convergentes.

5.4.2 Caractérisation par I’égalité de Bessel

Théoréme 11 [Bessel Parsevall Soit E est un préhilbertien et (en)nen une famille orthonormée
de E. EQU :

1. (en)nen est une base hilbertienne de E,
2. pour tout x € E, ||z||> =300 [(x,eq)?,  (égalité de Bessel)
3. pour tout x,y € E, (x,y) =Y 2 (x,en)(en,y).

Preuve : Rappelons que, si Fy := Vect(e,;0 < n < N) alors Pp, (x) = ZTZ:[:O@, en)en et

N
dist(z, Fy) = || = Pry(@)]| = o | 1212 = Y [{z, en)]?-
n=0

1 = 2 : Supposons que (e,)nen soit une base hilbertienne de E. Soit x € E et € > 0. Il existe
2
Ny € N tel que dist (x, FNO) < €. Alors, comme Fy, C Fn, on a

N
0< |zl =) [, en)|* = dist(z, Fiv)? < dist (2, Fy,)> < €, YN > Ny .
n=0
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Ceci montre que la série Y. |(z, e,)|? converge et que sa somme vaut ||z]|%.

2 = 1 : Supposons que, pour tout = € E, ||x[|? = 3., [{z, e,)|*. Soit x € E. On a

n=0

N
_pP 2 _ 2 _ 2 .
o= Pry(@* = lal? = 3 ol o= 0

Ceci montre que Vect(e,;n € N) est dense dans (E, ||.||)-
2 = 3 résulte des formules de polarisation.
3 = 2 résulte de la définition de la norme ||z|> = (z,z). O

Théoréme 12 Soit E un préhilbertien et (e, )nen une base hilbertienne de E. Alors
1. Dapplication J : x € E — ((z,e5))nen € *(N,K) est une isométrie,
2. cette isométrie est surjective si et seulement si E/ est complet,

3. Pour tout x € E, x =Y )7 ((x,en)en. De plus, cette série est commutativement convergente :

pour tout v € E et 0 : N = N bijective, x = 3 (T, €q(n))€o(n)-
Remarque 16 Il faut bien comprendre ce que signifie x =Y " (x, en)en.
— La convergence de la série est au sens de la norme préhilbertienne de H :

N

T — Z(m,en>en

n=0

Ve € E,Ve > 0,3ng =ng(z,¢e) € N tel que <e€,YN =ng.

En particulier, la convergence de la série n’a pas forcément lieu si on considére une autre norme
que la norme hilbertienne de H !

— Notez que la série > (x,epn)e, est convergente dans H, mais qu’elle n'est pas forcément absolu-
ment convergente : il se peut que la série Y |(x, ey)| diverge.

~ Si H est un Hilbert non séparable, par exemple H = 12([0,1]), alors cet énoncé peut étre géné-
ralisé, mais on ne peut pas se ramener & des séries, il faut manipuler des sommes de familles
sommables, indexées par un ensemble non dénombrable.

Preuve :

1. L’aspect isométrie résulte de 1 = 2 dans le thm précédent.

2. Si cette isomeétrie est surjective, alors (E, ||.||) est isométrique & (12(N, K), H||2>, qui est complet,
donc (E, ||.]|) est complet.
Réciproquement, supposons que E soit complet. Soit (2,,)nen € [?(N). Notons u, := Z?:o zje;
pour tout n € N. Alors (up)nen est une suite de Cauchy dans E, car, pour n < p, on a

(Pythagore)
p e
e —ugl?= 3 P < Yl — 0.
j=n+1 Jj=n+1

Comme E est complet, la suite (u,)pen converge dans E. Notons z € E sa limite. Pour tout
j €N, ona (CYS)

<x7€j> = <un7€j> =Ty,

im
n—oo

car la suite ((un,e;))nen est stationnaire en z;, pour n > j. Ainsi, J(x) = (Zn)nen
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3. Soit x € E. On a

N
x — Z()(x, en)en|| = dist(x, F) e 0.
n=

Ceci montre que la série Y (z, e,)ey, converge dans (H,|.||) et que sa somme vaut z.

Soit o : N — N bijective. Il est clair que, si (e, )nen est un base hilbertienne de E alors (€4(n))nen
est aussi une base hilbertienne de E. Ainsi, x = ) (z, e5(n)) €0 (n)- O

5.4.3 Application aux séries de Fourier
On muni le C-ev L?((0,27),C) du produit scalaire

2

(o) =5 [ Taae

et de la norme associée ;
1/2

1£ll2:= <217T /O%If(t)]th> ,

qui en font un espace de Hilbert. On définit, pour tout n € 7Z,

en: R — C

t = eint

Théoréme 13 (e,),cz est une base hilbertienne de L*((0,27),C).

Preuve : 1l s’agit clairement d’une famille orthonormée. Il suffit donc de monter que I’ev des poly-
nomes trigonométriques, Vectc{e™;n € Z}, est dense dans (L2((0,27),C),||.|l2)-

Stratégie 1 : On applique le théoréme de Stone Weierstrass. (cf compléments d’Arnaud Debussche)
Stratégie 2 : On utilise le Théoréme Fejer. Soit f € L2((0,27),C) et € > 0. Par densité de C°([0, 27], C)
dans (L%((0,27),C), ||.|l2), il existe g € C°([0, 27],C) telle que || f — g2 < €/2. Grace au théoréme de
Fejer, il existe un polynéme trigonométrique P tel que ||g — Pll2 < €/2. Alors ||f — Pll2 < e. O

Corollaire 4 1. Si f € L*(0,27) alors la série . c,(f)en converge dans L?(0,27) et sa somme
vaut f : f =32 cu(f)en dans L*(0,27).

n=—oo

2. Si f,g € L*(0,27) alors

1 21

<fag> = 5 f(t)ﬁdt: ch(f)cn(g)'

27T0

En particulier
1
T

2m
118 = 5= [ @)Pde= 3 leatn)?,

autrement dit, Uapplication

est une isométrie.

3. Si f € L?((0,27),C) et si sa série de Fourier (Dy * f)nen converge simplement sur
(0,27) alors sa somme coincide avec f presque partout.
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Remarque 17 1l faut étre trés prudent avec Uécriture f = 312 ¢, (f)en : elle signifie précisément

n=-—oo N
/27r
0

Par exemple, en l'absence d’hypothése supplémentaire, on n'est pas autorisé a évaluer cette égalité

£(t) - (DN*f)(t))th 0.

N—oo

en un point donné t € [0,27], car la suite (DN * f(t))N N peut trés bien ne pas converger dans C.
€

L’hypotheése de convergence simple dans l’énoncé 3 est donc importante.

Preuve : Les premiers énoncés résultent des thm [I3|et[I2] Montrons le dernier. On sait que Dy * f —
f dans L2(0,27) donc (réciproque de Lebesgue) il existe une extraction ¢ telle que Dyny x f(t) —
f(t) pour presque tout ¢ € (0,27). Alors, par unicité de la limite p.p. de Dy * f, on a f(t) =
S cn(f)e™ pour presque tout t € [0, 27]. O

n=—oo

5.4.4 Autres exemples de bases hilbertiennes

Des exemples de bases hilbertiennes :
1. les exponentielles complexes dans L?(T).

2. les polynoémes orthogonaux :
— polynomes de Legendre [Hirsch-lacombe, Ex 4, page 114|
— polynémes d’Hermite [Hirsch-lacombe, Ex 5, page 114]
— polynomes de Tchebycheff [Hirsch-lacombe, Ex 6, page 115]
— polynomes de Laguerre [Hirsch-lacombe, Ex 7, page 114]

3. la base de Haar [Hirsch-lacombe, Ex 13, page 114]
4. (€®™ 1 ki) (nakyezz dans L*(R, C)

Des exemples d’Hilberts non séparables
1. (?(I) o I est un intervalle de R
2. voir [Hirsch-Lacombe, Ex 10, page 116]

5.5 Au programme de l'interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation

— toutes les définitions,

— énoncé et preuve des inégalités de CYS, identité du parallélogramme et de Pythagore, formules
de polarisation,

— énoncé du thm de projection sur un convexe fermé, exercices d’application directe (voir TD),

— énoncé du TSO, exercices d’application directe (voir TD),

— énoncé du critére de densité, exercices d’application directe (voir TD),

— énoncé du thm de Riesz, exercices d’application directe (voir TD),

— énoncé de la caractérisation des BH par 1’égalité de Bessel,

— énoncé des résultats classiques sur les séries de Fourier : comportement asymptotique des coef-
ficients, thm de Dirichlet, thm de Fejer dans C°, thm de convergence L?.

5.6 Quelques exercices corrigés

Exercice 1 : Soit (ng)ren une suite strictement croissante d’entiers > 0 et

Fi={z=(zp)nen € P*(N,R) ; @n, =0,Yk €N} .
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1. Montrer que F est un sev fermé de [2(N) (muni de sa norme canonique).
2. Déterminer Pr(x) pour x € [?(N).
3. Déterminer dist(z, F') en fonction des zp,.
SOLUTION :
1. Stratégie 1 : Via une ALC. L’application linéaire
L: *(N,R) — [*(N,R)
(Tn)nen = (Tny)kenN

est continue car ||L(z)||2 < ||z||2 pour tout x € I>(N,C). Donc F = Ker(L) est un sev fermé de
(PN, R), [1[12)-

Stratégie 2 : Caractérisation séquentielle. Soit (a:j)jeN une suite de F' qui converge vers x dans

GO |
— pour tout j € N, 27 = (2},)nen € [2(N) et o, = 0 pour tout k € N,
: S \1/2
— 2= (2p)nen € P(N) et ||z — 27||2 = <ZZO:0 |z, — .%‘%‘2) tend vers zéro quand [j — oo.
Montrons que = € F, c’est-a-dire que z,, = 0 pour tout £ € N.
Soit £ € N. On a, pour tout j € N|

|y | = [, — ap, | < lz— 272
donc, en passant a la limite [j — oo] on obtient z,, = 0.
2. Soit = (zn)nen € 12(N) et A := {ny; k € N}. On définit, pour tout n € N

_ fapsing A,
I = 0sine A,

Alors y := (yn)nen appartient a F. Montrons que Pr(z) = y.
Stratégie 1 : Via la définition de Pr(x). Pour tout z € F, on a

[e.e] o0}

lz =203 =) lzn, >+ D lan —2af® 2 ) l2n,[* = Iz — yll3.

k=0 n¢A k=0
Ainsi, ||z — y||2 = dist(z, F') donc (unicité) y = Pp(x).
Stratégie 2 : Via la caractérisation. Pour tout z € F, on a

o0

(x—y,2) = Z(xn —Yn)zn =0

n=0

car (x, — yn) = 0 lorsque n ¢ A et z, = 0 lorsque n € A. D’aprés la caractérisation du projeté
orthogonal de = sur F, on en déduit que Pr(z) = y.

: 00 1/2 00 1/2
3. On a dist(z, ') = ||z — Pp(x)||2 = (ano |z, — yn‘Q) = (Zk:o |xnk‘2) / .

Exercice 2 : Calculer min {f_ll |23 — az? — bz — c|*dx; (a,b,c) € R3}.

SOLUTION : On applique le théoréme de projection avec
~ H = L?*(—1,1), muni de son produit scalaire canonique, qui est un Hilbert,
— F =Ry[X] qui est un sev fermé de H, car de dimension finie,
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— le vecteur g : x — 23 de H
Ainsi, il existe un unique vecteur P € F tel que ||g — P|[2 = min{[|g — Q||2; @ € F'}. Pour le calculer,
on cherche une base orthonormée de F, en appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-
Schmidt & la famille (1, X, X?). On obtient by = \f’ by = \/gX et by = \/>(X2 - 7) (tirer profit des
propriétés de parité/imparité des fonctions en jeu pour voir que certain produits scalaires sont nuls).
Ainsi, P = (g,bo)bo+ (g, b1)b1+ (g, b2)ba. Comme g est impaire et by, be sont paires alors P = (g, b1)b;.
Ainsi
dist(g, F)* = |lgl3 — (9,

= ot <f Vi)

—2-3 -

Exercice 3 : Nous avons vu que I’égalité du parallélogramme est cruciale dans la preuve du théoreme
de projection. Le but de cet exercice est de proposer un contre-exemple, dans un Banach dont la norme
ne vérifie pas 1’égalité du parallélogramme.

1. Montrer que (C°([0,1],R),||.]ls0) est un espace de Banach et que |.|oo ne vérifie pas 1’égalité
du parallélogramme.

2. Montrer que F := {f € C°([0,1],R); f(0) = 0et 0 < f < 1} est un convexe fermé de
(C°([0,1], R), [|-lloo)-

3. Montrer que dist(1, F') = 1 est atteinte en tout point de F.

SOLUTION :

1. Prenons a =1 et b = x. Alors (faire un dessin)
la+bl% +lla—bl3 =22 +12 =5 et 2(llall% +IbI3) =2(1 +1) =4

donc |[|.||co ne vérifie pas I’égalité du parallélogramme.
2. La convergence uniforme sur [0, 1] conserve les 2 contraintes.

3. Pour toute fonction f € Fona |[[1— flleo <lcar 0< f<1let|1— flloo=>1— f(0)=1 donc
Il — flloo = 1. Ainsi dist(1, F') = 1 et elle est atteinte en tout point f € F.

Exercice 4 : Le but de cet exercice est d’insister sur les hypothéses du TSO (complétude de H et
caractére fermé de F') en produisant 2 contre exemples en leur absence.

1. Montrer que E := C%(]0,1],R), muni du produit scalaire canonique de L?(0,1) est un espace
préhilbertien, qui n’est pas un Hilbert.

2. Montrer que F := {f € C°([0,1],R); f = 0 sur [0,1/2]} est un sev fermé de (C°([0, 1], R), ||.||2).
3. Montrer que F'+ = {g € C°([0,1],R); g = 0 sur [1/2,1]}

4. Montrer que E # F + F*.

5. Montrer que c.(N) est un sev non fermé de 1?(N). Justifier que 1% # c. + c~.

SOLUTION :

1. Il n’est pas fermé dans (L2(0,1),].]|2) donc pas complet.

2. Soit (fn)nen une suite de F qui converge vers f dans (C?,|.|2) :
— pour tout n € N, f,, est une fonction continue sur [0, 1], qui s’annule sur [0, 1/2],

1/2
— f est une fonction continue sur [0,1] et || f — full2 = (fol |(f — fn)(t)|2dt> tend vers zéro
quand [n — o0].
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Montrons que f € F, c’est-a-dire que f = 0 sur [0,1/2]. Pour tout n € N, on a

1/2 1/2
2 _ 2 2
/0 0] dt—/o I(F = fu) (1) 2dt < /\f £ (@)t

En passant & la limite [n — oo], on obtient f = 0 sur [0,1/2] (une fonction continue > 0
d’intégrale nulle est indentiquement nulle).

3. L’inclusion du membre de droite dans le membre de gauche est évidente. Montrons l'inclusion
réciproque C.
Soit g € FL g € C°([0,1],R) et fo t)dt = 0 pour tout f € F, ou, de facon équivalente,
f1/2 t)dt = 0 pour tout f eF (car f = 0sur [0,1/2]). Remarquons que {f|;/21];f €
F} = {f € C’O([l/Q, 1]); f(1/2) = 0} (raisonner par double inclusion). Ainsi,

1

F)gt)dt =0, VfeC'(1/2,1],R) telle que f(1/2) =0.
1/2

Pour € € (0,1/2), on note & la fonction continue qui vaut 0 sur [0,1/2], qui vaut 1 sur [1/2+¢, 1]
et qui est affine sur [1/2,1/2 + €]. En appliquant la relation précédente a f = £.g, on obtient

1

E(t)gt)?dt =0, Vee (0,1/2).
1/2

On a
— &()g(t)* — g(
t

¢
— [&(t)g(t)*] < g(
de e,

donc le théoréme de convergence dominée justifie que

)2 quand [e — 0], pour tout ¢ € (1/2,1),
t)2 pour tout t € (1/2,1) : domination intégrable sur (1/2,1) et indépendante

E(t)g(t)?dt — [ g(t)dt.
1/2 =0 Jy/2

Ainsi, f11/2 g(t)?dt = 0 donc g = 0 sur [1/2,1]. (une fonction continue > 0 d’intégrale nulle est

indentiquement nulle)

4. Par 'absurde, supponsons que E = F+F. Alors il existe f € F et g € F* telles que 1 = f+g.
En particulier, 1 = f(1/2) + g(1/2) = 0 : contradiction.

5. ¢ = {0} (tester la relation d’orthogonalité contre e, pour tout n) et c. # 1? donc 12 # ¢, + cr.

Exercice 5 : Notons L2, (R, C) I’ev des fonctions R — C qui sont 2m-périodiques. Formuler une CNS

per
sur p € L2, (R,C) pour que Vect{7,p;a € R} soit dense dans L2,,.(R,C). Le démontrer.

per ( per (

SOLUTION : On va montrer que Vect{7,p;a € R} est dense dans LPET(R, C) ssi ¢n(p) # 0 pour
tout n € Z.

Supposons que ¢, () # 0 pour tout n € Z et montrons que Vect{r,p;a € R} est dense dans

R, C). Pour cela, on va utiliser le critére de densite. Soit f € L2, .(R, C) telle que

per( per(

0= f VTap(t ch cn(@)e™, VYaeR
0 nez
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(identité de Bessel). La somme de la série du membre de droite définit une fonction continue de a € R
(car ¢, (f)en(p) € 11, cest CYS). L'égalité de Bessel justifie alors que

2
Slealhene) = 5= [ X

neL neL

2

cn(fen(p)e™| da =0

donc ¢, (f)en(v) = 0 pour tout n € Z. Or, c,(p) # 0 donc ¢, (f) = 0 pour tout n € Z. Ainsi, f = 0.
Montrons maintenant I'implication réciproque. Nous procédons par contraposée. S’il existe ng € Z
tel que cp, () = 0 alors la fonction f(t) := e™0! satisfait (identité de Bessel)
2
f@)Tap(t)dt = cpy(p)e™ =0, VaeR
0

donc f est orthogonale a Vect{7,¢;a € R}, qui ne peut donc étre dense.

Exercice 6 : Une suite (u,)nen de [0, 1] est equirépartie si, pour tout [a, b] C [0, 1]

1
1Card{k‘ € [0,n];ux € [a,b]} - (b—a)

1. Montrer que (u,)nen est équirépartie ssi

1
dt Vf e ¢°([0,1],R).
NHZf ) |, F@dees € (0,1 R)

2. Montrer que (uy)nen est équirépartie ssi

1
NHZGQ’”W — 0,YAEN".
n—,oo

SOLUTION :

1. = approcher f € C” en norme ||. || par une fonction en escalier (Heine). < Encadrer 1(,; par
2 fonctions continues & distance < € en norme |.||; (dessin).

2. <= Utiliser la densité des polynomes trigo dans (C°[0, 1], ||.||oc) (Fejer).

Exercice 7 : Polynéme de Legendre. On note (e,)nen I’ orthonormahsee de gram—Schmidt de la
famille (X™),en dans L?(—1,1), muni du produit scalaire (f, g) f f(t)
1. Calculer ey, e1, es.

2. Montrer que e, (t) = n+1/2$—7; [(t2 - 1)"} pour tout n € N.

2nn!
SOLUTION :

1. On obtient ¢y = 2, e1 = \[X et eg = \/%(XQ _ %)

2. 1l est clair que le membre de droite est un polynéme de degré n. Pour conclure, il suffit donc de
montrer que |le,||2 =1 et (e, em) = 0 si n # m. Des IPP successives justifient que, pour tout
neN

/ 11$[<t2—1>"}£[<t2—1>”]dt—<—1>" / -1 [(-1y]at = -1y en) / (-1,

-1 -1
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et

! 2 _1\n _ ! 1\ n _ (_1\n 1ﬂn . (-1)”71'
/1(t ! dt_/l(t D)t = (1) /1 (n+1)...(2n) t = (n+1)...2n)2n + 1)

qui permettent d’obtenir |le,||o = 1. Par ailleurs, si m < n alors (IPP)

/11 % [(ﬁ . 1)“} % [(t2 . 1)’"} dt = (~1)" /11(t2 —~ 1)”57;: [(tz - 1)’"} dt =0.

Exercice 8 : Polynéme de Tchebychev.
1. Montrer que H := L? ((—17 1), & > est un Hilbert.

V1—x2
2. Montrer que, pour tout n € N, la fonction 7T}, : = — cos[nArcos(z)] est un polynéome de degré

n.

3. Montrer que la famille (T},),en est une base hilbertienne de H. Indication : utiliser le CVAR
x = cos(f).

Les polynéme de Tchebyshev sont utilisés en analyse numérique, dans ’approximation polynémiale
des fonctions : leurs zéros sont de bons points d’interpolation, ils permettent de limiter 'effet de
Runge.

5.7 Annexe 1 : Application du théoréme de Riesz : résolution d’EDP
elliptiques

Le théoréme de Riesz permet de résoudre des équations du type

—Au+u=f, dans Q,
u = 0 sur 0f2.

Proposition 35 Soit Q un ouvert régulier de R"™. Pour tout f € L*(Q), il existe une unique fonction
u € H? N HY(Q) vérifiant —Au+u = f dans L*(1).

Lorsque 2 = (0,1) est un intervalle de R, cette équation se résout explicitement par méthode de
variation de la constante :

u(z) = Csin(mx) + 1 /Off sin[m(x — )] f(s)ds .

s

On vérifie alors sur cette formule que v € H! lorsque f € L?. Mais en dimension n > 1, sur un ouvert
arbitraire, il n’y a plus de formule explicite : 'approche théorique est alors nécessaire. Dans cette
section, nous exposons le principe de la preuve multi-D (n > 2). Mais, pour simplifier la présentation,
nous le faisons en dimension n = 1.

On définit
HY0,1) := {v € L*(0,1);v" € L*(0,1)},

ou v’ est la dérivée distributionnelle de v dans D’'(0,1), cad

1
W, ) = / o(@)¢ @)z, Vo e C(0,1)
0
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[voir Hirsh-Lacombe, Partie 3, pour le B-A-BA des distributions]. On munit H'(0,1) du produit
scalaire

1
{u, v) :—/O (u'v" + wv)(x)dx

1
ol = \/ / /(@) + o) P)de.

Proposition 36 1. Tout élément u € HY(0,1) admet un représentant u € C°([0,1]) : u =14 p.p.
sur (0,1) et

et de la norme associée

u(z) —u(y) = /x o' (t)dt Yz, y € [0,1].

Dorénavant, on identifiera la classe d’équivalence v € H'(0,1) avec son unique représentant
continu .

2. H'(0,1) est un Hilbert.

Preuve :

1. Soit w € H'(0,1). La fonction u(z) := [} v/(t)dt est continue sur [0,1] (CVD). II suffit de
montrer que (u— )" = 0 dans D'(0,1) en vertu du Lemme {4 ci-dessous. Soit ¢ € C°(0,1). On

@ oo = | 1 ( / ' u’<t>dt) oz =~ | (1) / ()t / (D)t

ce qui fournit la conclusion. L’interversion d’intégrales dans la 2e égalité est justifiée par le

théoréme de Fubini car )
/ (/ |u’(t)|dt> ¥/ (2)]dz < 00. O
0 0

2. Soit (un)nen une suite de H(0,1) de Cauchy pour ||.|g1. Alors (un)nen et (u),)nen sont de
Cauchy dans L?(0,1) donc (complétude de L?) il existe u,g € L?(0,1) tels que

lan = ull 2,y =2 0 et llun = gllz20,) =2, 0-

1 1
[ Cundd = [ WeeczO)
0 0
donc, a la limite,
1 1
= [u= [ ge. voeczo).
0 0
Ceci montre que u' = g dans D'(0,1) donc u € H(0,1) et |jun — ul| g1 — 0. O
Lemme 4 Soit f € L}, (0,1) telle que f' =0 dans D’'(0,1). Alors 3IC € R tq f = C p.p.

Preuve du Lemme : Soit ¢ € C2°(0,1) telle que fol P =1.
Soit ¢ € C2°(0,1). La fonction = — p(z) — (fol cp) P(x) est C°(0,1) d’intégrale nulle, donc

@ = [ o) - ([ ¢) vis)] as
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est C2°(0,1) et satisfait ¢! = ¢ — (fol cp) . On a

0= {f.Opp = /f /f dw+</01@>/01f(x)w(x)dx

Ceci est vrai pour tout ¢ € C°(R), ce qui fournit la ccl avec C' = fol f(x)Y(x)dx. O

On définit
H3(0,1) := Adhyp o1 (C;;O(o, 1)) .

(Pest un sous-espace vectoriel fermé de H'(0, 1) donc, muni du méme produit scalaire que H', H}(0,1)
est un Hilbert.

Proposition 37 On a H}(0,1) = H'(0,1) n CJ([0,1]).

Cette proposition donne un sens aux conditions aux limites du probléme aux limites qu’on sou-
haite résoudre.

Preuve : Etape 1 : Montrons que H(0,1) C H'(0,1) N CY([0,1]). Soit f € H(0,1) : il existe
(fn)nen C C°(0,1) telle que f, — f dans H'(0,1). Comme f,, — f dans L?(0,1) alors (réciproque
de Lebesgue), quitte a extraire, f, — f p.p. Soit @ € (0,1) tel que f,(a) = f(a). D’aprés la
proposition précédente, on a

(o = @) = (fa = (@) + [ (fu= £ ()t Yo € (0.1).

Donc (CYS)
[(fn = @) < 1(fn = @]+ 1(Fn = £) lL20,0) V2 € (0,1).
cad f,, converge vers f uniformément sur (0,1). Alors, en particulier, f(0) = f(1) = 0.
Etape 2 : Montrons que H'(0,1)NC§([0,1]) € H(0,1). Soit f € H(0,1) telle que f(0) = f(1)

0. Par densité de C2°(0, 1) dans L2(0 1), il existe (¥)neny C C°(0,1) telle que 1, — f’ dans L2(0,1).
Alors A\, := fo P — fo ff=rf1)=f0)=0d apres CYS et la proposition précédente.
Soit ¢ € C(0,1) telle que fo C=1cet fu(z) = [ [n(t) — AnC(t)]dt. Alors f, € C(0,1) et
fn — f dans H'(0,1) car
— fr =1, — A — f' dans L?(0,1),
— fn converge vers f uniformément sur (0, 1) et donc dans L%(0,1); en effet,

(= @) = [ =Pt =, [ ¢ ¥ae 0),
=A@ < 0 — Pl + Pl €0y ¥ € (0,1).0
Preuve de la Proposition [35]: Soit f € L?(Q). La forme linéaire
eemo.n~ [ o) f(x)da
est continue car (CYS)

< lellzollfllzz0,) < N ll2onllella o, -

1
/ (@) f(2)da
0
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D’aprés le théoréme de Riesz, il existe u € H& (0,1) telle que

/01 <u’(x)cp’(a:) + u(a:)go(a:))dm = /01 f(x)p(x)dz, Vo€ L*0,1).

En considérant des fonctions test ¢ € C°(0,1), on en déduit que —u” +u = f dans D’(0,1). Comme
u et f appartiennent & L?(0,1) alors u” = u — f appartient aussi a L2(0,1), cad u € H?(0,1), et
I'égalité —u” +u = f a lieu dans L?(0,1). O
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Chapitre 6

Théorie de Baire et applications

6.1 Théoréme de Baire

Théoréme 14 (Théoréme de Baire) Soit (E,d) un e.m. complet

1. 8i (Op)nen= est une suite d’ouverts de (E,d) denses dans (E,d), alors € := Nyen+O,, est dense
dans (E,d).

2. Si (Fy)nen- est une suite de fermés de (E,d) d’intérieur vide dans (E,d), alors Upen-Fy, est
d’intérieur vide dans (E,d).

Preuve du 1. : Soit w un ouvert non vide de E. Montrons que w N # ().
Etape 1 : Construisons, par récurrence, une suite (Ip)nen de points de E el une suite (ry)nen de
réels tels que,
B(zg,7r0) Cw,

r
B(Zpt1,7n+1) C B(xp, ) NOpt1 et 0 <7rpy1 < En’ Vn € N.

n =0 : Soit zy € w. Comme w est ouvert, il existe ro > 0 tel que B(xzg, 1) C w.

n— (n+1): Soit n € N* et supposons construits (zo, ..., Zn) €t (70, ...,7n). Opt1 est un ouvert
dense de (X, d) donc il rencontre Vouvert B(xy,, ). Soit xy11 € Opy1 N B(xy, ry). Comme Opqq N
B(xp, ) est ouvert, il existe 7,41 > 0 tel que B(xp41,2rp41) C Opt1 N B(2y, ). Quitte & réduire
Tn+1, ON peut supposer que 7,41 < r,,/2. Alors

B(xn—‘rl; 7“n—i-l) - B(xn-‘rly 2Tn+1) - |:On+1 N B(xn; Tn)
FEtape 2 : Montrons que w N # (. La suite (z,)nen est de Cauchy dans (E,d) car

d(zp,xp) <1y < on Vo< n<p.
Comme (F,d) est complet, alors elle converge vers un point z, € E. Pour tout n € N, la suite
(xp)p=n est & valeurs dans B(xy,,ry,) donc o € B(xy, ). En particulier,
— on obtient, avec n =1, xo € B(x1,71) C B(zg,70) C w,
- Too € B(xy, ) C Oy pour tout n € N*, donc x4 € Q. O

Contre-exemple : (sans hypotheses de complétude) E := ¢.(N,R), muni de la norme ||.||oo est un
espace métrique qui n’est pas complet. Pour n € N, O,, := {(x)ken; Zn # 0} est un ouvert dense de
(ce(N,R),||.]loc) (en effet, si x € E'\ Oy, alors x + €ep, € Oy, pour tout € # 0 et ||z — (x + €ep)||co = €).
Mais NpenOyp = 0 n’est pas dense dans (c.(N,R), ||.|lc0)-

81
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Exercice : Soit (H,(.,.),]||.||) un Hilbert et (f,)nen une suite de H. Montrer que I'ensemble {g €
H; (g, fn) # 0,Vn € N} est dense dans (H, ||.]]).

Le théoréme de Baire a de nombreuses applications directes, qui pourront étre vues en TD (refé-
rence : Gourdon, Analyse)

— Un evn admettant une base (algébrique) dénombrable (non finie) n’est pas complet.

— Les fonctions continues nulle part dérivables sont denses dans (C9([0, 1], R), ||.]|o0)-

— Une fonction dérivée est continue sur un ensemble dense.

6.2 Théoréme de Banach-Steinhauss

6.2.1 Enoncé

Théoréme 15 (Théoréme de Banach-Steinhauss) Soient (E,||.|z) un Banach, (F,|.|F) un
evn et (T;)icr une famille (non nécessairement dénombrable) d’applications linéaires et continues
de (E,||.|\g) dans (F,||.||F). On suppose que

Sup{||Tiz||F;i € [} < +00,Vx € E.

Alors
Sup{||Tillz.(p,F);i € 1} < +00.

Ce thm, tres fort, permet de déduire d’estimations ponctuelles une estimation uniforme.

Preuve : Pour (n,i) € Nx I, X,,; := {x € E;||Ti(z)||r < n} est un fermé de (E, ||.||g), comme image
réciproque du fermé [0,n] par Papplication continue x € E +— ||T;(z)|/r. Alors, pour tout n € N*,
Y, ={z € E;||Tiz| < n,Vi € I} = NijerX,,; est un fermé de (E, ||.|p) comme intersection (qlq) de
fermés. Par hypothese, (E, ||.||g) est complet et Upen+Y,, = E est d’intérieur non vide. Donc, d’aprés
le théoréme de Baire, il existe ng € N* tel que Y,,, soit d’intérieur non vide : il existe xg € E et r > 0
tel que Bg(zo,r) C Yy, cad

‘|E(ZUO+TZ)‘|F<’I%0, ViEI,ZEBE(O,l).
On en déduit (linéarité et inégalité triangulaire) que
< I Tizo +r2) || r + [|Ti(20) || F

F r

27‘&0
< —
r

Tl = | (B +2) - Tiaw) | Wiel.zeBp0.1).

Ainsi ,
n .
1Till oy < 70, VieI.O

Le théoréme de Banach Steinhauss est souvent utilisé sous la forme suivante.

Corollaire 5 Soient (E,||.|g) un Banach, (F,|.|r) un evn et (T),)nen une suite d’applications
linéaires et continues de E dans F. Si la suite (T,)nen converge simplement vers T sur E alors

(Tl c.pmin €N} < o0, TELABF),  ITlcur < lminf | Tlc.qe.r

Remarque 18 L’hypothése (T, )nen converge simplement vers T sur E’ signifie que, pour tout x €
E, la suite (T,,(x))nen converge dans (F,||.||r) vers un vecteur T'(x) € F.

Contre-exemple : E = ¢.(N,R) muni de la norme ||.||s est un evn qui n’est pas complet. Pour
r = (Tk)ken, on définit T,,(z) := nx,. Alors T, est un opérateur linéaire et continue (c.(N,R), ||.||oc) —
(R,|.]) de norme subordonnée ||T,,|| = n. Pour tout = € c.(N,R), (T},(x))nen est stationnaire en zéro
donc sup{|T,,(x)|;n € N} < co. Cependant sup{||T,| = n;n € N} = occ.
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6.2.2 Application aux séries de Fourier
Le théoréme de Banach Steinhauss a de nombreuses applications. Il permet notamment de dé-

montrer le résultat suivant.

Proposition 38 II eriste f € C°(R,C) une fonction 2m-périodique dont la série de Fourier ne
converge pas en t = 0.

Preuve : On muni l'espace C2, (R, C) des fonctions continues et 27-périodiques R — C de la norme

per

[flloo := sup{|f(¥)];t € [0, 27]} .

Ainsi (C).,.(R,C), ||.lsc) est un Banach. Pour tout N € N, on définit
Ay: C),.(R,C) — C
1 27 1 27
f = (Dn* f)(0) = 57 g f(s)Dn(=s)ds = 57 Of f(s)Dn(s)ds .
Etape 1 : Montrons que, pour tout N € N, Ay est une forme linéaire continue sur (Cpe,.(R,C), ||.||ls0)
de norme ||AN|| = ||Dnll1 (avec une norme ||.||1 renormalisée). Fixons N € N*. Pour f € per( ,©),
on a

MO = [3 b7 )P n(s)ds|
< IS ()IIDN s)lds
< WFllos J27 1D (s)lds = 1/ ool Dl

Ceci montre que Ay est continue sur (Cz())er( C),y I'llo) et que ||An]|| < || Dnll1-

Dans la série d’inégalités ci-dessus, le cas d’égalité est réalisé pour la fonction f = signe(Dy),
qui n’est pas continue sur [0, 27]. Donc, pour montrer que ||Anx| = ||Dn||1, nous devons approcher
signe(Dy) dans un sens convenable et travailler a e-prés. Rappelons que

N .
DN(S) _ Z eiks _ Sln[(si\lfl(—;/lzéz)s]

k=—N

donc Dy (0) = Dy (27) = (2N + 1) et, sur l'intervalle ouvert (0,27), Dy change de signe exactement
aux points t = pour k=1,...,2N.

km
N+1/2

Soit 0 < e < gz et fe € Cp., (R, C) qui coincide avec signe(Dy) sur [0, 27] sauf sur les intervalles

<NE/2 — ¢, NE/2 + e) pour k = 1,...,2N, sur lesquels elle est affine. Alors ||fe|lcc = 1 et (faire un
dessin)

21
|lsigne(Dn) — fell1 = 2177/0 |signe(Dpy)(t) — fe(t)|dt < 2Ne.

Alors ,
IAN] = A(fe) = & [T [Dn(t)ldt + o [27( (s)Dy/(s)ds
> [[Dnll1 = ||l fe — gl HDNHoo
> | Dyl — 2Ne(2N +1).

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc ||[Ax| = ||Dn|1 -
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Etape 2 : Montrons que ||Dyll1 — +oo quand N — +o0. On a

HDNHI 1 fﬂ' |Sll’l[(N+1/2) Hds

sin(s/2
> Tlrfo mrl[s}:j/%é))lds par parité
> Tgr foﬂ Mds car 0 <sin(s/2) < s/2
> Tzrfo(N+l/2 Ism( ldr par CVAR 7 = (N +1/2)s
> 2 p Z k+11 16(71:+ | sin(7)|dT = Z;cV:Ol ’f%rl N 0

Etape 3 : Conclusion. Par 'absurde, supposons que (Ayx(f))nen converge pour tout f € peT(R C).
Alors, par le thm de Banach Steinhauss sup{||An|; N € N} < oo : contradiction. On conclut qu’il
existe au moins une fonction f € peT(R, C) dont la série de Fourier en t = 0 ne converge pas. U

Le thm de Banach Steinhauss a de nombreuses autres applications, qui pourront étre vues en TD :

— Non convergence de U'interpolation de Lagrange (ref : Crouzeix Mignot),

— Convergence des methodes de Gauss (ref : Crouzeix Mignot).

Nous en verrons une particuliérement importante au chapitre suivant, sur les suites faiblement conver-
gentes dans un Hilbert.

6.3 Théorémes de I’application ouverte et d’isomorphisme de Banach

6.3.1 Enoncé

Théoréme 16 (Théoréme de ’application ouverte) Soient (E,|.|g) et (F,|.|r) des espaces
de Banach, T une application linéaire continue surjective de (E,|.|g) sur (F,|.|r). Alors il
existe ¢ > 0 tel que, Bp(0,c¢) C T(Bg(0,1)).

Preuve :

FEtape 1 : Montrons qu’il existe ¢ > 0 tel que Bp(0,2¢) C T(Bg(0,1)). Pour n € N* on définit
F, :=nT(Bg(0,1). Les F,, sont des fermés de (F|.||[r) et F' = Upen-F, (surjectivité) donc (Baire)
il existe ng € N* tel que F,,, est d’intérieur non vide. En conséquence T'(Bg(0,1) est d’'intérieur non
vide : il existe yo € F et ¢ > 0 tels que Bp(yo,4c) C T(Bg(0,1)) En particulier, yo € T(Bg(0,1))
donc (linéarité de T' et symétrie de la boule) —yo € T(Bg(0,1)). Alors

Bp(0,4c) = —yo + Br(yo,4c) C T(Bg(0,1)) + T(Bg(0,1)) C 2T(Bg(0,1)).
Ainsi, Br(0,2¢) C T(Bg(0,1)) par linéarité de 7.

Etape 2 : Montrons que Bp(0,¢) C T(Bg(0,1)). Soit y € F tel que |ly|]| < ¢. On cherche x €
Bg(0,1) tel que y = T'(z). Construisons, par récurrence sur n € N* une suite (z,)pen+ de E telle que

1 c )
lznlle < = et |ly—=T(z1+...+2)||lFr < —, VneN*.

2n an’
n=1:0na?2ye B(0,2¢) C T(Bg(0,1)) donc il existe Z; € Bg(0,1) tel que |2y — Z1||r < c.
Alors z1 1= 71 /2 satisfait ||z1]|p < 5 et |ly — T(z1)|lr < §.
n— (n+1):0na2" y—T(z1+...4+2,)] € B(0,2¢c) C T(Bg(0,1)) donc il existe z,41 € Bg(0,1)
tel que |27y — T(z1 4 ... + 20)] — T(Zny1)|| < c. Alors zp4q := ;’;—I} satisfait [|zp41] < Qn% et
ly —T(z1 + ... + zng1)|| < sa7r-
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La série > z, converge absolument dans (E, ||.||g), qui est complet, donc elle converge vers x :=
> mei zn € E. En passant a la limite [n — oo] dans la relation ||y —T'(z14...4 2n)||F < 57, on obtient
(continuité de T') : y = T'(x). De plus (inégalité triangulaire)

[e.e] o0 1
lzle <Y llznlle <) on =11

n=1 n=1

En pratique, on utilise plutét le résultat précédent sous la forme suivante.

Théoréme 17 (Théoréme d’isomorphisme de Banach) Soient (E,|.|g), (F,||.||F) des espaces
de Banach et T une application linéaire continu bijective de E sur F. Alors T~ est continu de
(' |I-l7) dans (E, ||-Ilz)-

Ainsi, pour montrer qu'un endormorphisme entre espaces de Banach est un isomorphisme bi-
continu, il suffit de vérifier qu’il est bijectif et continu : la continuité de I'inverse est automatiquement
vraie.

Preuve : D’aprés le théoréeme de lapplication ouverte, il existe ¢ > 0 tel que, Bp(0,¢) C

Soit y € F'\ 0., alors ﬁ € Br(0,c¢) donc il existe z € Bg(0,1) tel que QHnyHF =T(z). Il en
résulte que y = T (M) donc (bijection) T~!(y) = M Ainsi, [T (y)]| < 2

y € F donc T~ est continu. O

llyll#
Cc

pour tout

6.3.2 Application aux séries de Fourier

Proposition 39 L’application linéaire continue injective

F: (Ll((O,Qw),C),||.||1> — (co(Z,C),II-Iloo)
f = (en(f))nez

n'est pas surjective. (ref : Rudin, chap¥)

Preuve : Par 'absurde, supposons que F soit surjective. Alors, par le théoréme d’isomorphisme
de Banach, F~! est continue : il existe C' > 0 tel que, pour tout f € L'((0,27),C), ||fll1 <
C|l(en(f))nezllco- Appliquons cette relation a f = Dy alors |Dylj1 < C,¥N € N. Or, nous avons
montré dans la section précédente que ||Dy |1 N oo contradiction. O

Remarque 19 Pour montrer que F est injective, on peut utiliser le thm de Fejer dans L'(0,2m) :
voir 'exercice corrigé plus loin.

Le théoréme d’isomorphisme de Banach a de nombreuses autres applications. En le combinant
avec une méthode hilbertienne et le théoréme de Riesz, on peut par exemple démontrer I’étonnant
résultat suivant. (ref : Rudin Functional analysis p.111)

Proposition 40 Soit Q un ouvert borné de R et S un sous-espace vectoriel de L'(Q,R) contenu
dans L= (2, R). Alors S est de dimension finie.
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6.4 Au programme de l’interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation

— P’énoncé précis du thm de Baire,

— I’énoncé précis du thm de Banch-Steinhauss,

— I’énoncé précis tu thm de 'application ouvert,
I’énoncé précis du thm d’isomorphisme de Banach,
des exercices d’application directe de ces 4 théorémes.

6.5 Exercices corrigés

Exercice 1 :
1. Pour f € LY(R,C) et a € R, on définit

wf: R — C
x = f(x—a)

Montrer que, pour tout f € L'(R,C), ||7of — fllzr®) — 0 quand a — 0.
2. Montrer que, pour tout f € L*(0,27), |[Kyx * f — f|1 — 0.
N—oo
3. Montrer que la transformée de Fourier f € L'(0,27) = (co(f))nez € co(Z) est un application
linéaire continue et injective.
SOLUTION :

1. Pour f € C’g(R) on utilise le thm de Heine et la mesure finie du support. Dans le cas général,
on exploite la densité de CO(R) dans (L'(R),|.]|1).

2. Le thm de Fejer L' se démontre en decoupant l'intégrale f;_ﬂ f;_ﬂ ..

= f‘s‘<5... + [T f6<\s\<7r .... Dans le premier morceau, on utilise que ||f — 7sf|1 = 0.

. en deux morceaux :

Dans le deuxiéme morceau, on utilise que |K,(s)| < m.

3. Si F(f) =0alors Ky * f =0 donc f =0 dans L.

Exercice 2 : Soit F' un sev fermé de (CO([O, 1, R), ||Hoo) ne contenant que des fonctions déri-
vables sur [0,1]. Le but de cet exercice est de montrer que F' est de dimension finie.
1. Soit zg € [0,1]. Pour y € (0,1) \ {zo}, on définit

R

%
N f(y)—f(zo0)
Yy—xo

T,: C°0,1],R)
]

(a) Montrer que, pour tout y € (0,1)\{zo}, T}, est un forme linéaire continue sur (CO([O, 1, R), HHoo)

(b) Montrer qu'il existe My, > 0 telle que ||T,||pr < My, pour tout y € (0,1) \ {zo}.
(c) Montrer Br(0, 1) est équicontinue en xg, cad que, pour tout € > 0, il existe n = n(xp,€) > 0
tel que, pour tout y € [0, 1] vérifiant |z — y| < n alors |f(y) — f(z0)| < €.
2. Montrer que Bp(0,1) est équicontinue sur [0,1], c’est & dire que, pour tout € > 0, il existe
n =n(e) > 0 tel que, pour tout z,y € [0, 1] vérifiant |x — y| < n alors |f(y) — f(x)| <e.
3. Montrer que (EF(O, 1), ||Hoo> est compacte.

4. Montrer que F' est de dimension finie.
SOLUTION :
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1. Soit xp € [0, 1].

(a)

()

Soit y € (0,1) \ {zo}. Ty est clairement linéaire. De plus, pour tout f € C°([0,1],R), on a

@)+ @) _ 2

ly — o h ly — xol

<

T,(F)] = \f = fi) 1l

Donc T}, est continue.

On applique le théoréme de Banach-Steinhauss :
— (F,||.]|s) est un Banach, comme sev fermé du Banach <CO([O, 1], R), HHOO),

— (R, |.|) est un evn,

— (Ty)ye(0,1)\{zo} st une famille d’applications linéaires et continues de (F)|.|~) dans
®.]),

— Pour tout f € F, sup{Ty,(f);y € (0,1) \ {zo}} est fini. En effet, il existe 6 > 0 tel que
fW—f@o) _

= (mo)‘ < 1 pour tout y € [0, 1] vérifiant |y — z¢| < 0 et alors

|f'(zo)| +1 sily—axo| <0,
T, < .
T, ()l { Nl sily—mol >,

D’apres le théoréme de Banach-Steinhauss, M, := sup{||Ty||r;y € (0,1) \ {xo}} est
fini.
— Soit € > 0 et (g, €) := 57— Pour tout y € [0, 1] vérifiant |y — x| < n(zo,€), on a
0

€

[£(w) = F(2o)l = I(y = 20)Ty (NI < 37—

N

My, = €.

Soit € > 0. Comme [0, 1] est compact, on peut extraire du recouvrement

Tg,€/2
0,11 € Upyegu 8 (0, 52

un sous-recouvrement fini (Borel Lebesgue)

Ti,€/2
[0, 1] C UlgjgnB <l‘j, 17(]2/))

Soit n(e) = min{w;j = 1,...,n}. Solent z,y € [0, 1] vérifiant |z — y| < n. Il existe
je{l,...,n} tel que z € B <a:j, M) Alors z,y € B (z;,1(z;,€/2)) donc
|f(2) = W < |f(@) — fz)| + [f(25) = f(y)] <

+ - =€.

N

On applique la théoréme d’Ascoli :

— ([0,1],].]) est un em compact,

— (R, ].|) est un em complet,

— pour tout xg € [0, 1], 'ensemble {f(xz¢); f € Br(0,1)} est relativement compact dans R,
car borné par 1;

— Bp(0,1) est équicontinue, d’aprés la question précédente

donc Bp(0,1) est relativement compacte dans (CO([O, 1], R), H||oo> Or, 'adhérence de la

boule ouverte Br(0,1) pour la topologie de la norme ||.|« est la boule fermée Br(0,1).

Donc Bp(0,1) est compacte dans (CO([O, 1],R), H”oo)

D’aprés le théoréme de Riesz, F' est de dimension finie.
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Chapitre 7

Topologie faible dans les Hilbert

7.1 Suites faiblement convergentes dans un Hilbert

Definition 28 Soit (H,(.,.)) un espace de Hilbert. Une suite (f,)nen de H converge faiblement
vers f si (fn,g) — (f,g) pour tout g € H (la limite est nécessairement unique). On note alors fr, — f.

Preuve de I'unicité de la limite faible : Supposons que f,f € H sont des limites faibles de
(fn)nen- Alors, pour tout g € H, on a

(f = f.9) = (f = farg) + (fa— f.9) — O,

n—o0

cad (f — f,g> = 0. En appliquant cette égalité a g := f — f, on obtient IIf— fH2 =0donc f=f. 0O

Exemples :
e — 0 dans L?(0,1) (Lemme de Riemann Lebesgue :1La preuve se fait par IPP lorsque la
fonction test est C'' puis par densité de C'! dans L? lorsque la fonction test est seulement L2.).
— Si (fn)nen est une famille orthonormée de (H, (.,.)) alors f,, — 0. En effet, pour tout z € H, on
a > o [(z, fa)l? < |12]|? done (z, f,) — 0 quand [n — oo]. Cela s’applique, par exemple dans
12(N) ala suite (e)nen, dans L%(0,27) & la suite (€™),cz...

Proposition 41 1. (fu— /) = (fa—7)
2 (fa=s) = (171 <timinf | ]
. (fa=1) = () bornee )
b (famt) e (= foetlfal = 151)

5. (fn — f et g, — g) = ((fn,gn) — (f, g}) La convergence faible des (gy) ne suffit pas.

6. Si fr — f alors [ appartient o l'enveloppe conveze fermée (pour la topologie de la norme) de

{fnin € N}

Preuve :

1. I’inégalité de Cauchy-Schwarz prouve (f,, — f,9) << || fn — fllllgll = 0 quand [n — oo].

2|17 = lim(f, fn) < |[f||liminf || f,,|| par CYS.

3. On applique le thm Banach Steinhauss avec T, : H — R définie par T,,(h) = (fn, h). Montrons
que [|T|| = [| fnll- Linégalite de CYS justifie que [|T5,]| < [[fll- De plus, || full> = Tn(fn) < | Tollll £l
donc || T[] = || full-

89
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4. On a [|fn = fII* = [ full® +I£1 = 2R(f, fr) = O
5. Soit € > 0. Comme (f,) converge faiblement alors elle est bornée : ||f,|| < M ,Vn € N. Pour n

assez grand, on a |(f, — f,9)| < § et |lgn — gl < 537 Alors

|<fnagn>_<fvg>| <fnagn_g>|+‘<fn_f>g>|

< |
< falllgn —gll +5 < Mg5; + 5 =¢€.

Pour la réciproque, il suffit de considérer f,, = g, avec || f.|| = 1 et f, — 0, par exemple e dans
L%(0,1).
6. Soit C l'enveloppe convexe fermée (fort) de {f,;n € N} et Po: H — C' la projection sur C. Alors

R(f — Po(f), fn — Po(f)) <0, VneN.

En passant a la limite [n — oco] dans cette inégalité et en utilisant f, — f, on obtient

If — Po(f)I* = R(f — Po(f), f — Po(f)) <0.

Ainsi f = Pe(f) e C. O

Obstructions a la convergence forte :
(suites faiblement convergentes qui ne convergent pas fortement)
— Perte a Pinfini : Perte dans les hautes fréquences : c¢f famille orthonormée. Perte a 'infini en
espace : dans L?(IR) on considére la suite (7, f)nen ot f € L(R) est a support minoré C [a, 00).
Alors 7, f — 0 car

o0 o0 1/2
sl =| [ s = mgte)is] < iz ([ lo@Pas) 0 par V.
atn a+n
Mais 7, f ne converge pas fortement vers zéro car ||7,.f |2y = || fll 22(r)-

~ Concentration : Dans L?(0,1), f, := \/ﬁl[o,l/n] converge faiblement vers zéro

1/n 1/n 1/2
\/ﬁ/ g(z)dz| < / lg(z)|*dx —0 par CVD
0 0
mais ne converge pas fortement car || f,| = 1.
— Oscillations : Dans L%(0, 1), ¢ converge faiblement vers zéro (Lemme de Riemann Lebesgue)

mais pas fortement car ||| = 1.

7.2 Compacité faible

Théoréme 18 Dans un Hilbert séparable, de toute suite bornée on peut extraire une sous-suite qui
converge faiblement.

Preuve : Soit (H,(.,.)) un Hilbert séparable, (hy)kren une suite de H dense dans H et (f,)nen une
suite bornée de H : || fu|| < M ,Vn € N.

Etape 1 : Montrons qu’il eriste une extraction ¢ : N = N telle que ((fy(n), i) Jnen converge dans
R pour tout k € N. Pour tout k € N, ((fy, hx))nen est une suite bornée de R. On obtient 1 par un
un procédé d’extraction diagonale.
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Etape 2 : Montrons que ((fyn),9))nen converge dans R pour tout g € H. Soit g € H et € > 0. 11
existe K € N tel que [|g—hk|| < €/(3M). La suite ((fy(n), Mk ))nen converge donc elle est de Cauchy :
il existe N € Ntel que m,n >N = [(fym) — fym), hr)| < €/3. Pour m,n > N, on a

€

am ¢

€

Ainsi, ((fy(n)> 9))Jnen est de Cauchy dans R. Notons L(g) sa limite.

Etape 8 : On applique le thm de Riesz. L est une forme linéaire et continue sur H car L(g) =
limy, o0 (fyp(n)> 9) < M||g||. D’aprés le thm de Riesz, il existe f € H tel que L(g) = (f, g) pour tout
g € H. Ainsi, fy) — f. d

Remarque 20 L’hypothéses de séparabilité sur H simplifie la preuve mais n’est pas nécessaire. On
peut la contourner en travaillant dans H := Vect{f,;n € N}, qui est un Hilbert séparable, et en
utilisant H = H®H+ (TSO). Cela dit, en pratique, les Hilbert que nous manipulons sont généralement
séparables et alors le Thm est suffisant.

7.3 Application a 'optimisation

Proposition 42 Soit H un Hilbert séparable, J : H — R une application de classe C' conveze
coercive
J(z) = 400

[l]| o0

et C' un convexe fermé non vide de H. Alors il existe x, € C tel que J(x,) = inf{J(z);z € C}.

Preuve : Notons m := inf{J(z);x € C}. Par propriété de la borne inférieure, il existe une suite
(Zn)nen de C telle que J(x,) — m quand [n — oo|. Alors J(z,)nen est bornée dans R : J(zy,) < M
pour tout n € N. Comme J est coercive, il existe R > 0 tel que J(x) > M lorsque |z|| > R. Alors
|zn]] < R pour tout n € N. Par le Théoréme il existe une extraction ¢ et z, € H tels que
Ty(n) — T« De plus (voir Proposition |41{6.) z. € m{x¢(n);n € N}, en particulier, z, € C. Par
convexité de J, on a

En passant & la limite [n — oc] dans cette inégalité et en utilisant x4,y — 2«, on obtient

m= lm J(x40)) = J(zs) .0

n—oo

7.4 (Qq relations entre différents types de convergences

Proposition 43 Soit d € N*, Q un ouvert de R, (fn)nen une suite de L?(Q) et f € L*(Q). Alors
<fn — f dans L*(Q) faible > & <fn — f dans D'(Q) et (fn)nen est bornée dans L2(Q))

Preuve :
=  CX(Q) C L*(9).
< Supposons que f, — f dans D'(Q2) et || fullL2() < M ,Vn. Montrons que f, — f dans L2(9).
Soit g € L*(Q) et € > 0. Il existe g € C°(Q) tel que [|g — gl 2) < m Il existe n. tel que

(fn = f,9)p D < §, Vn = n,. Alors, pour n > n,, on a

[(fo = Fr9) 2,02l < [(fn — f;@L2,L2| +{fu—f.9— §>L~2,L2’
<fn = @)ool + 1 fn = fllr2llg = gll 2 par CYS
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Contre-exemple : Pour I'implication <, ’hypothése de borne est nécessaire. En effet, f, :=
n1{1/n,2/n) converge vers zéro dans D’'(0,1) : un compact de (0,1) est a distance > 0 de {0} donc ne
contient qu'un nb fini de 1/n. Mais elle ne converge pas faiblement dans L?(0,1) car elle n’y est pas

bornée : || fullz2(0,1) = V7

[Hirsh-Lacombe, Chap 7, Section 2.6, Ex 15, Page 242]

7.5 Au programme de l’'interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation
— la preuve des propriétés élémentaires sur les suites faiblement convergentes (Proposition :
ce sont des manipulations élémentaires des résultats du chapitre sur les Hilbert.



Chapitre 8

Le théoréme spectral sur un Hilbert

Le théoréme spectral en dimension finie s’énonce ainsi.

Théoréme 19 (Théoréme spectral en dimension finie) Soit (E,(.,.),|.||) un eph de dimension
finie et T € L(E) autoadjoint. Alors

1. il existe une bon de E formé de vecteurs propres pour T,

2. les espaces propres de T sont orthogonaux et ses valeurs propres sont réelles,

3. la norme de T (subordonnée a la norme euclidienne ||.| sur E) est son rayon spectral

1T} = p(T) := max{|A; A € VP(f)},

4. on a lUinégalité de Rayleigh :

min{VP(T)} < W <max{VP(T)},Vx € E\{0}.

Ce thm est une csq de la réduction des endomorphismes normaux : voir Annexe 1. En dimension

infinie, il se généralise de la fagon suivante.

Théoréme 20 Soit (H,(.,.),||.||) un Hilbert séparable surR et T € L.(H) autoadjoint compact.
Alors

1. H admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres pour T,

2. les espaces propres de T sont orthogonauz et ses valeurs propres sont réelles,

3. la norme de T (subordonnée a la norme Hilbertienne ||.|| sur H) est son rayon spectral
1Tl ey = p(f) := max{|A; A € VP(T)},

4. on a linégalité de Rayleigh :

(z, T(x))
[l
Preuve de (1+42) = (3+4) avec min < inf et max < sup : Soit (e,)nen une base hilbertienne

de H telle que T'(e,) = Anen avec A\, € R pour tout n € N.

min{VP(T)} < <max{VP(T)},Vx € H\ {0}.

FEtape 1 : Montrons que, pour toult x € E, la série Y A\p(en, x)ey, converge dans (H, ||.||) et que sa

somme vaut T'(z). Soit z € E. On a
HT(m) - Zﬁfzo Anlen, T)en|| = HT (x - 22;0(6”, x)en> ‘ par linéarité

< |7 Hm — SN {en, z)en|| par continuité de T

n=0

— 0 d’aprés Thm [12]

N—o0

93
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Ftape 2 : Montrons 3. avec max < sup. Pour tout x € F, on a

2
IT@)[? = 113" Anlen; z)enl|
=32 o [An{en, o) |? car (en)nen est orthonormale

<sup{|Anl;n € N} ST [(en, )|
< sup{|\n|;n € N}||z|? par I'égalité de Bessel .

Ainsi, ||T|| < sup{|A\,|;n € N}. Soit € > 0. Par définition de la borne supérieure, il existe ng € N tel
que
| Ang| = sup{|An|;n € N} —e€.

Alors
7] = sup{||[T(z)|;z € H et |lz[| = 1} = [|[T(en,) || = [Ano| = sup{|Anl;n € N} —€.

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc ||T'|| = sup{|\n|;n € N}.

Etape 3 : Montrons 4. avec min < inf et max < sup. Pour tout x € E, on a (voir caractérisation
par Bessel)

(T(x),x) =>02g(T(x),en){en,x) par la caractérisation des BH
=Y oMz en)(en, )  car T*(e,) = T(en) = Anen
=2 neo Ml en, )[?
> inf{VP(T)} Y0 [{en, z)|> = inf{V P(T)}|z||? par I'égalité de Bessel
< sup{VP(T)} 3202 [(en, z)|* = sup{VP(T) }| . O

Les résultats des sections ultérieures permettront de démontrer le point 2, de montrer que les
inf/sup sont des min/max, de définir les opérateurs compacts et de percevoir leur intérét.

8.1 Endomorphisme adjoint

Definition 29 (Endormorphisme adjoint /autoadjoint /normal) Soit (E,(.,.),|.||) un eph et
f,g € L(E). g est ’endomorphisme adjoint de f (ce qui se note g = f*) si

<f($),y>=<x,g(y)>, Vx,yeE,

L’endomorphisme f est autoadjoint si f* = f, il est normal si f*f = ff*.

Preuve de 'unicité de 1’adjoint : Soient f, g1, g2 € L(F) tels que

(f(x),y) = (2, 91(y)) = (z,92(y)), Va,y € E.

Alors (z, (91 — g2)(y)) = 0 pour tous x,y € E, donc en particulier ||(g1 — g2)(y)[|> = 0 pour tout

y € FE,ie g1 = go. O

Proposition 44 Soit (E,(.,.),|.||) un eph.
1. Si f,g € L(E) admettent des adjoints f*,g* alors

fr=f (fog) =g"of", (A =X

2. Si f € L(F) est autoadjoint alors ses valeurs propres sont réelles et ses espaces propres sont
orthogonauz.



8.1. ENDOMORPHISME ADJOINT 95

3. Si F est un sev de E stable par f € L(E) alors F* est stable par f* (c’est utile pour la réduction
en dim finie).

Preuve : 1. et 3. sont des manipulations élémentaires de la définition : Exercice.

2. Soit f € L (F) autoadjoint, A, 1 des valeurs propres distinctes de f et z,y des vecteurs propres
associés. On peut supposer A # 0. Alors

AMzl? = (A, z) = (f(2), ) = (2, f*(2)) = (2, f(x)) = (2, Az) = A||z||?

>l =

(z,y) =
Ceci montre que A € R et (x,y) = 0. d

Théoréme 21 Si (H,(.,.)) est un Hilbert, alors tout opérateur continuT € L.(H) admet un adjoint
T € L(H). De plus | T 2.y = 1T 2. )

Preuve : Soit x € H. L’application
H — K

y = (=T(y)
est une forme linéaire continue sur H car (CYS) [(z,T(y))

|
Riesz, il existe un unique vecteur u, € H tel que (uz,y) = (x,
L’unicité de u, permet de définir

[Z|[|T||lly]|. D’apres le théoréme de

< |
T(y)) pour tout y € H.

™: H — H
T o= Uy

et de montrer que T™ est linéaire. De plus,

IT*(2) ]| = max{(T*(x),y); [ly| <1}
= max{(z,T(y)); [ly[| <1}
< lz||[|T] grace a CYS.

Ceci montre que T* : H — H est continue et que ||T*||z () < |||z, (zr)- En appliquant cette inégalité
avec T' <= T™, on obtient [Tz, () = 1T | oy < 1T 2oqary et done [T g,y = Tl coery- O

Exemple : Sur H = [?(N* R), le shift a droite 7' : H — H défini par T(u) := (0,u1, us, ...) admet
pour adjoint le shift & gauche T* : H — H défini par T*(v) = (vg,v3, ...).

Contre-exemple : £ = R[X] muni du produit scalaire (P,Q) := fol P(t)Q(t)dt est un eph et
L : E — E définie par L(P) = P’ est un endomorphisme de E qui n’admet pas d’adjoint.

Par l’absurde, supposons que L admette un adjoint L* : E — E. Soit @ € R[X]. Pour tout
P € R[X], on a (IPP)

1 1
| P = roem - PoQO - [ Poew,
1 1
wP.Q) = [ P~ (P.L@) = [ PO Q.

Il en résulte que

1
P(1)Q(1) — P(0)Q(0) = /0 R(t)P(t)dt, VP e R[X],
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ou R est le polynome défini par R := L*(Q) 4+ Q’. En appliquant cette identité & P = X", on obtient

1
Q(1) :/ t"R(t)dt — 0
0 n—oo
par convergence dominée car
— t"R(t) — 0 quand [t — oo] pour tout ¢ € (0,1),
— [t"R(t)| < |R(t)| est une domination intégrable sur (0,1) et indépendante de n.
On a montré que Q(1) = 0 pour tout @ € R[X] : contradiction.

8.2 Opérateurs compacts sur un Banach

Definition 30 Soit (E,|.|g), (F\|.|r) deur Banach sur R et T € L.(E,F). T est compact si

T[Bg(0,1)] est relativement compact dans (F,||.||r). On note K(E, F) l'ev des opérateurs compacts
E— F.

Exemples :
— Un opérateur de rang fini est compact.
— Les opérateurs a noyaux (preuve via Ascoli).
— La primitive, qui associe & f la fonction z — [° f(t)dt est compacte sur (C°([0,1],R), |[.]loc)-

Proposition 45 Soient E, F,G des Banach.
1. SiT e K(E,F), S e LAF,G) alors SoT € K(E,G).
2. 81T eLE,F), SeK(F,G) alors SoT € K(FE,G).

Preuve : Soit (2,,)nen une suite de Bg(0,1).

1. Comme T est compact, il existe y € F' et une extraction ¢ tels que T(m¢(n)) — y dans F' quand
[n — oc]. Par continuité de S, on a donc S o T'(w4(,)) — S(y) dans G quand [n — oo].

T(xn)
1T ze(m,F)

2. La suite ( ) N est & valeurs dans Bp(0,1). Comme S est compact, il existe z € G
ne

Tl ze(r,F)
”THLZC(EJ?)Z dans G quand [n — o0]. 0

et une extraction ¢ tels que S ( ) — z dans G quand [n — oo]. Ainsi S o T'(wg()) —

D’autres propriétés sur les opérateurs compacts sont démontrées en Annexe 2.

8.3 Spectre et valeurs propres

Ref : Brézis, Analyse fonctionnelle
Le fait qu’en dimension infinie, un endomorphisme injectif £ — E n’est pas forcément surjectif
oblige & distinguer les notions de spectre et de valeur propre.

Definition 31 Soit (E,|.||) un Banach sur C et T € L.(E).
L’ensemble résolvant de T est

p(T) :=4{\ € C;(T — M) est bijectif E — E}.
Le spectre de T est o(T) :=C\ p(T) :
o(T) :={X € C;(T — A\I) nest pas bijectif E — E} .

On dit que A € C est une valeur propre de T si Ker(T — \) # {0} et alors Ker(T — AI) est
l'espace propre associé a . On note VP(T) l’ensemble des valeurs propres de T
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Remarque 21 Si A € p(T) alors (T — M)~ : E — E est continu (thm d’isomorphisme de Banach,).

Remarque 22 [l est clair que VP(T) C o(T). Si E est de dimension finie alors o(T) = VP(T). Mais
st E est de dimension infinie, Uinclusion peut étre stricte : il peut exister X tel que Ker(T —\I) = {0}
et R(T — A\I) # H : voir exemples ci-dessous.

Exemples/contre-exemples :

1. Considérons E = [2(N*,C) et le shift a droite T : E — E, défini par T(u) = (0,u1, usg, ...).

~0€o(T) car R(T) = {u € I>(N*);u; = 0} est un sev strict de [>(N*,C), donc T : E — E
n’est pas bijectif (il n’est pas surjectif).

~0¢VP(T)carT(u) =0 < u=0.
Ainsi VP(T) # o(T). En fait, VP(T) = 0. Exercice : Le démontrer.

2. Considérons E = C°([0,1],C), muni de ||.||s et T : E — E défini par T(f)(x) := xf(z). Alors
VP(T) = car, pour tout A € C,

(f € C%0,1,R) et af(x) = A\f(x),Vz € [0, 1]) . (f - o) .
De plus p(T') = (—00,0) U (1,00) et o(T) = [0, 1]. En effet,

(renm) « (¥9e®(0,1,0),3f € C°0,1],0) ta (z = A)f = g)
& (Vg e CO((0,1),C), =45 € CO([o, 1],@))

3. Considérons E = C°([0,1],C) et la primitive

T: C°0,1,R) — C°(0,1],R)
f = (z— [y f()dt) .

—0€0o(T) car R(T) = {g € C*([0,1],R); g(0) = 0} est un sev strict de C°([0,1],R), donc T
n’est pas une bijection de F (il n’est pas surjectif).

- 0¢ VP(T) car T(f) = 0 implique f = 0 par dérivation.

Donc VP(T) # o(T). De plus, 0 est 'unique élément de o(T) : VP(T) = 0, o(T) = {0} et

p(T) = R*. Exercice : Le démontrer en utilisant la formule de variation de la constante.

Proposition 46 Soit (H,(.,.)) un Hilbert de dimension oo sur R et T € K(H).
1. 0€o(T).
2. Si VP(T)\ {0} est infini alors 0 est son unique point d’accumulation.
3. VP(T) est fini ou dénombrable.

4. En particulier,
inf{VP(T)} =min{VP(T)},
sup{VP(T)} = max{VP(T)},
sup{|A; A € VP(T)} = max{|\;\ e VP(T)}.

Preuve :

1. Par I'absurde, supposons que 0 ¢ o(T'). Alors T est un isomorphisme bi-continu de H (thm
d’isomorphisme de Banach) donc I = T~ !oT est compact (composition d'un opérateur continu
et d'un opérateur compact), cad By est compact. Alors (thm de Riesz) H est de dimension
finie : contradiction.
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Soit (An)nen une suite de valeurs propres non nulles 2 a 2 distinctes de T et (z,)nen une
suite de vecteurs propres associés. Alors z,+1 ¢ Vect{zo,...,z,} pout tout n € N, car les
An sont 2 & 2 distincts. Soit (yp)nen Uorthonormalisée de Gram Schmidt de (2, )pen. Alors
Vect{yo, ..., yn} = Vect{zo, ..., x5} pour tout n € N.

Etape 1 : Montrons que T (y,) — 0 quand [n — oo]. Comme y,, € Bg(0,1) et T est compact
alors (T'(yn))nen admet au moins une valeur d’adhérence dans (H, ||.||). Soit z une telle valeur
d’adhérence et ¢ une extraction telle que T'(yg(,)) — 2 dans (H, ||.|[). On a

2 _ . _ . % _
121 = Tim {2, T(ygm))) = lm (T7(2), Yg(mn)) = 0
car yp, — 0 (elle est orthonormale). Ainsi, la suite (T'(yn))nen est & valeurs dans un compact et

admet 0 pour unique valeur d’adhérence donc toute la suite converge vers 0.

Etape 2 : Montrons que A\, — 0 quand [n — oo]. On a

T(yn) — A = T(anl'n + Z;L:_& Bjnl'j) —An (anxn - Z;L:_()l 5}11‘])
=300 B (N — An)z
€ Vect{zo, ..., xn—1} = Vect{yo, ..., Yn—1}
L yn,

donc (Pythagore)
IT(y)lI? = 1Anyn + [T (Yn) = Ayall® = [Aal? + 1T (Yn) = Ayal® = [Aaf?,  Yn €N,

On déduit de I'Etape 1 que A, — 0 quand [n — oo].

VP(T)\{0} = UpenAy ou Ay, :={A € VP(T); |A\| > 1/n}. D’apres le 2), A, est en ensemble fini
pour tout n € N*. 1l en résulte que VP(T') \ {0} est fini ou dénombrable (reunion dénombrable
d’ensembles finis). O

Annexe 1 : Réduction des endomorphismes normaux en dimen-
sion finie

Théoréme 22 (Reduction des endomorphismes normaux) Soit (E,(.,.),|.||) un eph sur C de
dimension finie et f € L(E) normal. Alors il existe une bon de E formée de vecteurs propres pour f.

Lemme 5 Soit A € M, (K) triangulaire supérieure et normale. Alors A est diagonale.

Preuve du Lemme : La preuve se fait par récurrence sur n. La propriété est évidente pour n = 1.

Pour

passer de n a n+ 1, on fait du calcul bloc :

[ AcC
4= (510)

ol A1 est une matrice n X n triangulaire supérieure, C' est un vecteur colonne n x 1 et a un scalaire.

Alors

A1 A} — AjA, + CC* | aC — AiC )

0=AA —AA:( oA oo

En considérant la composante bloc (2,2), on voit que ||C||?> = C*C = 0, donc C' = 0 dans K". En
considérant la composante bloc (1,1), on en déduit que A; est normal. Par hypothése de récurrence
Aj est diagonale. En conclusion, A est diagonale. O



8.5. ANNEXE 2 : PROPRIETES DES OPERATEURS COMPACTS SUR UN HILBERT 99

Preuve de la réduction des endomorphismes normaux : Soit (E, (.,.),||.]|) un eph sur C de
dimension finie et f € L(F) normal. Il existe une base B de E telle que Matp(f) soit triangulaire
supérieure (corollaire du Lemme des noyaux). Soit B’ 'orthonormalisée de GramSchmidt de B. Alors
Matp (f) est triangulaire (par construction de 'orthonormalisée de Gram-Schmidt) et normale (car
la matrice de passage entre la base canonique et B’ est unitaire, car ces 2 bases sont orthonormales).
D’aprés le lemme précédent, elle est donc diagonale. O

Lorsqu’on souhaite généraliser le thm spectral en dimension infinie, il faut se poser 3 questions :

— Quel est la notion de spectre et de valeur propre en dimension infinie ? Il s’agit maintenant de
2 notions distinctes.

— Quel concept généralise, en dimension infinie, la notion de base de la dimension finie 7 Il s’agit
de la notion de ’'base hilbertienne’.

— Sous quelles hypothése les endomorphismes autoadjoints sont-il diagonalisables en dimension
infinie 7 Une hypothése de compacité de 'opérateur est nécessaire.

8.5 Annexe 2 : Propriétés des opérateurs compacts sur un Hilbert

Proposition 47 Soit (H,(.,.),||.||) un Hilbert sur R.
1. K(H) est un sev fermé de L.(H).

2. T e L.(H) est compact ssi T est limite, dans L.(H) d’une suite d’opérateurs de rang fini.
3. SiTeK(H) alors T* € K(H).

Le 2e énoncé est trés spécifique au cas Hilbertien (il repose sur le thm de projection).

Preuve :

1. La structure d’ev est claire. Soit (Ty,)nen C K(H) et T € L(H) tels que [T, — Tz gy — 0
quand [n — oo]. Montrons que T' € K(H). Comme F est complet, il suffit de montrer que,
pour tout € > 0, T'[Bg/(0,1)] peut étre recouvert par un nombre fini de boules By (f;, €). Soit
e>0et N = N(e) € Ntel que [|[Tn — Tz () < €/2. Comme T,,[By(0,1)] est relativement
compact, Tn[BH(O, 1)] C Ulging(fi,E/Q). Alors T[BH(O, 1)] C Tn[BH(O, 1)] + BH(O, 6/2) -
Ur<i<pB(fis €).-

2. Un opérateur de rang fini est compact et IC(H) est fermé donc tout opérateur limite d’opéra-
teurs de rang fini est compact. Réciproquement, considérons 7' € IC(H) et € > 0. On cherche
S € Lc(H) de rang fini tel que [|[T — S|z, gy < € K := T[Bu(0,1)] est compact donc
K C Ui<icpB(fi,€) Soit G := Vect{f1,..., fp} et Pg la projection orthogonale H — G. Soit
S := PgoT. Alors S un opérateur de rang fini et ||S — T,y < €. En effet, si z € Bg(0,1),
alors il existe ig € [1,p] tel que ||T(z) — fi|| < € et donc ||T'(z) — Po[T(z)]|| < |T(x) — fil| <e.

3. Si T est compact alors il est limite d’opérateurs T, de rang fini. Comme | 7™ — T;||z. () =
| T — Tl z.(rry alors T est limite d’opérateurs de rang fini, donc compact. g

8.6 Annexe 3 : Preuve partielle du théoréme spectral

Afin de démontrer le thm spectral, nous allons admettre le résultat suivant, qui repose sur l'alter-
native de Fredholm (voir Brezis, Analyse fonctionnelle, Thm VI.8)

Proposition 48 Soit E un espace de Banach et T € K(E). Alors o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}.
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Proposition 49 Soit H un Hilbert, T € L.(H) auloadjoint et
m = inf{(T'(u),u);u € H}, M :=sup{(T(u),u);uec H}.

Alors
1. o(T) C [m, M],
2. m,M e o(T).
3. en particulier, si o(T) = {0} alors T = 0.

Preuve :

1. Soit A > M. Montrons que (I' — A\I) : H — H est bijectif.

Etape 1 : Montrons que
(u,v)q == (A =T)u,v), Yu,ve H

définit un produit scalaire sur H.

— (PS1) (u,v) = (u,v), est une forme bilinéaire/sesquilinéaire,

— (PS2) symeétrique/hermitienne car (.,.) est et (A —T") est linéaire,

— (PS3)+(PS4) définie et positive car (.,.) Pest et (u,v)q = (A — M)||lul?.

FEtape 2 : Montrons que (H,(.,.)q) est un Hilbert. Cela resulte de la complétude de (H,|.||) et
de I’équivalence des normes ||.|| et ||.||o :

A = M) ) < flulla < (M +ITDIul®, Vue H.
Etape 3 : Montrons que (T — X ) : H — H est bijectif. Soit f € H. L’application

H — K
v (fv)

est linéaire et continue sur (H, ||.||) (CYS) donc aussi continue sur (H, ||.||o) par équivalence des
normes. D’apres le théoréme de Riesz, il existe un unique u € H tel que

(u,v)o = (f,v) YveH,
c’est-a-dire
(A=T)u—f,v)=0, YveH.

Il en résulte que —u est l'unique solution de l’équation (d’inconnue z) (T'— A\I)z = f. Ainsi
(T'— M) : H— H est bijectif.

FEtape 4 : Montrons que o(T) C [m, M]. Il résulte de ce qui précde que o(T) C (—o0, M]. En
appliquant ce résultat avec T' <— —T', on obtient o(T") C [m, M].

2. Par le méme argument, il suffit de montrer que M € o(T).
Etape 1 : Montrons que

(M —=T)u|| < C/{((M—-T)u,u), YueH,
pour une certaine constante C' > 0. La forme biliniéaire/sesquilinéaire
a(u,v) := (M —T)u,v) Yu,v€ H,

est symétrique et positive (mais pas forcément définie). Elle vérifie donc I'inégalité de Cauchy-
Schwarz

(M = T)u,v)| < /(M = T)u,u)r/(M = T)v,v), Vu,veH.
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En effet, la preuve de l'inégalité large de CYS ne requiert pas que la forme soit définie (un
polynéme de degré 2 partout > 0 sur R a un discriminant < 0) seule la caractérisation du cas
d’égalité I'utilise. On en déduit que

(M = T)ul = max{[((M — T)u,v)|;v € H et |lv]| =1}
< max{\/((M — T)u,u)\/{(M —T)v,v);v € H et |jv|| =1}

< CVA{((M —T)u,u)
ou C:=/|M|+ T

FEtape 2 : Montrons que M € p(T). Soit (up)nen une suite de H telle que ||u,|| = 1 et
(Tup,un) — M. Alors

(M — T)un|| < C/ (M —T)up, up) = C/M — (Tup, uy) — 0.

Par absurde, supposons que M € p(T). Alors (M —T) : H — H est un bijective et bicontinue
donc uy, = (M —T)7}[(M —T)uy] — 0 (continuité de (M —T)~1). Or ||u,|| = 1 : contradiction.

3. Si o(T) = {0} alors (I'(u),u) = 0 pour tout v € H donc (T'(u),v) = 0 pour tout u,v € H
(formules de polarisation + T audotadjoint). Donc T' = 0.

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant.

Proposition 50 Soit H un Hilbert et T € L.(H) autoadjoint compact. Alors H admet une base
hilbertienne formée de vecteurs propres de T.

Preuve : Soit (\;,)n>1 la suite des vap de T et \g := 0. Pour tout n € N, on définit E,, := Ker(T—\,I).
Alors les E,, sont 2 & 2 orthogonaux, 0 < dim(Ep) < oo et 0 < dim(E,) < oo pour tout n € N*.
Soit F' lespace vectoriel engendré par tous les E,. Comme T'(FE,) C E, pour tout n € N alors F est
stable par 7. En conséquence F- est stable par T* = T'. Alors L := T| 1 est autoadjoint et compact
et o(L) = {0}. En effet, si A € (L) \ {0} alors A € VP(L) \ {0} (voir la proposition admise sur les
opérateurs compacts) et donc il existe v € F* tel que L(v) = Av, ce qui contredit la définition de F'.
Comme o (L) = {0} alors L =0, cad F* C Ey C F et donc F*+ = {0}. O

8.7 Au programme de l'interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation

— les définitions,

— les énoncés et preuves de la Section 7.1 (endomorphisme adjoint),

— des manipulations similaires a celles des preuves des Section 7.2 et 7.3, dans des exercices guidés.
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Chapitre 9

Théorémes de Hahn Banach
complément de dualité

9.1 Théoréme de Hahn Banach analytique

Théoréme 23 (Hahn-Banach analytique) Soit (E,||.||) un R-evn, F un sev de E et g € F'. Alors
il existe g € E' tel que glp = g et ||gllgr = |lg|| -

Il y a 2 situations ot la preuve de cet énoncé est élémentaire :

— si E est de dimension finie,

—si (E,(.,.),]]-]|) est un espace de Hilbert.
Dans le cas général, la preuve repose sur ’axiome de Zorn. Ces preuves font ’objet des sections sui-
vantes.

Le théoréme de Hahn-Banach analytique a un corollaire particulierement important : la caracté-
risation de la norme par dualité.

Corollaire 6 Soit (E,|.||) un R-evn. Pour tout xo € E on a
|lzollz = max {{g,20) .53 9 € E', ||gllm < 1} . (9.1)
Remarque 23 1l faut bien distinguer la formule

gller :==sup{{g, f)e p;x € E, ||z||[g < 1}

qui est une définition, avec un sup qui n’est pas forcément un max, de la formule , qui est un
résultat.

Preuve : Soit g € E \ {0}. Il est clair que

lzolle = sup {{g,z0) . 5;9 € E,|lgllpr <1} .

Montrons qu'il existe § € E’ tel que ||g||gr < 1 et (§,z0) g = ||zo]|, ce qui fournira la conclusion. On
applique le thm H-B analytique avec F := Ruxg et g € F’ définie par (g, tzo) g g := t||xo]| g pour tout
t € R. Il est clair que ||g||pr = 1. Alors il existe g € E’ de norme < 1 qui prolonge g, en particulier
(9,20)E",E = (9, T0) F'.F = ||z0]| B O
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9.1.1 Preuve de H-B analytique sur un Hilbert

Soit (H,{.,),|l.]) un Hilbert, F un sev de H et g € F’. Le thm de prolongement des applications
uniformément continues permet de prolonger g en une forme linéaire continue sur F' de méme norme,

noté encore g : g € F'. Comme F est un sev fermé de (H,|.), le TSO s’applique : H = F S F .
Cela permet de définir g € H' de la fagon suivante :

- = =L
gx+y):=g(x), VeeF,yecF .
Alors g|p = g donc |||z = ||g]| - De plus, pour tout x € F, y € fL,

19(z +y)ll = lg@)I < llgllzllzll < lglleVlll? + [1yl1* = lgllellz + vl

donc ||g|lgr < ||g||F- En conclusion, |||z = ||g||#

: . o = =l
Notez bien que I'orthogonalité de la décomposition H = F' @ F~ est fondamentale pour montrer
~ . A . . .
que ||g||lg = ||g||#- Si on remplacait F~ par un supplémentaire non orthogonal, cette égalité pourrait
ne pas étre valide.

9.1.2 Prolongement avec une dimension de plus

Le but de cette section est de démontrer le Lemme suivant.

Lemme 6 Soit (E,||.||) un R-evn, F un sev strict de E, g € F' et x9 € E\ F. Il existe une forme
linéaire continue h sur G := F + Rz, qui prolonge g et vérifie ||h||q: = |9l #-

Preuve : On peut supposer que ||g||z = 1.
Etape 1 : Construction de h. On définit h € G’ par

h(x +txg) == g(z) +ta, Vo e F,teR.
ou «a € R va étre choisi de sorte que ||h||er < 1. On a

llg(Z) + tal| < ||T + tao||,VZ € F,t €R

lg(z) +all < ||z + x| ,Vx € F,t €R

—llz+x0]| < g9(z) +a < ||z +a0]|,VeEF,teR

g(—z) =[x+ xo|| L a < ||z + 2ol —g(z) ,Vz e F,teR
sup{g(y) — ly — zolliy € F} < a < inf{flz + 20| — g(z);2 € F'}

tee e

Pour justifier qu'un tel « existe, il suffit de démontrer ’étape suivante.

FEtape 2 : Montrons que g(y) — ||y — zo|| < ||z + x| — g(z) pour tous z,y € F. En utilisant la
propriété ||g||r = 1 et 'inégalité triangulaire, on obtient

9@ +y) <z +yll <lz+zol + lly —xoll, Vo,yeF.
Par linéarité de g, on en déduit que
9() = lly — zol| < ||z + zol| —g(x), Vz,yeF.0O

9.1.3 Preuve de H-B analytique en dimension finie

Récurrence descendante sur la dimension de F' + Lemme précédent & chaque itération.
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9.1.4 Preuve de H-B analytique dans le cas général via ’axiome de Z6rn

Definition 32 Soit Z un ensemble. Un ordre inductif sur Z est une relation binaire et transitive
< sur Z, pour laquelle toute famille totalement ordonnée admet un élément mazimal.

Théoréme 24 (Axiome de Zorn) Toul ensemble non vide muni d’un ordre inductif admet un
élément mazimal.

Preuve de Hahn-Banach analytique : On peut supposer que ||g||rr = 1. Notons
Z :={(D(h),h); D(h) sev de E contenant F, h € D(h)",hlp = g,||h|pny <1}.

Alors Z est un ensemble non vide car il contient (F,g). On muni Z de la relation d’ordre < définie
par
(D(h1),h1) < (D(h2),h2) si D(hy) C D(hy) et hQ‘D(hl) =h.

FEtape 1 : Montrons que cet ordre est inductif. Soit (D(h;), hj);cs une famille totalement ordonnée
de Z : pour tout j # k € J, ou bien (D(h;),h;) < (D(hg), hi) ou bien (D(hg), hi) < (D(hj), hj).

Montrons que, pour tout j # k € J tels que D(h;) N D(hy) # 0 alors h; = hy, sur D(h;) N D(hg).
En effet, quitte a échanger j et k, on peut supposer que (D(h;), h;) < (D(h), hy) (famille totalement
ordonnée). Alors D(hj) N D(hy) = D(h]) et hk‘D(hj) = h;.

Ceci permet de définir

o r*: D(h*) — R
D(r") = UjesD(hy) et r  +— hj(z)sixze D(hy).
Veérifions que (D(h*), h*) est bien un élément de Z.
— Montrons que D(h*) est un sev de E contenant F.
Soient xz,y € D(h*) et A € R. Alors il existe j,k € J tels que x € D(h;) et y € D(hy).
Comme la famille est totalement ordonnée, on peut supposer que (D(h;),h;) < (D(hg), hi).
Alors x,y € D(hg) et D(hy) est un sev de FE donc Ax +y € D(hg) C D(h*). Ceci montre que
D(h*) est un sev de E. De plus, F' C D(hj) C D(h*) donc D(h*) contient F'.
— Montrons que h* est une forme linéaire sur D(h*).
Soient z,y € D(h*) et A € Ret j, k € J comme précédemment. Alors h*(Az+y) = hpy(Ax+y) =
M () + hi(y) = Ah*(x) + h*(y). Donc h* est bien linéaire.
— Montrons que h*|p = g.
Soit z € F et j € J. Comme F' C D(h;) alors h*(z) = hj(z) = g(z).
~ Montrons que ||h*||ppey < 1.
Soit z € D(h*) et j € J tel que = € D(h;). Alors

1P ()| = ([ ()] < [l]] -

Ainsi (D(h*), h*) est un élément de Z qui majore la suite (D(h;), hj)jc.

Etape 2 : Concluons griace a l'axiome de Zorn. D’aprés I'axiome de Zorn, Z admet un élément
maximal

(D(9),9) € Z et (D(h),h) < (D(9),9),¥(D(h),h) € Z.

Si D(g) # E, alors le Lemme [6] permet de prolonger § en une forme linéaire de norme < 1 sur un
sev de E contenant strictement D(g), ce qui contredit la maximalité de (D(g),g). En conséquence,
D(g) = E. Par construction |||z < 1, mais comme ¢ prolonge g alors ||g||gr = ||g||rr = 1, donc
191l = 1. O
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9.2 Complément de dualité

L’énoncé suivant résulte du Corollaire [l

Proposition 51 Soit (E,||.||) un R-evn. On munit
— E’ de la norme subordonnée a ||.| :

9l er = sup{(g, 2} pr.p; 2 € E, [|x]| = 1},
~ E" de la norme subordonnée a ||.|g :
1]l = sup{(&, 9)pr 39 € ', |9l = 1} .
Alors linjection canonique

JE: E — E
Tz (QGE’H@,@E/,EGK)

est une isométrie de (E,|.||) sur (E",|.||g")-
Definition 33 Soit E un Banach. E est réflexif si linjection canonique J : E — E" est surjective.

Remarque 24 Rappelons que, si X est un EVN et Y est un Banach alors L.(X,Y) est complet
(Ezercice classique!). Cest la complétude de l'espace d’arrivée Y qui est utilisée dans la preuve.

Ainsi, la notion de réflexivité n’a de sens que pour un espace EE complet. En effet, si E est un
evn et si J est surjective de E sur E” alors E est isométrique o E" = (E") qui est complet (grace a
la complétude de R), donc E est complet.

La notion de réflexivité permet de démontrer les mémes résultats, pour un Banach réflexif, que
pour un espace de Hilbert, en remplagant le produit scalaire par des crochets de dualité (.,.) g/ . Elle
compense I'absence de thim de Riesz. Par exemple, on peut démontrer (mais cela dépasse le cadre de
ce cours de L3) que, dans un Banach réflexif séparable, toute suite bornée admet une sous-suite qui
converge faiblement.

Espaces réflexifs :

1. Les ev de dimension finie.
2. Les Hilberts (Thm de Riesz) : [2(N), L*(Q), H'(0,1), H}(0,1),...

3. I’(N,R) pour 1 < p < oo car (I) =P ou %—F ﬁ =1, pour tout p € [1,00)
(voir les compléments d’Arnaud Debussche).

4. LP(Q,v) pour 1 < p < oo avec v mesure o-finie car (LP) = L¥ on % + [% = 1, pour tout
p € [1,00) [voir les compléments d’Arnaud Debussche, via Radon-Nikodym)|.

Espaces non réflexifs :

1. On note ® T'espace des suites (2,,)neny € [*°(N,R) qui tendent vers zéro, muni de la norme
[|-|lie. Alors () = 1! et (1Y) = I*® [voir les compléments d’Arnaud Debussche] donc ¢ n’est
pas réflexif. On en déduit que I' et [°° ne sont pas réflexifs. [voir Brezis Corollaire IT1.18 : un
Banach E est réflexif ssi son dual E’ est réflexif]

Preuve de (°) =1' :
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Etape 1 : 1! C (). Soit u = (up)nen € I}(N,R). La forme linéaire z € ® — > >  z,uy, est
continue car

[eS) [eS)
S 2| <3 feallunl < el
n=0 n=0

Etape 2 : () C It Soit &€ € () et uy, := &(e,),Vn € N.

Montrons que u = (un)nen appartient a I1(N,R). Pour tout n € N, il existe ¢, € {—1,1} tel
que |u,| = &(enen). Alors, pour tout N € N, on a

N N
S funl = € (Z ) < Il oy
n=0 n=0

les sommes partielles sont uniformément majorées donc u € I1(N,R).
Montrons que &(z) = >_0° j zpuy, pour tout z € (N, R). Soit z € °(N,R) et € > 0. Il existe
N € N tel que |z,| < €/[[¢][ 0y, Vn > N. Alors

€

=ec.Od
€1l oy

= ¢ (z —2l_nn) | < €0y

n=0

N
‘f(x)__jzjxnun

9.3 Théoréme de Hahn Banach géométrique

9.3.1 Hyperplans (rappels)

Definition 34 (espace quotient, surjection canonique) Soit E un espace vectoriel et F un sev
de E. La relation binaire sur E définie par

x~y sst x—yeF

est une relation d’équivalence (réflexive, symétrique et transitive). L’ensemble E/F des classes d’équi-
valences est muni d’une structure d’espace vectoriel

s(x)+s(y) ==s(x+y) et s(Ax)=As(z), Vr,yeE,\ekK.
Alors s : E — E/F est linéaire, surjective de noyau F.

Proposition 52 Soit E, F des ev et f € L(E,F) alors Im(f) est isomorphe a E/Ker(f).

Preuve : L’application
0: E/Ker(f) — Im(f)
s(z) = flz)

est

— bien définie : si 1,22 € E satisfont s(z1) = s(x2) dans E/F alors 1 — z3 € Ker(f) donc

Flan) = faa),

— linéaire : [As(z) + s(y)] = 0[s(Az + y)] = f(Ax +y) = Af(z) + f(y) = N0(x) + (y),

— injective : si f(x) = 0 alors z € Ker(f) donc s(z) = 0 dans E/Ker(f),

— surjective : si y € Im(f) alors il existe x € E tel que y = f(x) et donc y = 0[s(z)]. O

Proposition 53 Soit (E,||.||) un evn et H un sev de E. EQU :

1. H est un sev strict de E mazximal pour linclusion : si H est un sev de E qui contient H alors

H=H ou FE,
2. pour tout e € E\ H, on a E = H ®Ke,
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3. il existe p € L(E,K) (non nécessairement continue) telle que H = Ker(p)
J. dim(E/H) =1,
5. il existe e € E\ H tel que E = H @ Ke.

On dit alors que H est un hyperplan de E. De plus, si ¢1,p2 € L(E,K) et H= Ker(p1) = Ker(¢2)
alors w1 et o sont colinéaires.

Preuve : 1 = 2:Siec F\ H alors KeN H = {0} et H @ Ke est un sev de E contenant strictement
H donc il coincide avec E.

2 = 3 :Six = h+ Xe est une décomposition de z € E adaptée a la décomposition £ = H @ Ke on
définit p(z) := A. Alors p € L(E,K) et H = Ker(yp).

3 = 4 : D’aprés la section précédente K = Im(yp) est isomorphe & E/H donc dim(E/H) = 1.

4 = 5 : Soit e € F tel que s(e) # 0 dans E/H. Alors e ¢ H donc KeN H = {0} Pour = € E, il existe
A € K tel que s(x) = As(e) alors z — e € H Ainsi, E = H & Ke. O

Tout cela ne tient pas compte de la topologie.

Proposition 54 Soit (E,|.||) un evn, H un hyperplan de E et ¢ € L(E,K) telle que H = Ker(yp).
BEQU :

1. H est fermé dans (E, ||.||)

2. ¢: E — K est continue, cad ¢ € E'.

Preuve : 2 = 1 : Si ¢ est continue alors H = Ker(y) est fermé comme image réciproque du fermé
{0} de K par I'application continue .

1 = 2 : Réciproquement supposons que H = Ker(p) soit fermé et montrons que ¢ est continue.
Comme H est un sev strict de F alors ¢ # 0 et donc V := {z € E;p(x) = 1} est non vide (utiliser
la linéarité pour ajuster la valeur de ¢ a 1). Soit a € V. Alors V = a + H est fermé, donc E\ V est
ouvert. Comme 0 € E'\ V, il existe r > 0 tel que B(0,r) C E\V, cad ¢(z) # 1 pour tout z € B(0,r).

Par I’absurde, supposons qu'il exite z € B(0,r) tel que |p(z)| > 1. Alors

|

cad ﬁ € B(0,r). En conséquence 1 # ¢ (%) : contradiction. En conclusion, |¢(z)| < 1 pour tout
2llzll

x € B(0,7) donc |p(r)| < =7

<l <,

‘ _ el
()]

x
o(x)
pour tout z € F par linéarité, ainsi ¢ est continue. [J

L’énoncé suivant résulte alors des 2 propositions précédentes.

Proposition 55 (Distance d’un point & un hyperplan) Soit (E, ||.||) un evn et H un hyperplan fermé
de E. Alors, pour toute ¢ € E' vérifiant H = Ker(p) on a

d(z, 1) = PO e g
el &

Exercice :
1/ Soit (E,||.]|]) un evn et H le noyau d’une forme linéaire continue non nulle u. Montrer que, pour

tout a € E, d(a,H) = luta)]

[[ul
2/ Soit E = ¢o(N,R) 'espace des suites de nombres réel qui convergent vers 0. Montrer que (E, ||.||o0)

est complet.
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3/ Soit f : E — R définie par f(x) := > )7, %= Montrer que f € E’ et donner I'expression de
d(z, H). Est ce que ||.||gr est atteinte ?

SOLUTION :
1/ Soit z € E. Pour tout hg € H, on a |u(z)| = |u(x — ho)| < |lull|lz — hol donc |u(x)] <
lu||grdist(x, H) cad
dist(z, H) > [u@)]

" lulle

H est un hyperplan de F : il existe e € E (qu’on peut supposer de norme = 1) tel que E = H ®Re.
Soit x = h + Ae € E la décomposition adaptée. Alors |u(z)| = |u(Xe)| = |A||u(e)| = |A|||u||z donc

i u\xr
dis(a, ) < flo = 1] = = ).

2/ Reproduire la preuve classique de complétude.
3/ |f(@)] < |zlloo Yooty 5 donc f est continue et ||f| < 2. Pour tout n € N, on a f(lpn) =

(2= 5%) ol done || fller =2 — 5. Ainsi, || f||lp = 2.
Par Pabsurde, supposons qu’il existe z € E tel que ||z||g =1 et |f(z)| = 2. Alors
> 1
0=2|f(@) = 3 (1 ra)5r
n=0
donc (série a terme positifs de somme nulle) z,, = 1 pour tout n € N, ce qui contredit sa convergence
vers 0.

9.3.2 Théoréme de Hahn Banach géométrique

Théoréme 25 Soit £ un R-evn, A, B deuz converes non vides disjoints de E avec A fermé et B
compact. Alors il existe g € E', a € R et € > 0 tels que

(9, v)pp<a—e,VreA e (9g2)pp>a+t+eVreB.
Le thm de Hahn-Banach géométrique découle du thm de Hahn-Banach analytique, dans lequel la
norme est remplacée par la jauge d’un convexe [cf Brézis, Chap 1].

Corollaire 7 Soit F' un sev de E. Alors (F dense dans E) & ({g € Figlp =0} = {0})

Preuve : L’implication = est évidente. Montrons <. On suppose que {g € E’;g|r = 0} = {0}.
Par ’absurde, supposons que F' n’est pas dense dans F : dxg € E \ F. Alors F et {xo} sont des
convexes non vides disjoints, I'un fermé, I'autre compact donc il existe g € E’ et a € R tels que

(9,0)pr 5 <a<({g,20)p Yz €F. (9.2)

Grace a la structure d’ev de F', on en déduit que g|r = 0. Alors, par hypothése g = 0. Or, 0 < a <
(9,m0) g/, : contradiction O

Le thm de Hahn-Banach géométrique joue, dans un espace de Banach, le role du thm de projection
sur un convexe fermé dans un Hilbert : notez la similarité entre (5.2)) et (9.2). Attention, les 2 thm
de Hahn-Banach s’énoncent sur un EVN (et pas sur un Banach)

9.4 Au programme de l’interrogation

Dans ce chapitre, sont exigibles en interrogation
— I’énoncé du théoréme de Hahn-Banach analytique, exercices d’application directe
— la caractérisation de la norme par dualité, exercices d’application directe.
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Chapitre 10

Fonctions d’une variable réelle

Le but de ce chapitre est de rappeler quelques résultas importants sur les fonctions d’une variable
réelle. Il y a essentiellement 2 raisons & cela :

1. De nombreux résultats sur les fonctions de plusieurs variables (cad définies sur une partie de R
ou d’'un evn de dimension infinie), que nous manipulerons aux chapitres suivants, s’obtiennent
en se ramenant au cas d’une fonction & variable réelle, via la fonction auxiliaire v :

f (B Ee) = (B .llF), aheE,teR, wut):=f(a+th).

11 est donc essentiel d’avoir les idées claires sur les fonctions de la variable réelle.

2. Certains énoncés requierent plus d’hypothéses que d’autres sur I'espace d’arrivée des fonctions.
En particulier, lorsque ’énoncé ou sa preuve utilise une intégrale, alors ’espace d’arrivée doit
étre complet, pour que l'intégrale de Riemann soit bien définie (Voir Annexe 1). Nous nous
attacherons donc a éviter au maximum au recours aux intégrales dans les preuves, pour disposer
d’énoncés sur les fonctions a valeurs dans un evn (cad sans hypothése de complétude a arrivée).

10.1 Dérivabilité

10.1.1 Définition

Definition 35 (Dérivabilité) Soit I un intervalle ouvert de R, (E,||.||) un evn, f : I — E et
ael.
— f est dérivable en a si
— les tauzx d’accroissement w admettent une limite L dans (E, ||.||) quand [h — 0],
— ou, de facon équivalente, s’il existe L € E tel que

fla+h)=fa)+Lh+ o (h]).

Alors L est la dérivée de f en a et notée f'(a).
— f est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point x € 1.
~ f est de classe Ct sur I si f est dérivable sur I et si f' € C°(I,R). On note alors f € C1(I, E).
— Par récurrence, on définit la dérivée n-ieme de f, f, pour tout n € N (lorsqu’elle existe)

— f est de classe C™ sur I si f™ : I — E est bien définie et continue sur I.

Remarque 25 La notion de dérivabilité requiert que l’intervalle de définition de f soit ouvert, car il
faut pouvoir évaluer f sur (a — €,a + €) pour calculer la limite des tauz d’accroissement.

111
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Definition 36 (Dérivabilité a droite/gauche) Avec les méme notations que précédemment, on

dit que f admet une dérivée a droite (resp. a gauche) en a siles tauz d’accroissement w

admettent une limite finie L dans (E,|.||) quand [h — 0%] (resp. quand [h — 07]). On la note alors
fala) (resp. fy(a)).

Exercice 1 : (de manipulation de la définition) Soit f : R — R dérivable en 2 = 0 telle que f(0) =0,
L eN* et S, := ZZio f (n%) pour tout n € N. Montrer que (S, )nen converge et donner sa limite.

On a parfois besoin de manipuler des fonctions sur des intervalles fermés. La bonne notion est
alors la suivante.

Definition 37 Soient —a < a < b < +oo, n € N* et (E,||.||) un evn. Une fonction f : [a,b] — E est
de classe C™ sur Uintervalle fermé [a,b] s’il s’agit de la restriction a l'intervalle [a,b] d’une fonction
f de classe C™ sur un voisinage ouvert de [a,b] :

Je>0,3f € C"((a—€e,b+¢), E) tels que f = f\[a’b].

Proposition 56 Soient —oo < a < b < oo, (E,||.||) un evn et f:[a,b] - E. EQU :
1. f € C™([a,b], E)
2. f € C%a,b], EYNC™((a,b), E), f admet des dérivées a droite en a (resp. a gauche en b) jusqu’a
Uordre n et f) est continue sur [a,b] pour k=1,..,n.

Nous donnerons plus loin une autre caractérisation, plus pratique, de ces fonctions.

Preuve : 1 = 2 est évident. Montrons 2 = 1 en construisant explicitement un prolongement C" de
f sur un voisinage ouvert de [a, b]. La fonction f: R — E définie par

Y B @)@ iz <a
flx) =< f(z) ) sia<x<b
PO AL () L S

est clairement de classe C™ sur (—o0,a), (a,b), et (b,00). En raisonnant par récurrence sur k €
{0,...,n — 1} et en travaillant séparément pour h > 0 et h < 0, on obtient

f®(a+h) — f®(a) (k+1)
W }j)f t(a).0

10.1.2 Propriétés élémentaires

Proposition 57 Soit I un intervalle ouvert de R et a € I.
1. Une fonction dérivable en a est continue en a. La réciproque est fausse.
2. Une fonction C1(I, E) est dérivable sur I. La réciproque est fausse.
3. 81 f: I — R est dérivable sur (a,b) et croissante alors f' > 0 sur I.
4. Si f:(a,b) = R est dérivable en c € (a,b) et admet un extremum local en c alors f'(c) = 0.
5

. [Dérivation d’un produit| Soit I un intervalle ouvert de R, a € I (E,||.||) une R-algébre
normée et f,g: I — E dérivables en a. Alors fg est dérivable en a et

(f9)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).
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6. [Dérivation d’un quotient] Soit I un intervalle ouvert deR,a € I et f,g: 1 — C dérivables
en a telles que g(a) # 0. Alors 5 est dérivable en a et

(f)' (a) = f'(a)g(a) — fla)g'(a)

7. [Formule de Leibniz] Si E = C et si f((a), g™ (a) existent alors fg est n-fois dérivable en
a et

(f9)™ (@)= CrfP(a)g" M (a).
k=0

8. [Dérivation d’une fonction composée] Soient I, J deux intervalles deR, g : I — J dérivable
ena et f:J— E dérivable en g(a). Alors f o g est dérivable en a et

(fog)(@) =g (f(@)f(a).

Dans I’énoncé 4 il est important que ¢ soit & l'intérieur de l'intervalle de définition. En effet,
f:xz€]0,1] = x admet un maximum local en z = 1 sur [0, 1], mais f'(1) # 0.

Preuve :

1. La fonction z € R — |z| est continue sur R mais elle n’est pas dérivable en x = 0, car

i T —FO) S0~ O)

h—0+ h h—0— h

On peut construire des contre-exemple plus pathologiques encore : voir ’exercice ci-dessous.

2. La fonction g : R — R définie par

z?sin(1/z six
oty = { 5001/ #0,

10 siz=0,
est continue sur R et de classe C'°° sur R*. De plus

h) —¢(0
g()hg() = hsin(1/h) — 0 quand [h — 0]
donc g est dérivable en z = 0 et ¢’(0) = 0. Cependant

g'(z) = 2zsin(1/x) — cos(1/x), VYV #0

ne tend pas vers ¢’(0) = 0 quand [z — 0]. Donc g ¢ C1(R,R).
3. Si f est croissante alors ses taux d’accroissement sont > 0 donc, par passage a la limite, f' > 0.

4. Supposons que f admet un maximum local en ¢ € (a,b) :
f(z) < f(e), Vze(c—ec+e).

Alors

fle+h)—f(c) [ <0, Vhe(0e)),
h {20, h € (—,0).

Par passage a la limite [h — 0], on obtient f’(¢) <0 et f'(¢) > 0. En conclusion, f’'(¢) = 0.
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5. On a
(fo)a+h) = (fl@)+hf' @)+ o °
= (fg)(@) + hlf (a)g(a) + f(a)g'(@)] + o (]

donc (fg) est dérivable en a et (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

o f(a)+hf'(a)+o(h)
a)+o(h
(4) @+ n) = s h @)

- W 1+hg’(a/)/g(a)+o(h)> (f(a)+ hf'(a) + o(h))

= gt (1 - h% + O(h>) (f(a) + hf'(a) + o(h))

z) (a) +hf(a)g(f;)(;)f2(a)g @ | o(h)

-~
«Q

b AT b — f(a)g(a)=f(a)g'(a)
donc ¢ est dérivable en a et (g) (a) = PR .

7. La formule de Leibniz se démontre par récurrence, en utilisant la dérivation d’'un produit et la
formule C¥ + CA=1 = CF ;.

8. Ona
(fog)la+h) = f(g(a) + hg'(a) + (h)) par dérivabilité de g en a
= flg(a)] + f'[g(a )]( g'(a) 4+ o(h )) +o(h) par dérivabilitée de f en g(a)
= (fog)(a) + hf'g(a)lg'(a) + o(h)
donc f o g est dérivable en a et (fog)'(a) =¢ (f(a))f’(a). O

Exercice 2 [Concentration des singularités| : Le but de cet exercice est de construire une fonction
continue sur [0, 1] mais non dérivable sur un ensemble dense de [0, 1]. Soit R := {r,;n € N} un
sous-ensemble dénombrable de [0, 1].

1. Montrer que la série de fonctions > = | converge pour tout z € [0, 1].

2. Montrer que sa somme f(z):=> ", %7;’1' est continue sur [0, 1].

3. Montrer que f n’est dérivable en aucun point de R.

4. Conclure.

On peut également construire, sous forme de série, une fonction continue sur [0, 1] et nulle part
dérivable sur (0,1), appelée fonction de Weierstrass [voir Combes, Suites et séries, par exemple]

10.2 Fonctions & valeurs réelles : Rolle, EAF, Taylor Lagrange

10.2.1 Théoréme de Rolle

Théoréme 26 (de Rolle) Soient a <b e R et f:[a,b] = R continue sur Uintervalle fermé [a,b],
dérivable sur lintervalle ouvert (a,b) et telle que f(a) = f(b). Alors il existe ¢ € (a,b) (ouvert) tel

que f'(c) = 0.

Preuve : Si f est constante sur [a,b] alors tout point ¢ € (a,b) convient. Supposons donc que f
n’est pas constante. Alors inf{f(z);z € [a,b]} < sup{f(x);x € [a,b]} donc I'une au moins de ces 2
quantités est différente de f(a) = f(b). Quitte a remplacer f par (—f), on peut supposer qu'il s’agit
de sup{f(x);x € [a,b]}. La fonction f est continue sur le compact [a, b] donc il existe ¢ € [a, b] tel que
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f(c) =sup{f(z);x € [a,b]}. Comme f(c) > f(a) = f(b) alors ¢ € (a,b) et donc f'(c) =0 (extrémum

intérieur). O

Contre-exemple : f doit étre a valeurs réelles. En effet f(t) := e’ est continue sur [0, 27], de classe
C* sur (0,27) et f(0) = f(27) mais f/(t) = ie® # 0 pour tout ¢ € (0,27).

Exercice 3 : Soit P € R[X] scindé sur R. Montrer que P’ est scindé sur R.

10.2.2 Egalité des accroissements finis

Théoréme 27 (Egalité des accroissements finis) Soienta < b € R et f € C°([a,b],R) dérivable
sur (a,b). Il existe ¢ € (a,b) tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b— a).

Preuve : On introduit la fonction auxiliaire

v: [a, 0] = R
v e f) - (@)~ Kz a)

ou K € R est telle que p(b) =0, cad K := w. Alors ¢ est continue sur l'intervalle fermé [a, b],
dérivable sur U'intervalle ouvert (a, b) et vérifie p(a) = ¢(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il existe
c € (a,b) tel que ¢'(c) =0, cad f'(c) = K. O

La technique de la fonction auxiliaire est importante. On pourra s’exercer sur l'exercice
suivant.

Exercice 4 : Soit f € C°([a, b], R) deux fois dérivable sur (a,b) telle que f(a) = f(b)

=0
1. Montrer que, pour tout x € [a,b], il existe ¢ € [a,b] tel que f(z) = 3(z — a)(b— z)f"(c).

2. En déduire que f: |f(z)|dz < “’}3)3 £ ]l oo-

L’égalité des accroissements finis permet par exemple de caractériser les fonctions monotones.

Proposition 58 Soient a <b e R et f: (a,b) = R dérivable. Alors
1. f est croissante ssi f'(x) = 0 pour tout x € (a,b).

2. 81 f' >0 sur (a,b) alors f est strictement croissante.

Preuve : Supposons que f soit dérivable et f' > 0 (resp. f > 0) sur (a,b). Pour tous x < y € (a,b),

il existe ¢ € (z,y) tel que f(y) — f(z) = f'(c)(y — z) donc f(y) > f(x) (vesp. fy) > f(y)) : [ est
croissante (resp. strictement croissante). O

Contre-exemples :
— Dans I’énoncé 1, il est important que I’ensemble de départ soit connexe pour que <= soit vraie.
En effet, z € R* — 1/22 a une dérivée > 0 sur R*, mais elle n’est pas monotone.
— Dans ’énoncé 2., la réciproque est fausse. En effet, x — 23 est strictement croissante sur R
mais sa dérivée s’annule en x = 0.

10.2.3 Formule de Taylor Lagrange
Théoréme 28 Soient a <b e R, n € N et f € C"([a,b],R) une fonction (n+ 1) fois dérivable sur
(a,b). Alors il existe ¢ € (a,b) tel que

n (k) a — g\t
f=3 f kl< )(b ) 4 (b(nJr)l)'f(nH)(C)'
k=0 ’
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Remarque 26 Rappelons que Uhypothése f € C™([a,b],R) signifie que f peut élre prolongée sur un
voisinage ouvert de [a,b], de la forme (a — €,b+ €), en une fonction de classe C™ sur (a — €,b+ €).

Preuve : On introduit la fonction auxiliaire
v: [a,b] — R
v f@) - iy L (@ - a)f - S
ou K € R est telle que p(b) =0, cad

n+1)! " f*)(a
K:z%(ﬂb)— / ‘()(b—a)k).
k=0

Montrons par récurrence sur j € {1,...,n+ 1} que, pour tout j € {1,...,n+1}, il existe ¢; € (a,b)
tel que o) (c;) = 0.

j =1 : La fonction ¢ est continue sur U'intervalle fermé [a, b], dérivable sur l'intervalle ouvert (a, )
et vérifie p(a) = p(b) = 0. D’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢1 € (a, b) tel que ¢'(¢1) = 0.

jj+1pourje{l,..n}: Lafonction pU) est continue sur l'intervalle fermé [a, ¢;], dérivable

sur Iintervalle ouvert (a, c;) et vérifie ) (a) = 9\ (¢;) = 0 car

(p(j)( Zf x—a)k ]_(x_
-t (n+1-)!

a)n+1—j

D’aprés le théoréme de Rolle, il existe ¢j41 € (a, cj) tel que Ut (c;1q) = 0.
Notons ¢ := cp41. Alors 0 = ™+t (¢) = f(+1)(¢) — K d’ou la conclusion. O

Exercice 5 : Inégalités de Kolmogorov.
Soit (E,||.||) un evn et f : R — E un fonction 2 fois dérivable sur R. On suppose que My := || flco < 00
et My := || f"]|co < 00. Le but de cet exercice est de montrer que My := || f/]|co < 00.

1. Montrer que, pour tout x € R et h € R*, il existe cx € (—h, h) tels que

() = f(x+h)2_hf(x_h) _1_2(]@//(3:_1_0_) —f"(x—l—c+)) ‘

2. En déduire que, pour tout h € R*, || f/[|oc < 20 + 2015,
3. En déduire que My < v/2MyM;.

. k(n—Fk) _k k
Plus généralement, on peut montrer que si My, M,, < oo alors M}, < 272 M, ™M,y pour tout

k €{0,...,n}. Ref : Gourdon, Analyse p. 81.

Exercice 6 : Formules de la moyenne.

1. Soient f € C%[a,b],R) et g € L'((a,b),R) avec g > 0 presque partout. Montrer qu’il existe

c € [a,b] tel que
b b
/fng(C)/ 9

2. Soit f € C([a,b],R) croissante et g € C%([a, b], R). Justifier que

b b b T
/ F(O)g(t)dt = F(b) / ()t — / FOCHdE ot Glz) = / g(t)dt ¥z € [a,].

En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

/fg— /g+f()/cbg-
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10.3 Fonctions & valeurs vectorielles : IAF, Taylor Young et reste
intégrale

10.3.1 Inégalité des accroissements finis

Théoréme 29 [IAF, fonction a variable réelle] Soita < b € R, (F,||.||) un evn, f € C%([a,b], F)
et ¢ € C%([a,b],R) deuz fonctions admettant des dérivées a droite en tout point t € [a,b), telles que

Ifa@®)lF < ¢at), Vtelab).
Alors

1£(b) = f(a)llr < ¢(b) — ¢(a).
Remarque 27 Il est tentant de démontrer I'IAF de la facon suivante :

b
£(b) - fa) = / f(tydt (10.1)
donc ) X
1£) - F(a)]lr < / £ @)l rdt < / & (1)t = 6(b) — B(a).

Mais cet argument n’est pas satisfaisant parce que
— la formulation intégrale n'a de sens que si (F,||.||r) est complet, pour utiliser lintégrale
de Riemann des fonctions [a,b] — F, or cette hypothése de complétude sur F' ne figure pas dans
le thm ci-dessus,
— la preuve de la formulation intégrale requiert 'IAF (voir Section .
1l est donc indispensable d’avoir une preuve de I'IAF qui ne repose pas sur la formulation intégrale,
sinon, la construction se mord la queue !
Notez que, méme avec ' =RY? et une intégrale de Lebesgue, la preuve de la formulation intégrale
requiert I'TAF (voir le cours d’intégration de Thibaut Deheuvels).
Ces remarques motivent pleinement la preuve ci-dessous.

Preuve : Soit € > 0 et

A= A{z € a,b];[|f(t) = fla)llr < &(t) — #(a) +€(t —a),Vt € [a,z]}.
Alors A est non vide car a € A.

Ftape 1 : Montrons que, si x € A et © < b alors il existe 6 = 6(x) > 0 tel que v + 6 € A. Soit
x € A tel que x < b. Comme f et ¢ sont différentiables en x alors il existe § = §(z) > 0 tel que

£ +6) = )~ tfs(a)llp < 5 Ve € [0,6], (102)

t
bz +1) > §lx) +tofy(x) — 5 .Vt € [0,]. (10.3)
Alors, pour tout ¢ € [0,0], on a

If(z+1) = fla)llr <If(z+t)—f@)|r+If(z) - fla)llF (inégalite triangulaire)
<t @)F+ % + 6lx) ~ 6(a) + ez — a) par ([0
<t/ (x) + ¢(x) — ¢(a) + e (z —a+ )
<o(z+1t)— @)+ <+ o(z) — dla) + e (z—a+ L) par (10.3)
<oplz+t)—¢la)+e(zr—a+t).
FEtape 2 : Montrons que b € A. 1l résulte de 'Etape 1 que b = sup(A). Ainsi,

1£(t) = fla)llr < ¢(t) — ¢(a) +€(t —a),Vt € [a,b).
Par continuité de f et de ¢ au point b, cette inégalité reste vraie en t = b.
FEtape 3 : Conclusion. On a montré que, pour tout € > 0, || f(b) — f(a)||r < ¢(b) — ¢p(a) +€(b—a).
En passant a la limite [¢ — 0], on obtient || f(b) — f(a)||r < ¢(b) — ¢(a). O
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10.3.2 Formule de Taylor Young

Théoréme 30 (Formule de Taylor Young) Soit n € N, I un intervalle ouvert de R, a € I,
(E,|.]]) un evn, f € C™(I,E) une application (n+ 1)-fois dérivable en a. Alors

n+1
(k) n+1
fla+h)= Zf Lo (1)
Autrement dit
n+1 hk
Ve > 0,36 > 0 tel que ||fa+h)— > fP(a )77 < €™t Vh e [-6,0].
k=0

Preuve : On montre par récurrence sur n € N la propriété suivante :

[H(n)] Si f € C™(I, E) est (n + 1)-fois dérivable en a, alors

n+1

fla+h)=> fP(a )h + o (IB") .

k=0
Pour n = 0, la formule correspond & la définition de la dérivabilité en a.
Soit n € N*. Supposons la propriété [H(n — 1)] établie et montrons [H(n)|. Soit f € C™(I, E) une

application (n + 1)-fois dérivable en a. Soit € > 0. En appliquant ’hypothese de récurrence a f/, on
obtient § > 0 tel que

n k
Plat )= SO @) | < i vh e [-6,0). (10.4)

k=0

Soit hy € [—4, d]. Pour simplifier, supposons hg > 0. On va appliquer I'TAF a Papplication

n+1 hk
H:he fla+h) = fHa a) 1y
k=0

avec ¢(h) := e /(n+1), a =0, b = hg. Les applications H et ¢ sont
— continues sur I'intervalle fermé [0, hg],
— dérivables sur l'intervalle [0, hg),
— vérifient

ntl pE—1
(a+h) Z f) )

I ()] = < el = ¢'(h),Vh €0, ho) .

Donc, d’aprés 'TAF,

n+1 ® hk: h8+1
ho) — = ||H(hy) — H Se——.
St ) =3 FO@ = 1)~ HON < 25
Lorsque hg < 0, il faut adapter H et ¢ : Exercice. O

La preuve de I'inégalité de Taylor Young résulte donc uniquement de la définition de la dérivabilité.
Notez bien qu’il suffit que f(®*1) existe en a. Elle est valable pour des fonctions a valeurs dans un evn
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(pas d’hypothése de complétude). La formule de Taylor Young justifie que toute fonction C™ admet
une développement limité & 'ordre n. La réciproque est fausse.

Contre-exemple : La fonction f : R — R définie par
1 1
] ez sin(ew) sixz#0,
J(@) = { 0 siz=0

vérifie f(z) = o(x™) pour tout n € N sans étre de classe C™ : elle n’est méme pas C'. En effet, f est
dérivable en x = 0 et f/(0) =0 car

f(h)=f0) 1 L

- = Ee_ﬁ sin(en) — 0  quand [h — 0],

mais 1
flz) == (e_% sin(e%) — cos(e%)> , VxeR*
x
ne converge pas vers f'(0) = 0 quand [z — 0].

La formule de Taylor Young permet de faire des calculs rigoureusement.

Exercice 7 : Montrer que la suite (u,)nen définie par

nm ts nm "
U, = | cos sin
" 3n—+1 6n+1

10.3.3 Formule de Taylor avec reste intégral

converge et calculer sa limite.

Théoréme 31 (Formule de Taylor avec reste intégral) Soient a < b € R, n € N, (E,|.||) un
Banach et f € C"([a,b], E). Alors

n —a k b _\n
10 = Y 0@ [P g,
2 R T

Remarque 28 Notez que la complétude de (E, ||.||) est nécessaire pour manipuler l'intégrale de Rie-
mann.

Preuve : Récurrence + IPP dans le reste intégral. U
Application 1 : Une ruse trés utile. Soit f € C°(R,RY) telle que f(0) = 0. Alors la fonction h

définie par
[(=@) ;
h(zx) := x LT #0,
f(0) siz=0,

est de classe C* sur R. En effet, on a (formule de Taylor reste intégral + CVAR)

h(z) = /01 f'(tz)dt, VzeR,

et le théoréme de dérivation sous l'intégrale justifie que le membre de droite définit une fonction de
classe C'*° par rapport & z € R.

Exercice 8 : Le but de cet exercice est de montrer que toute fonction C'° paire sur R est de la forme
g(z?), ou g est C™ sur R.
Soit f € C®°(R,R) paire et g : t € R+ f(\/1).
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1. Montrer que g est dérivable sur R.
2. Montrer qu’il existe une fonction f; € C*°(R,R) paire telle que ¢'(t) = f1(v/t) pour tout t € R.
3. En déduire que g € C*°(R). Conclure.

Application 2 : Développement en série entiére (DSE).
— C’est grace a la formule de Taylor avec reste intégral qu'on démontre le DSE de fonctions

usuelles, par exemple

> —1).fa—n+1
(L+a)* =1+ ap(@)a™, Vze(-1,1), ouan(a)= ala )TE'O‘ ntl) e

n=1
— La fonction de Bessel Jy, définie par

w/2
Jo(z) == 2/ cos[z cos(#)]dh, VreR
0

s

est de classe C™ sur R (théoréme de dérivation sous l'intégrale) et \Jék) (x)] < 1 pour tout
k € N, donc
hn+1

(n—i—l)!’

Ve, h e R.

Jo(z +h) — Z

Ceci montre que Jy est développable en série entiére en tout point € R et que

Jo(z +h) = ZJO k', Va,h € R.

Contre-exemple : Attention, la série de Taylor ne converge pas toujours vers la fonction.
— Il arrive que la série de Taylor converge mais que sa somme ne coince pas avec la fonction. Par
exemple 1(0,00)(95)6_1/ T admet une série de Taylor identiquement nulle en zéro.
— Il arrive aussi que la série de Taylor ne converge pas, comme le justifie I’exercice suivant.

Exercice 9 : Le but de cet exercice est de démontrer le
Lemme de Borel : Pour toute suile (an)nen de nombres réels, il existe une fonctions f € C*(R)
telle que f™(0) = ay,.

Soit (an)nen € RY et € € C°(R) telle que Supp(€) C [~2,2] et € =1 sur [—1,1].

1. On pose fp(z) := an%f (i) Montrer que pour tout n, on peut choisir €, > 0 assez petit de
sorte que
1
1 Plso < 5y VR € {0 im =1}

2. Conclure en considérant ) f,.

10.3.4 Application au prolongement

Théoréme 32 (Théoréme de prolongement) Soient a < b € R, (E,|.||) un Banach, f €
C%([a,b), E) dérivable sur (a,b). Si f'(z) admet une limite finie L dans (E,||.||) quand [z — a¥]
alors [ est dérivable & droite en a et f'(a) = L.
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Preuve : Soit € > 0. Il existe 6 > 0 tel que, || f'(xz) — L|| < € pour tout x € (a,a+ §). Soit h € (0,9).
Grace a la formule de Taylor avec reste intégral et 'inégalité triangulaire, on obtient
| ettt — o) =] #a o emyar — 1]
< J3 I f(a+th) — Li|dt < e.

Ceci montre que f est dérivable & droite en a et que f}(a) = L. O

Corollaire 8 Soienta <c<bec R, n e N*, (E,|.|) un Banach et f € C°((a,b), E) N C"((a,c) U
(¢,b), E) telle que, pour tout k € {1,...,n}, f*)(x) admette une limite Ly, dans (E,||.||) quand [z — .
Alors f € C™((a,b), E) et f*)(c) = Ly pour k=1,....n

Preuve : Par définition f € C%((a,b),R). Le théoréme précédent justifie que f € C'((a,b),R) et
que f'(c) = Li. En ré-appliquant le théoréme précédent a f/, on obtient que f’ € C'((a,b),R), donc
f € C?*((a,b),R). On obtient la conclusion par récurrence. O

On obtient également la caractérisation suivante des fonctions de classe C™ sur un intervalle
fermeé.

Proposition 59 Soient —oo < a < b < oo, (E,||.||) un Banach et f :[a,b] - E. EQU :
1. f € C™([a,b], E)
2. f € C%a,b], E) N C™((a,b), E), et f*) admet une limite dans (E,|.||) quand [z — at] et
[x = b7], pourk=1,...,n

Application : Construction des fonctions plateaux.
La fonction g : R — R définie par

g@):{ e s size (0,00,

0 six € (—o0,0],

est de classe C° sur R. En effet, pour tout n € N, il existe une fraction rationnelle F,, telle que
g™ (z) = Fn(aj)e*% , Vx e (0,00),

et donc ¢(™(2) — 0 quand [z — 0]. Ainsi la fonction

h: R - R
z — g(z)g(l—x)

est de classe C™ sur R et a support compact : Supp(h) = [0, 1]. En conséquence, la fonction

k: R - R
Jo h(t)dt
v [y h(t)dt
est de classe C™ sur R, son support est [0,00) et k =1 sur [1,00). Il en résulte que la fonction

f+ R - R
r — k(z)k(3—2x)

est de classe C* sur R, a support compact dans [0, 3] et que f =1 sur [1,2].

Exercice : Soit f € C1(R,R).
1. Montrer que F(n) := 1 & sin(nt)dt est bien défini pour tout n € N

2. Montrer que fR sin(z)
[R — o]

dx est bien défini pour tout R > 0 et admet une limite L € R quand

3. Montrer que F'(n) admet une limite quand [n — o], & expliciter en fonction de L et f(0).
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10.4 Dérivabilité et suites/séries de fonctions

Proposition 60 Soient a < b€ R, (E,|.||) un Banach et (f,)nen une suite de C1((a,b), E). Si
— il existe g € (a,b) tel que (fn(x0))nen converge dans (E, ||.||),
— la suite (f] (x))nen converge dans (E,||.||) vers g(x) uniformément par rapport a x € (a,b),
alors (fn(7))nen converge uniformément sur (a,b) vers une fonction f € C1((a,b), E) et f' = g.

On en déduit ’énoncé analogue pour les séries de fonctions.

Preuve : Notons que g € C°((a,b),R) comme limite uniforme de fonctions continues sur (a, b). Soit

a = limy, o0 fr(z0) et

o) = a+/xg(t)dt, s € (a,b).

o

Alors f € C([a,b],R) et f'=g. On a

fa@) = F@) = | falwo) = a+ 2 (fn = g) 00t
< |fulwo) = al + [3 (7 — 9)(®)ldt
< falwo) = ol + b= @)l fs = glloos Y € (a,0).

Ceci montre que f, converge vers f uniformément par rapport a x € (a,b). O

Remarque 29 Notez que la complétude de (E, ||.||) est nécessaire pour utiliser l'intégrale de Riemann

et la formule h(1) — h(0) = fol B (t)dt.

Contre-exemples : La convergence uniforme des f,, ne suffit pas. En effet, f,(z) := /22 —{—% est

de classe C! sur (—1,1) pour tout n € N, converge uniformément vers f(z) := |z| sur (—1, 1), mais
f ¢ C((—1,1),R). En effet, un argument de monotonie permet de montrer que

fn<x)—|xy) < fal0)] = Vo e[-1,1],n € N*.

1
Vvn'
10.5 Fonctions convexes

10.5.1 Définition

Definition 38 (Fonction convexe) Soit I un intervalle de R. Une fonction f : I — R est conveze
£l

fOx+ 1 =Ny) <A@+ 1 =Nfly), Ve,yel,rel0,1].

Elle est strictement convexe si
FOw+ (1= Ny) < M@) + (1= Nfy), Yao#yel e (01).

Exemples : Les fonctions affines sont convexes mais pas strictement convexes. La fonction = — 22
est strictement convexe.

Proposition 61 [Croissance des taux d’accroissements] Si f : I — R est conveze alors (faire

un dessin)
fy) = f(=) _ f(z) = fx) _ f(2) = [(y)

~X N
y—x z—x z—y

, Ve<y<zel.

En particulier,

FW) ~ ) _ f) = @)

y - y—x

Vil <y <z <y.
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Preuve : On a la combinaison linéaire convexe

z — — X
Yy = ya:—i—y z
z— Z—

donc, par convexité de f,

) < L)+ L=25(2).

z—x z—x
On en déduit, d’une part, que
=y y—w f(z) — f(z)
— < -1 =(y—o)—————=,
1) - 1 < (S22 -1) s+ 220 = - S
ce qui fournit la premiére inégalité souhaitée. On en déduit d’autre part que
z—y y—x
—_ < —
Y pw) < L) - 1)
et en multipliant par z:; >0
y—x z—x
_ < _
flz) < = yf(Z) o yf(y)
d’ou
y—x z—x z—x
— <({1+=— - = - )
10 - 1@ < (14 20) 1) - 222000 = S22 (1) - )

qui fournit la 2e inégalité souhaitée.
Soient 2’ < 3y’ < x <y € I. Appliquons le résultat précédent a 2’ <y <z et &y <z <y (faire

un dessin) :
fy) — f(@) < flz) = f(¥)

y/_x/ x—y’

fly) = f=) 5
y—x

<

10.5.2 Régularité des fonctions convexes

Proposition 62 Soit I un intervalle ouvert de R et f: I — R une fonction convexe. Alors
1. pour tout a < b € I, [ est lipschitzienne sur [a,b],
2. f admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche en tout point x € I,

8. [y et f, sont des fonctions croissantes sur I et
fo(@) < fa(@) < fo(y) < faly), Ve<yel.

4. Uensemble D des points de I en lesquels f n'est pas dérivable est fini ou dénombrable et f' est
continue sur I\ D.

Remarque 30 Pour le point 2., il est important de se restreindre ¢ un intervalle [a,b] strictement
contenu dans I. Par exemple, x — x° est conveze sur R, mais elle n’est pas lipschitzienne (car C1 et
de dérivée non bornée sur R)

2

v —2?=y—z)(z+y)>Lly—=z|,VL<z<y.

Preuve :



124 CHAPITRE 10. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

1. Soient a/, b’ € I tels que a’ < a < b < (faire un dessin). Par croissance des taux d’accroisse-
ment, on a

fla) =) _ fly) = f(=) _ (V) = f(b)

a—a - y—-xz = W-=b

donc |f(y) — f(z)| < M|y — | ou

V$?y 6 [a7 b] Y

fla) = f(a')

a—a

M = rnax{‘

;'f(b;)lig(b)’}_

2. Soit x € I. Fixons x < Z € I. D’aprés la croissance des sécantes, pour tous t1 <ty < x € I, on
a (faire un dessin)

f@) = () _ f@) =t _ 1@ = @)
x—1 T — 19 T—x
Ainsi la fonction t € (z —€,x) — w est croissante et majorée par M, donc elle admet

une limite f;(z). Argument de monotonie similaire pour la dérivé & droite.

3. Soient = < y des points intérieurs & I. Pour h > 0 assez petit, on a (croissance des taux
d’accroissement)
f) = fa =) _ ) = Sy =1
h = h

en passant a la limite [2 — 0] on obtient f;(z) < f,(y). Ainsi, f; est croissante.

La croissance des taux d’accroissements montre que, pour h > 0 assez petit

J@) = J =) _ faeh) — (@) _ f6) = =h) _ [y+h) - )
h = h h h h h )

En passant a la limite [h — 07], on obtient f;(x) < f3(z) < f3(y) < fi(y).

4. Tl découle de 'inégalité précédente (procéder par double inclusion) que
D:={z el f,(x) < fo(x)} = {z € I f, est discontinue en x} .

Ainsi, D est I’ensemble des points de discontinuité de la fonction croissante fé donc il est fini
ou dénombrable, en vertue du Lemme suivant. O

Lemme 7 Soit I un intervalle ouvert de R et f : I — R une fonction monotone. Alors,
1. f admet une limite a gauche fy(x) et une limite o droite fq(x) en tout point x € I,

2. fo(x) < flz) < falz) < foly) < fy) < fa(y) pour tout z <y €1,

3. Uensemble D des points de discontinuité de f

D :={z € I; f,(z) # fa(z)}

est fini ou dénombrable.

Preuve : Quitte a remplacer f par (—f), on peut supposer que f est croissante.

1. Soit z € I et € > 0 tel que (z — e,z +¢€) C I. La fonction ¢t — f(x +t) est croissante sur (—¢, 0)
et majorée par f(x) donc elle admet une limite [t — 07], notée fy(x). On justifie de méme
lexistence de fg(x).
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2. Soient t <y € I. Pourt >0 assez petit, omazx —t<zx<z+t<y—t<y<y+tdonc

(monotonie)
fla—t) < fl) < fle+) < fly—1) < Fly) < Fly+1).

En passant a la limite [t — 0] on obtient
fo(a) < f(z) < fa(z) < foly) < F(y) < fa(y)

3. Pour tout « € D, il existe ¢, € Q N (fy(z), fa(x)). Ceci permet de construire une injection de
D dans Q, ce qui jusitife que D soit fini ou dénombrable :

J: D — Q
T = (g

L’application J est injective car strictement croissante :

fo(w) < aqw < fa(x) < foly) < gy < faly), Ve<yeD.O

10.5.3 Caractérisation de la convexité

Théoréme 33 Soita<beR et f:(a,b) = R.
1. Si f est dérivable sur (a,b) alors il y a équivalence entre
(a) f est conveze sur (a,b),
(b) f' est croissante sur (a,b),
(¢) F(5) > [() + F'(@)(y — 2) pour tous x < y € (a,).
2. Si f est 2 fois dérivable sur (a,b) alors f est convezre sur (a,b) ssi f”" >0 sur (a,b).

3. Si [ est 2 fois dérivable et f” > 0 sur (a,b) alors f est strictement convexe. La réciproque est
fausse (considérer x € R — x?)

Preuve :
1. (a) = (b) : On a f’' = f; est croissante.
(b) = (c) : Taylor Lagrange.
(¢) = (a) : Soient z <y € I et A € (0,1). Par hypothése, on a

f@) = fhe 4+ (1 =Nyl + fz+ (1= Nyl = Nz —y),

fly) = fz+ (L= Nyl + f Az + (1= NylAy — x),
On multiplie la premiere inégalité par A, la deuxiéme par (1 — \) et on somme les 2 inégalités
résultantes pour obtenir Af(z) + (1 — A)f(y) = f[Az + (1 — N)y].
2. Une fonctions dérivable sur (a,b) est croissante sur (a,b) ssi sa dérivée est > 0 sur (a, b).

3. Soit f : (a,b) — R 2 fois dérivable telle que f” > 0 sur (a,b). Alors f’ est strictement croissante
sur (a,b). Soient z < y € (a,b) et A € (0,1) et z := Az + (1 — A\)y. D’aprés l'égalitée de
Taylor-Lagrange, il existe ¢1 € (, z), c2 € (2,y) tel que

f(z) —f(l') :f/(cl) < f,(CZ) _ f(y) —f(Z)

z—x y—z

Cette inégalité se ré-écrit
AP+ (1= Nyl = £@)) < 0= (F) = e+ (1= A)])

dont on déduit que f[Az + (1 —Ny] < Af(z)+ (1 —N)f(y). O
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10.5.4 1Inégalités de convexité classiques

Proposition 63 On «
1. sin(z) > 22 pour tout x € [0,7/2].
2. »/ry1..x, < w pour tout n € N* et z1,...,z, € R}

N 1/p
3. [Holder] Y7 apbr < (354 ai)l/p (Zzzl bi) pour tout n € N*, p € (1,00) et aq,..., ap,

bi,..., by € R,.

Preuve :
1. concavité de sin sur (0,7/2) car sin” = —sin y est < 0.
2. convexité de 'exponentienne.

3. déja démontrée. O

10.5.5 Convexité et optimisation

Proposition 64 Soient a <b€eR et f: (a,b) — R.
1. Si f est conveze sur (a,b), dérivable sur (a,b) et ¢ € (a,b) alors EQU :
(a) f(c)=min{f(z);x € (a,b)} : ¢ est un minimum de f
(b) f'(c) =0 : c est point critique de f.

2. Si f est strictement convezxe alors elle admet au plus un minimum sur (a,b).

Preuve :

1. (a) = (b) Un extremum intérieur est tjs un point critique (méme sans hypothése de convexité).
(b) = (a) Par convexité, on obtient f(z) = f(c¢) + f'(¢)(x — ¢) = f(c) pour tout x € (a,b).

2. Par l'absurde, supposons f minimale en 2 points dictincts u; < ug € (a,b). Alors

SQur + (1= ANuz) <Af(ur) + (1 = A)f(u) = I(Talibr)l(f)

ce qui fournit une contradiction. (|

10.6 Au programme de l’interrogation

Le Chapitre 9 est un chapitre de révisions : toutes les définitions, tous les énoncés sont exigibles
en interrogation.

10.7 Appendice 1 : Intégrale de Riemann

Soit a < b € R, (F,||.|r) un Banach sur R et ¢ € C%([a,b], F). On définit 'intégrale de Riemann
de ¢ de la méme facon que pour les fonctions & valeurs réelles.

Definition 39 fab (t)dt est la limite des sommes de Riemann Z;V:O(mjﬂ —xj)p(z;) ou
a=z9<..<xTNy=0b

est une subdivistion de [a,b] et la limite est prise quand le pas de la subdivision h := sup{xj1—x;j =
0,...,N — 1} tend vers zéro.
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Pour démontrer 'existence de cette limite, on utilise la continuité uniforme de ¢ et la complétude
de (F,].]|r). Il est donc important que ¢ soit continue sur 'intervalle compact [a,b] et que F' soit
complet.

Preuve : Soit € > 0. La fonction ¢ est continue sur l'intervalle [a, b] donc (thm de Heine) uniformément
continue :
36 > 0 tel que [lp(x) —¢(y)llr <€, Va,y € la,b] /lz —y[ <0

Soient a = xp < ... <xy =bet a=1yy < .. < yy = b deux subdivisions de [a, b] de pas < d. Notons
a =29 < .. < zp = b la subdivision obtenue par la réunion de ces 2 subdivisions. En regroupant
ensemble les zj, appartenant & un méme intervalle [z;,z;11), on obtient

N P
Z(l’jﬂ — )y Z 21 — 2k)p(2k)|| < e(b—a)
=0

k=0 F

et de méme

M P
> (i1 —vy )= (zre1 — 2)p(z)|| <elb—a).
j=0 k=0 r
Par inégalité triangulaire, il en résulte que
N M
D (@ —z)e(es) = Y (g —y)e(y)| < 2e(b—a).
j=0 j=0 P

Ceci montre que la famille des sommes de Riemann de ¢ vérifie le critére de Cauchy lorsque le pas
de la subdivision tend vers zéro. Comme (F,||.||r) est complet, la limite existe. O

Proposition 65 1. Si ¢, € C%[a,b], F) et A € R alors

b b b
/()\g0+1/1)(t)dt:)\/ ¢(t)dt+/ Wp(t)dt
b c b
/ o)t = / o()dt + / o(t)dt (10.5)

3. On a l'inégalité triangulaire en version continue :

b b
/a et < / lo(t)]|pt

4. S1(G,|.llc) est un Banach et L € L.(F,G) alors
b b
L (/ go(t)dt) - / L(gp(t))dt.

1. Cela résulte de la linéarité par rapport a ¢ des sommes de Riemann.

2. Sia<c<balors

Preuve :

2. On découpe les sommes de Riemann en 2 morceaux.

3. Cela résulte de I'inégalité triangulaire sur les sommes de Riemann, par passage a la limite.
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4. On utilise la linéarité sur les sommes de Riemann. Attention, ici, 'intégrale de Riemann du
membre de gauche est pour les fonctions & valeurs dans F', alors que celle du membre de droite
est pour les fonctions & valeurs dans G.

Cette construction permet d’intégrer les fonctions continues par morceau [a,b] — F, via la dé-
compositoin (10.5]).

Proposition 66 Si ¢ € C°NC,,,([a,b], F) alors

Preuve : Il suffit de faire la preuve lorsque ¢ € C'([a,b], F) puis d’utiliser (10.5) Soit ¢ > 0. La
fonction ¢’ est continue sur [a,b] donc (thm Heine)

30 > 0 tel que ||¢'(x) — @' (Y)||F < €,Vz,y € [a,b] /|lz—y| <6.

Soit a = xg < ... < xy = b une subdivision de [a, b] de pas < J. On a

N N-1

p(b) — (@) = > (@i —2))¢ (x5) = Y (‘P(%’—H) — o(z;) — hj90/<37j)) : (10.6)
j=0 Jj=0

ot hj = (.Tj+1 — xj).

Etape 1 : Montrons que
lo(zj1) = o(x5) = (w501 — 25)9 (2)lF < €hj, Vje{0,..,N—1}. (10.7)
Soit j € {0,...., N —1}.On a
o(zjr1) — p(x) — (xj41 — )¢ (x5) = Gj(1) — G;4(0)

ol
Gj: [0,1] — F
t = p(xj+thy) —thij¢ (z;).
De plus,
1G()lr = 11’ (x5 4 thy)h; — ' (z5)hsl|F < €hj, ¥Vt e [0,1].

Grace a 'TAF, on obtient (10.7). Notez qu’il est important d’avoir une prewve de I’IAF qui ne repose
pas sur la formulation intégrale !...

FEtape 2 : Conclusion. On déduit de (10.6) et (10.7) que
N

@(b) = pla) = > (zjp1— )¢ (25)|| <e(b—a).
=0 »

On en déduit, en passant la limite sur le pas de la subdivision que

<elb—a).
F

o) - (- | o

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc

b
o(b) — ¢(a) :/ ¢ (t)dt dans F .00



Chapitre 11

Diftérentielle

Soit f: @ C R®™ — R. On pourrait généraliser la notion de dérivée d’un fonction d’une variable, au
cas de plusieurs variables, en demandant que les fonctions x; — f(Z1,...,2;, ..., Tp) soient dérivables
pour tout (Z1,...,Tj—1,Tj+1,...,Zn) (différentielle de Gateaux). Cependant, cette généralisation n’est
pas pratique car elle n’assure méme pas la continuité de la fonction.

Exemple 1 : Considérons f : R? — R définie par

.— % Si (1.7 y) # (07 0)7
f@,y) = { 0 ' si (z,y) = (0,0).

Alors f admet des dérivées partielles nulles par rapport & x et par rapport & y en (0,0) car

f(h,O)—f(0,0) —50 ot 0 f(O,h)—f(0,0)

0
h h

— 0 quand [h — 0]

Mais f n’est pas continue en (0,0), car

b
F(ah,bh) — QQLH)Q;&O, quand [h — 0], Va,be R*.

L’exemple ci-dessus n’admet pas des dérivées dans toutes les directions de R2. En effet, w

diverge quand [h — 0] pour tout a,b € R*. On pourrait penser que le probléme vient de 1a, et qu'une
fonction dérivable dans toutes les directions est continue. Il n’en est rien, comme le montre ’exemple
ci-dessous.

Exemple 2 : Considérons g : R? — R définie par

RN

5 .
(@, y) = (e si (z,y) # (0,0),
0 si (z,y) = (0,0).
Alors g n’est pas continue en (0,0) car g(z,2?) = %3 ne tend pas vers zéro quand [z — 0]. Pourtant,
g admet des dérivées suivant tout vecteur a l'origine : si (a,b) € R\ (0,0) alors

g(ah,bh) — ¢(0,0) h%a® . 0 sib#0,
h (b + ha?)? 4+ hba® h—o

- a sib=0eta#0.

129
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11.1 Différentiabilité

11.1.1 Définition

Definition 40 (Différentielle) Soient (E,|.||g), (F,|.||r) des evn sur K = R ou C, Q un ouvert
de E,aeQ et f:Q—F.
— f est différentiable en a s’il existe L € L.(E, F) telle que

fla+h) = f(a)+ L(h) + (Inlle), (11.1)

o
lalle—0
c’est-a-dire :

Ve > 0,36 = d(e) > 0 tel que ||f(a+h)— f(a) — L(h)||r <e€|lh||lg, VheE/|hlg<9.

Alors L est unique, appeleé différentielle de f en a et notée L = df (a).
— [ est différentiable sur Q) si f est différentiable en a pour tout a € Q2.

— f € CYO,F) si f est différentiable sur Q et sa différentielle df : (Q, ||.||g) — (EC(E, F), H-”LC(E,F)>

est continue, c’est-a-dire : pour tout x € €,
ldf () — df (@)l z.z,p) — 0, quand [[lx — 2|z — 0].

Preuve de 'unicité de la différentielle : Soient L1, Lo € L.(E, F) telles que f(a+ h) = f(a) +
Li(h) + hOO(HhHE) pour j = 1,2. Pour tout € > 0, il existe § := min{dy,d2} > 0 tel que, pour tout
—>

h € E vérifiant ||h||g < d, on a

(L1 = Lo)(M)|[r <|[f(a+h) = fla) = Li(R)[F + If(a + h) = fa) — La(h) ||
< QeHhHE

Par linéarité, on en déduit que |[(L1—L2)(z)||F < 2¢||z|| g pour tout x € E, cad ||L1— Lal|z,(g,F) < 2¢.
Ceci est vrai pour tout € > 0 donc Ly = Lo.

Remarques/Commentaires

1. 11 est trés important de bien comprendre ce que signifie la notation

fla+h)=fla)+ Lh)+ o ([hle),

IRl E—0
c’est-a-dire :
Ve > 0,30 = () > 0 tel que ||f(a+h)— f(a) — L(h)||r < €||hllg, VheE,|h|g<9.

— En particulier, le terme ||h”o 0(||h||E) est un vecteur de F' dont la norme ||.||p est négligeable
E—

devant ||h||g quand ||h|g — 0.

— Lecriture f(a + h) sous-entend que h est pris suffisamment petit pour que a + h € Q. Cest
pour permettre cela qu’on doit considérer “€2 ouvert ”.

— Si F est de dimension finie, par équivalence des normes, il serait légitime d’écrire

o (h) aulieude o (||h]E).
h—0 [|h]|g—0
Mais en dimension infinie, il est important de bien préciser quelle norme de h intervient &
I'intérieur et au dessous du petit o.
— Les égalités avec des petit o et des grands O sont 4 manipuler prudemment, en
particulier lorsqu’on veut les multiplier ou les composer.
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2. Lorsque f est différentiable en a, il est parfois plus comode d’utiliser la formule suivante

f(x) = f(a) +df(a).(x —a) + ||z — a||ge(z), one:Q— Fet|e(z)|r
lz—allz—0
€ est alors une application de Q dans F' et pas un nombre réel!!! Exercice : Démontrer 1’équi-
valence entre ces 2 formulations de la différentiabilité.

3. Si E =R, la différentiabilité est équivalente & la dérivabilité. Exercice : Le démontrer.

4. La différentiabilité en a d’une fonction f signifie qu’elle se comporte, au voisinage du point a,
’a peu prés’ comme la fonction affine h — f(a) + df(a).h (somme d’une constante et d’une
application linéaire). Sous forme géométrique, cela exprime que la courbe est, au voisinage d'un
point, 'a peu pres’ confondue avec sa droite tangente.

5. En dimension infinie, df (a) dépend, a priori, des normes ||.||g et ||.||r choisies sur E et F. Mais,
en dimension finie, les normes sont toutes équivalentes donc df (a) ne dépend pas des normes
choisies.

6. Notez bien que df (a) doit étre continue (E, ||.|g) — (F,||.||r) : c’est automatique si E est de
dimension finie, mais pas s’il est de dimension infinie.

11.1.2 Exemples classiques

Exemple 1 : Différentielle d’une fonction constante.
Si f est constante sur €2, alors df = 0. La réciproque est vraie seulement si {2 est connexe.

Exemple 2 : Différentielle d’une application linéaire continue.
Si f e L.E,F) alors df(a) = f pour tout a € E, car f(a+ h) = f(a) + f(h). Autrement dit, la
différentielle d’une application linéaire continue est constante (en cette application).

Exemple 3 : Différentielle du carré.
Soit (E, ||.||) une algébre normée (commutative ou non), par exemple M, (R) ou (C°([0, 1], R), ||.||oo)-
L’application
f+ E - FE
r o a?

est C1(E) et df(x).h = xh + hx pour tout h € E.

Pour commencer, on fire x € E.
Etape 1 : Continuité du candidat. L’application linéaire

L: FE — FE
h — xh+ hx

est continue car

IL(R)|| < ||zh||+ [|hz|| (inégalité triangulaire)
< 2||z||[|h|]  (norme d’algeébre sous-multiplicative) .

De plus, [|L]z.(z) < 2|

Etape 2 : Différentiabilité. On a

fla+h)=(@+h)?=2>+zh+he+h* et |B2]|<|h|*= (IA11)

0
[[R[|—0
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donc f est différentiable en x et df (x) = L.

Ceci est vrai pour tout x € E donc f est différentiable sur E et df (z).h = xh + hx pour tous
x,h €FE.

Etape 3 : Continuité de la différentielle. Cette expression explicite montre que la différentielle df :
E — L.(F) est linéaire :

df Ax +y) = Adf () +df (y), Vz,ye E, XK.
Donc, pour montrer qu’elle est continue, il suffit d’exhiber un réel de continuité M > 0 :
ldf (@)l co() < Mllz||, VzeFE.

D’apres 'étape 1, M = 2 convient.

On montre de méme que I'application produit P : (z,y) € E? +— zy € E est C! et que
dP(x,y).(h1,h2) = hiy + zhy, Vx,y,h1,he € E.

On montre également de méme que la puissance n-iéme (avec n > 3) g : ¢ € E — 2" € E est
différentiable et que

n—1
dg(z).h = Zxkhxn_l_k, Ve, heFE.
k=0
La preuve du caractére C! de g est cependant différente car dg : E — L.(E) n’est pas linéaire.

Preuve de la continuité de la différentielle de g : On fixe x € E. On veut montrer que
ldg(z) — dg(@)llz.(z) — 0,  quand [|Z — 2| g — 0].
Pour z,h € E, on a
n—1
dg(a).h — dg(@)h =Y (:L"kha:”_l_k - gzkh:z”—l—’f)
k=0
et, pour k=0,...,n—1,0n a

a7k ghpgnTlok — (o — Db he TR 4 (e — £)2 2R 4 L+ B (2 — B)
donc (inégalité triangulaire et sous-multiplicativité de la norme)
|zFha™ 1% — #*he"F| p < (n = D)||hl|ellz — 2| (|2 s + 1) 2, Vie Bg(z,1),heE,
d’ott
ldg(z).h — dg(@)-h||F < (n = 1)*|[Algle - Z|p(lzp +1)""%, V&€ Bp(x,1),heE,
Ceci montre que

ldg(2) = dg(@)ll () < (n = 1)?||lz = & p(l|lz| 2 +1)"* — 0 quand [|o — |z — 0].

Exemple 4 : Différentielle de la norme au carré.
Soit (H,{.,.),||.]]) un eph sur R et f:z € H + ||z||*> € R. Alors f est C' sur H et df(a).h = 2(a, h)
pour tous a,h € H.
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Pour commencer, on fize a € E.
Etape 1 : Continuité du candidat. L’application linéaire

L: H — R
h +— 2{a,h)

est continue car |L(h)| < 2|lall||R|| pour tout h € H (CYS). De plus || Lz, x,r) < 2|lall-

Etape 2 : Différentiabilité. On a

lla + A1 = llall* + 2(a, k) + |A]* = [la]® + L(h) + ot

donc f est différentiable en a et df (a) = L.

Ceci est vrai pour tout a € H donc f est différentiable sur H et df(a).h = 2{(a,h) pour tous
a,h e H.

Etape 3 : Continuité de la différentielle. D’aprés cette expression explicite, la différentielle df :
H — L.(H,R) est linéaire. Donc, pour montrer qu’elle est continue, il suffit d’exhiber un réel de
continuité. D’apreés I’étape 1, M = 2 convient.

Exemple 5 : Différentielle d’une application n-linéaire.

Soient (E, ||.|g,), (B2, |-llE), (F,|l-||F) des evn. On munit Eq x Ea de la norme ||(z1, 22)|| g x5, =
max{||z1| g,, ||[z2]| £, } ou de toute norme équivalente. Soit f € L.(E1, Ea; F) une application bilinéaire
continue Ey x Ey — F. Alors f € CY(Fy x Ea, F) et

df(al,a2>.(h1, hg) = f(al, hg) + f(hl, a2) R V(al,ag) , (hl, hg) € F1 x Ey.

Pour commencer, on fize (a1,a2) € E1 X Es.
Etape 1 : Continuité du candidat. L’application

L: EixFEy — F
(h1,h2) = f(a1,h2) + f(h1,a2)

est linéaire par bilinéarité de f et continue car, pour tout (hy, he) € Fy X Es,

[ f(a1, ho) + f(h1,a2)||lr < |[f(a1, ho)llF + [|f(h1,a2)||F (inégalité triangulaire)
<N fllzo e mosmylllarlle P2l 2, + 1Rl 2y llazl| 2]
<N fllzo e mospylllarlle, + llazll g ]l (R, h2)l By x B, -

De plus, [|L]| . (5 x By, r) < 20l o1 230 11, a2) | By x 5 -

Etape 2 : Différentiabilité. On a

flar 4+ h1,a2 + he) = f(a1,a2) + f(ar,ha) + f(h1,a2) + f(h1, he) par bilinéarité
= f(a1,a2) + L(h1, h2) + o([|(h1, ho)| £, x &)

car

1f(h, ho)llp - < | fll 2By, oy 12| By (2| 2
< HfH[:C(El,EQ;F)H(hl?h2)||2E1><E2 .

Ainsi, f est différentiable en (a1, a2) et df (ai,a2) = L.
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Ceci est vrai pour toul (a1, as) € By X Ey donc f est différentiable sur E1x Ey et df (a1, a2).(hi, he) =
f(hi,a2) + f(a1, h2) pour tous (ai,az), (hi,ha) € E1 X Es.

Etape 3 : Continuité de la différentielle. Cette expression explicite montre que df : Fy X Ey —
L.(Ey X E9, F) est linéaire. Donc, pour montrer qu’elle est continue, il suffit d’exhiber un réel de
continuité. D’apres 'étape 1, M = 2|/ f| 2, (5, ;) convient.

La preuve de la différentiabilité se généralise facilement & une application n-linéaire continue
f€Le(Fn,....,Ey F), avecn > 3 :

df(al, ...,an).(hl, ceey hn) = Z f(al, ey fe—1, hk, Af+1, ...,an) .
k=1

Seule la preuve du caractére C' doit étre adaptée, car la différentielle

df : E1 X ... X E, — L (F X ..xXEyF)
(a1,...,an) +— df(ay,...,an)

n’est pas linéaire. On peut alors procéder comme pour la puissance n-iéme, dans I'exemple précédent.
Exercice : Rédiger intégralement la preuve.

Exemple 6 : Différentielle d’une fonction explicite, avec des DL usuels (Taylor Young).
f: R = R
(z,y) — s
est différentiable que R x [R\ {—1}] et

h1 :Bhg

Alsy) (o he) = 7 = s

En effet, pour (x,9) € R x [R\ {—1}] et (h1,h2) € R? assez petit, on a

h h 1
f(l‘ + h’lv y+ h2) = yf-—;;g—}-l = zy—:'ll 1+}L72
y+1
_ z+h h
= = (1 — o H+ 0(h2)>

= A - 4o (h, b))

Exemple 7 : Différentielle de I’inverse.
Soit (E, ||.||g) une algébre de Banach et Inv(E) 'ensemble des éléments inversibles de E (qui est bien
un ouvert de (E,|.||g)). L’application

f: Inv(E) — Inv(E)
r = ozt

est C1 et
df(x).h = —z 'ha™' Vo € Tnv(E) ,h € E.

Pour commencer, on fize x € Inu(E).
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Etape 1 : Continuité du candidat. L’application

L: F —- FE
h +— —x thg!

est clairement linéaire et continue car (sous-multiplicativité d’une norme d’algebre)
1L < Ml P [IR], VA € E.

Etape 2 : Différentiabilité. Pour h € E vérifiant ||~ !||||h|| < 1/2, on a

(x+h) 1t =[x (I+:c )} (I+x—1h)—1x—1
= (a1 ‘1h> )~

= 1+L( ) R ULDE

(attention : on utilise ici la complétude de (E, ||.||g) pour justifier que la convergence absolue implique
la convergence de la série) car

00 — nyp— — n|— (l== ]I~ 2 —
I (=" @ )| < s la IRl e = L I
< 2l PR

Donc f est différentiable en x et df (x) = L.

Ceci est vrai pour tout v € Inv(E) donc f est différentiable sur Inv(E) et df (z).h = —z~tha™!, Vx €
Inv(E),h € E.

Etape 3 : Continuité de la différentielle. Pour z,Z € Inv(E),h € F on a

[df (x).h — df (Z).h| Hﬂflhx_1 & thal|
= ||(z7t =z Hhat + 27 h(z — 7Y
< et - :E‘lll[\lxll +lZl[11Al

donc
Idf @) = df (@) | .y < lla™ = @I (Jlall + 12]) — 0 quand |7 — o]z 0.

Ceci montre que df : (E, |.||) = (Le(E), ||l (&) est continue, donc f est CT sur Inv(E).

Exemple 8 : Soit ¢ € C1(R,R). On munit E := C%(]0,1],R) de la norme ||.||. Alors 'application

d: E - R
= fol po f(r)dw
est différentiable et .
d(I)(f).h:/ & o f(e)h(x)de, Vf.heE. (11.2)
0

Pour commencer, on fixe f € C°([0, 1], R).
Etape 1 : Continuité du candidat. On vérifie que L : h € E > fo ¢' o f(x)h(z)dx est une applica-
tion linéaire continue (C°([0,1],R), ||.||oc) = (R, |.|). La linéarité est claire. De plus

A I (@)h(z)da| <

|M¢/w Dlldt  ¥h € C°([0,1], R),
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et la derniére intégrale est finie comme intégrale sur [0,1] d’une fonction continue sur [0,1]. Donc
L:(C°(0,1],R), [|.]loc) — (R, |.|) est continue.

Etape 2 : Différentiabilité. On fixe € > 0 et on cherche n > 0 tel que

<elhllo,  Yh e CO0,1,R), Al <7

(11.3)
Soit M := |[|f]|co- La fonction ¢’ est continue sur le compact [-M — 1, M + 1] donc (thm Heine)
uniformément continue :

1
| (6lr@ + 1ie)] = el @) - @) ) do

Ine(0,1),Vy,z € [-M -1, M+1],ly—z[<n = [¢y)-¢@E)<e
Soit h € C°(]0,1],R) tel que ||h|l < 7. Pour tout = € [0, 1], on a
(Rl () + h(a)] — @lf ()] ~ S @@ = [J (@) + sh@]h(x)ds - ¢ [F@)Ih(z)]

= I3 (¢17(2) + sh(@)) = &' [F (@) r(x)ds|

< foi P'[f (@) + sh(@)] = ¢'[f (@)][[P(z)|ds
< Jy elh(@)lds < €|l

donc, en intégrant cette relation par rapport a = € (0,1), on obtient (11.3). Ceci montre que ® est
différentiable en f et que d®(f) = L.

Ceci est vrai pour tout f € C°([0,1],R), donc ® est différentiable sur C°([0,1],R) et (11.2)) est
vraie.

Etape 3 : Continuité de la différentielle. Soit f € C°([0,1],R) et € > 0. On cherche § > 0 tel que

1d®(f) = d®(f)llc.er) <€ V€ E,|f = fllo <9,

cad

1 B - -
| (#Uran - ¢li@n)n@s| < bl b Bl =l <.

Soit § un module d'uniforme continuité de ¢’ sur [~-M — 1, M + 1] comme ci-dessus. Pour f e
C°([0,1],R) telle que ||f — flloo <7, on a alors ||’ o f — ¢’ o f|lee < €, ce qui fournit la conclusion.

Par exemple, ’application

R
fol f(x)2dx

®: C°%0,1,R) —
f —

est C1 et .
d®(f).h —/ 2f(x)h(x)dz, Yf,heC°0,1],R).
0

Exemple 9 :Différentielle du déterminant sur M, (C).
L’application det : M,,(C) — C est C* et

d(det)(A).H = tr[Com(A)T H] YA, H € M,(R).
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Ftape 1 : Différentiabilité. L’application det est polynémiale sur M, (C) = C™ donc elle est O

det(A) = Z G(U)Al,o(l)"‘An,a(n) .

UGSTL

Ftape 2 : Calcul de d(det)(I,). Il résulte de la formule précédente que

det(In + H) = > €(0)(In+ H)1,001)In + H)no(n) -
Jesn

Lorsque o € S, n'est pas l'identité, il existe k # [ € {1,...,n} tels que o(k) # k et o(l) # [ et donc
(In + H) 1) (In + H)nomy = O(IH|?)  quand |[H]|| — 0.
Il en résulte que

det(I, + H) =+ H)11...(In + H)pp +o(J|H||)
=14+ Hig+..+Hypp+o(|H|) en développant.

Ceci montre que d(det)([,,).H = tr(H) (la continuité par rapport & H est automatique en dimension
finie).
Etape 3 : Calcul de d(det)(A) pour A € GL,(C). On a

det(A + H) = det(A)det(I, + A~ H) = det(A) (1 (A H) + o(HH||))
donc
d(det)(A).H = det(A)tr[A™ H] = tr[Com(A)T H] ,VA € GL,(C),H € M,(R).

FEtape 4 : Calcul de d(det)(A) pour tout A € M, (R). Comme GL,(C) est dense dans R et que
d(det) est continue sur M,,(C), on déduit de ce qui précéde que

d(det)(A).H = tr[Com(A)' H] YA, H € M,(C).

Exercice : Soit (E, ||.||g) une algébre de Banach sur R.
1. Montrer que, pour tout = € E, la série ) %,L converge absolument.
2. En déduire que exp(z) := >, ‘% est bien définie, pour tout = € FE.

3. Montrer que exp est différentiable en 0 et calculer d(exp)(0) .
(Corrigé : Rouviere Exercice 16 page 51)

11.1.3 Propriétés élémentaires

Les résultats suivants découlent trivialement de la définition de la différentiabilité.

Proposition 67 1. Si f est différentiable en a alors f est continue en a.
2. Structure d’ev : d(\f + g)(a) = \df (a) + dg(a).
3. Soient (E,|.|g), (Ej,|-ll;) des evn et f; : E — F; différentiable (resp. C*) pour 1 < j <n. On
muni F:= Fy x ... X Fy, de la norme ||(y1,...,yn)llF = sup{||y;l|g,;1 < j < n}, ou de toute

norme équivalente. Alors
f: F —- Fix..xF,

z = (fi(@), -, falz))
est différentiable (resp. C') et

df(a).h = (dfi(a).h, ..., dfn(a).h), VhEE.
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4. Soit (E,||.|g) un evn, Q un ouvert de (E,||.|g), a € Q, (F,|.||r) une algébre normée (com-
mutative ou non), f1, f2 : Q — F différentiables en a (resp. C1(Q)). Alors le produit fifo est
différentiable (resp. C1(Q) et

d(fif2)(a).h = [dfi(a).h]f2(a) + fi(a)|df2(a).h], VheH.

Il faut bien comprendre les objets et les opérations dans le membre de droite de la derniére
formule :

— dfi(a).h est un élément de algébre E, résultat de l’application linéaire dfi(a) : E — E au
vecteur h € E,
— [dfi(a).h]f2(a) est le produit d’algébre entre les 2 éléménts de E que sont dfi(a).h et fa(a).

Preuve du 4 : L’application

L: H - F
a — [dfi(a).h]f2(a) + fi(a)[df2(a).h]

est linéaire et continue car (inégalité triangulaire et norme sous-multiplicative)

Ildf1(a).h] f2(a) + fi(a)[dfa(a)-hl]| < (del(a)”ﬁc(E,F)HfQ(a)HF + ”de(a)HLC(E,F)Hfl(a)HF) =

De plus, on a

(fif)a+h) = (fi(a) +dfi(a)h+o(lh]6)) (f2(a) + dfe(a).h+ o] )
= (fuf2)(@) + L(h) + o(||hll)

Notez bien que la sous-multiplicativité de ||.|r est utilisée pour montrer que les termes de reste sont
en o(||h||g) quand [||h||g — 0]. Par exemple,

I[df1(a).r][df2(a).R]l[F < ||[df1(a).b]l|F[df2(a).h]]|F
< lldfu(a)llc.mmlldf2(@)lcomm kIt = o (lhllg) .0

Al z—0

Definition 41 Soit (E,||.|g), (F,|.|lr) deuz evn, Q un ouvert de E, a € Q,ve E et f:Q — F. La
dérivée de f en a dans la direction v est (si elle existe)

D,f(a) = lim f(a+tvt) — fla)

Proposition 68 Si [ est différentiable en a alors f admet une dérivée en a dans la direction v et
D, f(a) = df(a).v pour tout v € E. La réciproque est fausse.

Preuve : On déduit de la différentiabilité de f en a que
fla+tv) = f(a) + tdf (a).v + tgo(t)

d’ot1 la conclusion. O
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11.1.4 Thm des fonctions composées et conséquences

Théoréme 34 [TFC]

1. Soient (E,||.||g), (F\|.lF), (G,||-ll¢) des evn, Qg, Qp des ouverts de E,F,a € Qp, f: Qp — F
et g: Qp — G. On suppose que [ est différentiable en a, f(Qp) C Qp et g est différentiable en
f(a). Alors go f : Qg — G est différentiable en a et

d(g o f)(a) = dg[f(a)] o df (a),

c’est-a-dire

d(go f)(a).h = dg[f(a)].(df(a).h) , VheE.

2. 8i f € CYQp, F), g€ CHQr, Q) et f(Qr) C Qp alors go f € CH(QE, G).
3. Si f est un C' difféomorphisme de Qg sur Qp alors df (a) € GI(E, F) pour tout a € Q.
4. Soient I un intervalle ouvert de R, ty € I, (E,||.||g) un evn, Qg un ouvert de E, v : I — Qg

et f:Qp — F. Sty est dérivable en to et f est différentiable en y(ty) alors f o~ est dérivable

en tg et
d

2 (fo)(to) = df[¥(to)] -+ (to) -

5. Soit (E,|.|lg), (E,|.||F) des evn, Q un ouvert de E et f: Q — R™ différentiable sur Q. Alors,
pour tout x,y € Q tels que [x,y] C Q, la fonction auziliaire
w: [0,1] — F
t — f(ac+t(y—x))

est dérivable sur (0,1) et
(1) = df(x iy — x)).(x —y), Ve (0,1).

6. Si, de plus, (F.||.||r) est un Banach alors

F0 =10 = [ (o ity ).y (114

avec lintégrale de Rieman des fonctions [a,b] — F (voir Section [10.7).
7. Si, de plus, F' =RY alors

10 =10 = [ (o ity =)o - o

avec lintégrale de Lebesque des fonctions (a,b) — R,

8. Ces 3 derniers énoncés s’appliquent, en particulier, pour tout x,y € Q lorsque € est conveze.

Il faut bien comprendre ce que signifie la formule

d(g o f)(a) = dg[f(a)] o df (a),

— a gauche, on compose des applications (a priori) nonlinéaires : f : Qp — Qp et g: Qp — G,

— a droite, on compose des applications linéaires : df (a) : E — F et dg[f(a)] : F — G.
L’introduction de la fonction auxiliaure u permet de montrer des propriétés sur une fonction de
plusieurs variables f, en se ramenant & une fonction de la variable réelle u. Cette ruse, importante,
sera utilisée de nombreuses fois dans le cours.

Preuve :
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1. Soit € € (0,1). Il existe d¢,dy > 0 tels que
|f(a+h)— f(a) = df(a).hl|F <ellhle, VYheE,|hlg<dy,

lglf(a) +s] — g[f(a)] — dg[f(a)].sllc <ellsl|r, Vs€F, |sllr<dy. (11.5)
Soit

1)
d:=min< dr, g }
{ Pl @) euer + €

et h € F vérifiant ||hl|g < 0. Alors
1f(a+h) = fla)llp < lldf (a).hl| + €llhlle < ([df (a)ll c.e,r) + €)l[h][ 5 < &
donc on peut appliquer (11.5) & s = f(a+ h) — f(a), ce qui fournit

(g o f)la+h)—(go fila) —dglf(a)l.lf(a+h) = fla)llle <e(ldf(a)llc.zr +e)lhle.

On en déduit, par inégalité triangulaire, que

(g o f)a+h)=(go f)(a) - dgl[f(a)l.ldf (a).hllc
< lldglf(a)l.lf (a+h) fla) = df(a).hlllc + e(ldf (@)l coer) + O)IRl 2
< elldg(f(a)ll e llblle + elldf (@)l .k, + €)lhlle -

On a montré que
(g0 f)la+h) = (go f)(a) —dg[f(a)l.ldf (a).h] = o(||h] &) -
Cela résulte de la formule précédente.
f~Yo f=1Iddonc (TFC) d(f~1)(b) o df (a) = Idg lorsque b := f(a).
On applique le TFC & fo~.

On applique le TFC pour calculer «/(t) pour ¢t € (0,1)
Comme u € C!([a,b], F) on a le droit d’écrire, avec l'intégrale de Riemann (voir Section [10.7)

S otk N

1
u(l) —u(0) = /0 o (t)dt,

ce qui fournit la conclusion.

7. Méme raisonnement avec l'intégrale de Lebesgue : 'hypthése u € C!([a,b],RY) est alors un
peu forte, il suffirait que u soit absolument continue [a,b] — RY (voir Rudin, Analyse réelle et
complexe, Thm 7.7 et Thm 7.18) O

Exercice : Soit f : R? — R une application différentiable sur R2.
1. Calculer la dérivée de la fonction g : © € R — f(x,x), en fonction de la différentielle de f.

2. Calculer la différentielle de la fonction & : (z,y) € R? = f(y, ), en fonction de la différentielle
de f.

(Corrigé : Rouviere : Ex 14 page 49)

Exercice : Soit k € R, (E,||.||g) un evn et f : E\ {0} — R différentiable sur £\ {0}. Montrer
qu’il y a équivalence entre

1. f est homogene de degré k, cad f(tx) = t*f(z) pour tout t > 0, x € E'\ {0},
2. df(z).x = kf(x) pour tout z € E'\ {0}.
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Pour démontrer (2) = (1), on pourra montrer que, a x fixé, la fonction u : t € (0,00) — f(tx) est
solution d’un probleme de Cauchy, avec condition initiale en ¢t = 1.
(Corrigé : Rouviere Ex 20 page 66)

Exercice : Soit (H, (.,.), ||.||) un eph.

1. En appliquant le TFC, montrer que la norme préhilbertienne N : x € H — ||z|| est différentiable
sur H \ {0} et calculer sa différentielle.

2. Est-elle différentiable en 07

3. Montrer que I'application

f+ H - H

N ﬁ six#0,
0 six=0.

est différentiable sur H \ {0} et calculer sa différentielle.
4. f est-elle différentiable en 07

Exercice : (Formule de Liouville) Soit T > 0, A € C°([0, T], M,(R)) et R la résolvante du systéme
différentiel d’inconnue X (t) € R™

{ R’(t) (t)A(t), te(0,7),
R

Montrer que det[R(t)] = eJo TrA(=)ds pour tout t € [0, 7.

Rappel : L’égalité des accroissements finis n’est vraie que pour les fonctions & valeurs réelles d’une
variable réelle. Elle ne se généralise pas aux fonctions a valeurs vectorielles d’une variable réelle. Mais
elle se généralise aux fonctions & valeurs réelles d’une variable vectorielle, comme le montre I'exercice
suivant.

Exercice : Soit (E, ||.||z) un evn, © un ouvert convexe de (E, ||.||g) et f: Qg — R une application
différentiable sur Qg. Montrer que, pour tout x,y € Qg, il existe ¢ € [z, y] tel que

f(x) = fly) =df(c).(y —z).

11.1.5 Différentiabilité et inversion

D’aprés le TFC, si f : Qp — Qp est différentiable en a, bijective, et f~! est différentiable en f(a),
alors

Id=d(f™" o f)(a) = &~ (f(a)) o df (a)
donc df (a) € GI(E, F) et

L’énoncé suivant compléte ce constat.
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Théoréme 35 Soient (E,||.|rg) et (F,||.|r) des espaces de Banach, Qg un ouvert de (E,|.||r),
a € Qg, Qp un ouvert de (F,||.|F) f: Qg — Qr un homéomorphisme de Qg sur Qp (bijection bi-
continue). Si f est différentiable en a et df (a) est une bijection de E sur F', alors f~' est différentiable
en b= f(a) et

d(f~1)(b) = df ()] .
Preuve : D’aprés le thm d’isomorphisme de Banach, df(a)~! est continu F' — FE, donc M :=
||df(a)_1HLc(F7E) est fini. On veut monter que, pour y assez proche de b,

FHy) —a—df(a)™(y —b) = lly — bllre(y) , one: Qp — E et e(y)lle Iyl 0.  (11.6)

On sait que

f(x) —b—df(a).(x —a) = ||x — a||ge(x), ou€: Qp — F et |[e(z)||r

[lz—allg—0
Fixons y € Qp, z := f~!(y) et appliquons df(a)~! a 'égalité précédente :
df(a) "'y =b) = (f ' (y) —a) = |f ' (y) — allpdf (a) ' f ()],
cad

T W) —ale

o
ARG AN R

(11.7)

N y) —a—df(a) 'y —b) =lly —bllre(y), on e(y):=

1l existe 6 > 0 tel que

- 1 . -
6@)r < 51z VE € U /IE —allz < 5.
Par continuité de f~!, il existe §p > 0 tel que f~'(y) € Bg(a,dg) lorsque ||y — b||r < dF, et on a

alors, d’apres (11.7))

1f~ ) —alle - <ldf (@)~ (y = D)lle + 11/~ (v) — allglldf (@)~ "e(f (W) &
<My =blle+ 1/ (y) — alleM g

donc
177 (y) — allp < 2M|ly — bl|&-
Alinsi,
le)lle < 2M[elf~ (W]lr — 0,  quand [|ly —bllr — 0],
par convergence de ¢(x) quand ||z — a||g — 0 et continuité de f~! en b. O

Definition 42 (C!-difféeomorphisme) Soient (E, ||.|g) et (F,|.||r) des evn, Qg un ouvert de (E, ||.||g),
Qr un owvert de (F,|.|F). Une application f : Qp — Qp est un C'-difféomorphisme de Qp sur Qp
51

— f est un bijection de Qp sur Qp,

— f est C! sur Qp,

— flest C sur Qp.

Exercice : Soit ||.|| la norme euclidienne sur R™. Montrer que 'application
f: R" = R»
tanh(m)Hi—l six#0,
0 siz=0.

x

est un C!-difféomorphisme de R” sur sa boule unité ouverte. (Corrigé : Rouviére Ex 21 page 67)
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11.1.6 Inégalité des accroissements finis et conséquences

Théoréme 36 [IAF, fonction a variable vectorielle] Soit (E,|.|g), (F,||.||r) des evn, Q un
owvert de E, x,y € Q) tels que [x,y] C Q, f: Q — F différentiable et ¢ € C°([0,1],R) dérivable telles
que
ldf [z +t(y — 2)].(y — 2)llr < S'(t), Vte[0,1).
Alors
1f(y) = f(@)llr < ¢(1) — ¢(0).

Preuve : On applique I'inégalité des accroissements finis, établie dans le chapitre précédent, pour les
fonctions de la variable réelle, & la fonction auxiliaire

w: [0,1] — F
t = flr+ty—2)].O

Corollaire 9 [TAF] Soit (E,||.|g), (F,|.||F) des evn, Q un ouvert (E,|.|g) et f:Q — F.
1. Si f est différentiable sur Q et x,y sont deuz points de Q tels que [z,y] C Q alors

1f (@) = fFWr < llz = yllzsuplldf ()| z.e,r); 2 € [z, 9]}

o le sup peut éventuellement étre infini.

2. Si E est de dimension finie et f € CY(Q, F) alors f est localement lipschitzienne sur 0 : pour
tout x € Q, il existe r > 0 tel que f soit lipschitzienne sur Bg(x,r)

Vo € Q,3M,r >0 tels que || f(y1) — f(y2)llr < M|ly1 — w21, VY1, 92 € Be(z,7).

Preuve du 2 : Soit z € Q. Comme  est ouvert, il existe 7 > 0 tel que Bg(z,2r) C . Comme E
est de dimension finie, alors Bg(x,7) est compact. Ainsi, 'application df est continue sur le compact
Bg(z,r) donc bornée : il existe M > 0 tel que ldf ()|l z.(e, 7y < M pour tout z € Bg(x,r). Alors,
pour tout y1,y2 € Be(x,7), le segment [y1, y2] est contenu dans la boule Bg(z,r) donc dans € et le
résultat précédent justifie la majoration voulue. (|

Exercice : Soit f € C'(R™,R") telle que ||df (2)||z,(p) < 1 pour tout z € R™. Montrer que f admet
au plus un point fixe dans R"™.

Exercice : Un résultat classique assure que la série Y f(n) et Vintégrale [° f(z)dx sont de méme
nature (convergente/divergente) lorsque f est monotone. Le but de cet exercice est de généraliser ce
résultat en ’absence d’hypothése de monotonie.

1. Soit f € C*((0,00),C). Montrer que

n+1 1
‘f(n)—/ f(z)dz gimax{\f’(m)];xe [n,n+1]}, VneN.

sin[ln(n)]

2. En déduire la nature de la série ) =

en la comparant & une intégrale.

[Corrigé Rouviére, Ex 35, page 100]

Théoréme 37 Soit (E,||.|g), (F,|.|lr) des evn, Q un ouvert connexe de (E,|.|g) et f: Q — F
une application différentiable sur Q. EQU

1. f est constante sur (2,
2. df (x) = 0 pour tout x € S).
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Preuve de 2 = 1 : Soit a € Qg et b:= f(a). Alors
— f7Y({b}) est un sous-ensemble non vide de Q, car il contient a.
— f7Y({b}) est un sous-ensemble fermé de Qp, car image réciproque du fermé {b} par application
continue f.
— f7Y({b}) est un sous-ensemble ouvert de Q. En effet, soit x € f~1({b}). Comme Qg est ouvert,
il existe r > 0 tel que Bg(z,7) C Qp. Pour tout y € Bgr(zo,r), le segment [z,y] est contenu
dans Qg (car il est contenu dans Bg(z,r)) donc

1
fy) = f(z) + /0 dffz + t(z — y)].(y — x)dt = b.

Ceci montre que Bgr(x,r) C f~1({b}).
Comme Qg est connexe, on en déduit que f~1({b}) = Qg : f est constante en b sur Qp. O

Corollaire 10 Soit (E,||.|g), (F,|.||F) des evn, Q un ouvert de (E,|.||g) et f : Q — F une appli-
cation différentiable sur Q. EQU

1. f est constante sur les composantes connezes de 2,
2. df (x) = 0 pour tout x € SQ.

11.1.7 Gradient

Théoréme 38 Soit (H,(.,.),||.||) un Hilbert sur K =R ou C, Q un ouvert de (H,|.||) et f: Q2 =K
une application différentiable @ valeurs scalaires. Alors pour tout x € Q, il existe un unique vecteur
v € H tel que

df (z).h = (v,h), VYheH.

Il est appelé gradient de f en x et noté V f(z). Ainsi

Vf: Q@ —- H
x — Vf(z)

et
fl@+h) = f(x) +(Vf(x),h)+ o ([hl]).
(2]l —0
Preuve : Pour tout z € H, df(z) est un forme linéaire continue sur H, donc le thm de Riesz fournit
la conclusion. O

11.1.8 Différentiabilité et suites/séries d’applications

Théoréme 39 Soit (E,|.||g) un evn, Q un ouvert conneze de E, (F,|.|r) un Banach, et (fn)nen
une suite d’applications différentiables 2 — F. On suppose que
- (H1) : il existe x1 € Q tel que (fn(z1))nen converge dans (F,||.||F),
~ (H2) : la suite (dfn(x))nen converge vers L(x) dans L.(E,F), uniformément par rapport
x €8, cad
Ve > 0,3ng € N tel que ||dfn(v) — L(2)|z.(pr) <€, Vrel.

Alors (fn)nen converge simplement sur Q vers une fonction f : Q — F différentiable sur Q0 et de
différentielle = L.

La convergence de f, vers f est uniforme sur toute boule fermée contenue dans 2.

Si, de plus, f, € C*(Q, F) pour tout n € N, alors f € C1(Q, F).

La preuve de ce thm utilise le Lemme suivant.
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Lemme 8 Sous les hypothéses du thm précédent, on a :
— pour tout xa € §) tel que (frn(x2))nen converge dans (F,|.|r) et
~ pour tout r > 0 tel que Bg(xa,7) C Q,

alors (fn(x))nen converge dans (F,||.||r) pour tout x € Bg(xa,7).

Preuve du Lemme : Soit 23 € Q tel que (fn(z2))nen converge dans (F,|[.||r), 7 > 0 tel que
Bp(z2,7) C Q et x € Bg(xg,r). On va montrer que (f,(x))nen est de Cauchy dans (F, ||.||r), ce qui
implique sa convergence, car (F\|.||r) est complet.

Soit € > 0. La suite (f,(z2))nen converge dans (F,|.||r) donc elle est de Cauchy :

dng € N tel que ||(fn — fp)(z2)lr <z, Vp>n>mng. (11.8)

DO

Par I'hypothese (H2),

Iny > ny tel que [[dfn(z) — L(@)|| oo (pr) < ~— Y > 1o, Ve € Q) (11.9)

E )
et alors (inégalité triangulaire)

€
Hd(fn - fp)(:v)HEc(E,F) < 5 7vp >n 2 HQ,V.’L’ S Q

Soient p > n > ny. Comme [z, x2] C Bg(xg,r) C Q, 'IAF justifie que

1(fn = fp)(@) = (fn = fo)(2)llr <z — 22|z sup{l|d(fn — fo) (2l c.(p,p); 2 € [z, 22]}

€ _ €
STy =3-

Par inégalité triangulaire, on obtient

1(fa = o) @)lp < | (fa = fo)(@2)|lF + g <e

Preuve du théoréme :

Etape 1 : Montrons que (f,) converge simplement sur Q. Par connexité de €2, il suffit de montrer
que
A= {z € Q; (fn(x))nen converge dans (F, ||.|r)}

est un sous-ensemble non vide, ouvert et fermé dans (9, ||.||z).

— A est non vide car il contient x; par hypotheése (H2).

— A est ouvert dans (2, ||.||g), grace au lemme précédent : pour tout xo € A, il existe r > 0 tel
que Bg(z2,7) C Q et alors Bg(za,7) C A.

— A est fermé dans (Q, [|.||g), grace au lemme précédent. En effet, considérons une suite (bg)ren
de A et b e Q tel que |[by — b]|lg — 0 quand [k — oo]. Montrons que b € A. Comme € est
ouvert, il existe p > 0 tel que Bg(b, p) C 2. Comme |[by — b||g — 0, il existe ko € N tel que
bk, € Br(b,p/2). Alors b € Bg(bg, p/2) C 2 donc, d’apres le Lemme précédent (appliqué avec
T2 =by, et r=p/2)onabec A

En conséquence, A = Q. Notons f(x) la limite de (f,(z))nen dans (F,||.||r) pour tout z € Q. Ceci
définit une application f: Q — F.

Etape 2 : Montrons que f est différentiable sur Q) et de différentielle L. Soit xg € Q et € > 0. On
veut montrer que

35> 0, | f (w0 + h) — f(x0) + L(zo)-hllr < bz, Vh € Bu(0,5).
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Pour cela, on va utiliser la décomposition suivante, avec ng assez grand.

F (w0 +h) = f(@o) + L(zo)h = (fag(0+h) = fao(0) + dfu (0)-h)
+((F = fan) (@0 + 1) = (f = Fuy)(a0) ) (11.10)
+( L(wo)-h — dfno(xo)h)

La principale difficulté est manifestement de gérer le 2e terme du membre de droite, dans lequel on
va utiliser I'TAF.

Comme  est ouvert, il existe » > 0 tel que Bg(zg,r) C Q. Par hypothése (H2), il existe
no =no(e) € N tel que

|dfn(x) — L(z)|lz.(pr) S €, YR Z=ng,x € Q. (11.11)
On en déduit, par inégalité triangulaire, que
ld(fr = Fi)) (@)l coer) <26, Vn,j=>ng,r€Q.
L’IAF prouve alors que
[(fn = fi)(xo + k) = (fn — fi)(@0)|F < 2€||Rl|E, Vn,j>=no,Yh € Bp(zo,7),

car le segment [zg, 2o+ h| est contenu dans Q pour tous les h concernés. En faisant n = ng et [j — o0]
dans la relation précédente, on obtient

1(fno = F)(@o + h) = (fno = F)(z0)lFr < 2¢||hlle, Vh € Bp(zo,r). (11.12)
Par ailleurs, f,, est différentiable en x¢ donc il existe § € (0,r) tel que
[ fno(z0 + 1) = fro(20) = dfno(x0)-hl|F < €llbl|le, Vh € Bp(0,0). (11.13)

Considérons la décomposition (11.10) avec h € Bg(0,9) : grace a l'inégalité triangulaire et (11.11)),
(11.12)), (11.13)), on obtient

I/ (zo + h) = f(x0) + L(zo).hl|F < 4el|h]|l&, Vh € Bg(0,9),

d’out la premiére conclusion du thm.

Ftape 3 : Soit x3 € Q et p > 0 tel que B(xs,p) C Q. Montrons que (fn(x))nen converge vers f(x)
uniformément par rapport & x € Br(xs3,p). Soit € > 0. 1l existe ng € N tel que (11.11)) soit vérifice et

[(fn = F)(@3)llF <€, Vn=ng.
Alors, I'IAF justifie que

I(frn = H)(@) = (fo = H@s)llr - <z —wsllzsup{lld(fo = llccer); 2 € [, 23]}

< pe, Yz € Bg(zs,p),¥n =ng.
Par inégalité triangulaire, on en déduit que
[(fn = @)F < (o= F)@s)lp+pe<elp+1), Voe Bp(rs,p),Vn=no

ce qui conclut 'Etape 3.
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Etape 4 : Maintenant si les applications f,, sont C1 (€2, F) alors les applications df,, : 2 — L.(E, F)
sont continues donc, par convergence uniforme, L : Q — L.(E, F) est continue, cad f € C'(Qg, F).
Il

Application : Soit (E, ||.||) une algébre de Banach. Alors

exp: £ — F
T Yo

définit une application de classe C' sur E.
Preuve :

Etape 1 : exp est bien définie. Soit x € E. Pour tout n € N, on a

n

x [l

n!

n!

par sous-multiplicativité de la norme d’algebre, donc la série > %7: converge absolument. Comme
(E, |I-Il) est complet, alors cette série converge dans (F, ||.||).

FEtape 2 : exp € CY(E, E). On va appliquer le théoréme précédent avec

™

fn: E — E

Pour tout n € N*, f,, € C'(E, E) car elle est polynomiale et
dfy( 'Zxkhx” 1=k VY, heE

(nous l'avons déja démontré). On a

|dfy(z).h]| <5302 kahx”*kkH (inégalite triangulaire)
<4 Z o Ialllz"~1|  (norme sous-multiplicative)
< HhH Vz,heE
donc )
)"~

ldfn (@)l z.(E) < Ve e E.

(n—1)"
Pour avoir de la convergence uniforme par rapport & x, on doit donc travailler sur un ouvert borné
de F.

Soit R > 0 et Q:= Bg(0, R). Alors

— Touvert Q est connexe (car convexe),

~ fn € CYQ, E) pour tout n € N,

— la série Y fn(x) converge dans (E, ||.||) pour tout = € §2

— la série ) dfn () converge dans (L.(E, F), ||.|z.(z,F)), uniformément par rapport & x € Q car

Rn—l
<
S (n-1)"

Donc exp € CH(Q, E) et d(exp)(z).h = 302, df(z).h pour tout x € Q et h € E. Ceci est vrai pour
tout R > 0 donc exp € CY(E, E) et d(exp)(x).h = > oo, dfn(z).h pour tout z,h € E. O

ldfn (@)l 2.5 Vo e Q.
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11.2 Différentielles partielles

Dans toute cette section, on utilise les notations suivantes :

— (B4 ) (B 1 1,), (P, 1) sont des evn sur K,

— E:= E; X ... X Ep est muni de la norme [|(z1, ..., 7,)|| g = max{||z;||g,;j = 1,...,n},
—~ Q est un ouvert de F, a = (ay,...,a,) € Qet f: Q — F.

11.2.1 Différentielle partielle d’ordre 1

Definition 43 f admet une différentielle partielle par rapport a z; en a si l’application
IS Ej — f(al, ey @1, L5, A4 1, ...,an) eF

admet une différentielle en a;, alors notée

of
67.%'](&) S EC(Ejy F) .

Autrement dit, on a

0
+i(a).hj+ o (HhJHE])

a1y @j—1, G5 + g, @41, .0, an) = fla
flars s aj1, a5+ hj,ajpr, .. an) = f(a) Ox;j 151l z; —0

c’est-a-dire

Ve > 0,30 = d(e) > 0 tel que Hf(al, e @i—1, 05 + hj,aiq1, .. an) — fa) — %(a).thF < ellhjllg;
Vh; € Ej vérifiant ||hjl|p, < 9.

Proposition 69 Si f est différentiable en a € Q alors f est différentiable par rapport & chacune de
ses variables en a et

df (a).h = znj a—f(a).hj . Yh=(h,..hy) €EE.
J

Preuve : Soit j € {1,...,n}. Pour tout h; € Ej, 7Lj désigne le vecteur de E dont toutes les composantes

sont nulles sauf la jéme qui vaut h;. L’application linéaire L : h; € E; — df (a).ﬁj € F est continue
car

L) e < lldf (@)l oy IR = ldf (@) o,y 1By 5 Ry € B

Par différentiabilité de f en a, on a

flat,...;aj_1,a; 4+ hj,aji1,....a,) = f(a) + L(hj) + (1hjlle;) -

0
17l £, —0
Ainsi, f admet une différentielle partielle par rapport & z; en a et

af

5 (a).hj = df (a).h;, Yh;eE;.

Par linéarité de df (a), on en déduit que

df(a).h =" df(a).h; = g(a).hj . VYh=(h,...hy) € E.O
j=1 !

=1

Théoréme 40 Il y a équivalence entre
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1. feCYQ,F)
2. f admet des différentielles partielles par rapport a toutes les variables x; sur Q ET ses dérivées
partielles % sont continues de (Q, ||.||) = Le(Ej, F).
J

Preuve de 2 = 1 avecn=2:

FEtape 1 : Montrons que f est différentiable sur €. Soit a = (a1, az) € Q. L’application linéaire

L: F=FixFEy — F
h=(h,hs) — 2L(a).h+ 2L(a).hs.

est continue car, pour tout h = (h1,hg) € E,

ILWF <

<<\

36 > 0 tel que || f(a+h) — f(a) — L(A)|[F < elhllz, Vhe Bg(0,5).

0
o a)‘

2]
(@)

0
L)

h
o 112112

1]l -

il +|
R P

-
2 ()

Lo(E1,F) ‘ EC(Ez,F)>

Soit € > 0. Montrons que

Pour cela, on utilise la décomposition
fla+h) = f(a) = L(h) = Ai(h) + Aa(h)

ou
Ai(h) == f(a1 + h1,a2 + ho) — f(a1,a2 + ha) — é?:C{(GI;GQ)-hI ,
of
AQ(h) = f(al, as + hg) — f(al, a2) — a—(al, ag).hg .
X2

Par continuité des différentielles partielles de f en a, il existe § > 0 tel que

‘Wb a5

890]- B al’j (a>
Soit h € Bg(0,6). On a

, Vbe Bg(a,d),j €{1,2}. (11.14)

DO ™

LC(Eij)

ou

F

G: [0,1]
f(a1 + thy,az + ha) — t%(al, az).hl

%

t —
L’TAF justifie donc que

1AL (B)]|r < sup{[|G"(t)|| 3t € (0,1)}.

Or, d’aprés le TFC et 'hypothése (11.14]), on a

0 0
I = Hf<a1 bt )= o (o a) | < Sle s V€ ©,1).

81‘1

F

Donc €
1A (P)[F < Sl
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De méme, on a

ou B
G: [0,1] - F
= fla1, a2 +the) — 75387];(@17 az).hs

L’TAF justifie que 3
[A2(R)||lF < sup{[|G'(t)]| st € (0,1)}.

Or, d’aprés le TFC et 'hypothése ((11.14]), on a

~ 0 0
16Ol = | 2L (a1 tha)e — 2L (arsaa)

€
< Sllhalle,, VEE (0,1).
F

Donc .
[A2(h)|lF < §Hh2\|E2-

En conséquence,

1f(@+h) = F@) = LMl < 5 (IAlls, + [hallg) < ellblls .

DN

Etape 2 : Montrons que f € C1(Q, F). On a montré que, pour tout a € €,

0 0
df (a).h = aai(a).hl + 81i(a)'h2 , VYVheE
donc df € CY(Q, L(E, F)) cad f € C1(Q, F). O

11.2.2 Différentielle partielle d’ordre 2

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 41 [Lemme de Schwartz| Soit j, k € {1,...,n}. Si 8228’;% et 83;50% existent sur ) et

sont continues sur ), alors
0’ f _ 0’ f
6xj8xk - 8xk8xj

sur ).

Il est important de bien comprendre quels objets on est en train de manipuler. Pour simplifier,
prenons n = 2, {j,k} = {1,2}. On a

f :QCFEi xEy— F
Pour tout (a1, a2) € €, aa—w];(al, az) est la différentielle en ag de l'application

QQCEQ — F
vy —  f(a1,z2)

ou {2y est un voisinage ouvert de as dans (Eq, ||.||g,), donc

0
5‘3{2(611’ ag) c EC(EQ, F) .

Ainsi
of

QCFE FE L.(FEy, F).
97a C E1 X Ey — Lo(Ey, F)
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On peut donc considérer les différentielles partielles de cette nouvelle application : pour tout (a1, as) €
2
Q, %gm(al, az) est la différentielle en a; de I'application

S)lC:Eh — l%(ﬂb,ﬁj
r1 gg;(xl,ag)

donc o
8.%'181’2(a17a2) < E ( ! £ ( 2 ))

De méme
0% f
81‘20$1
Pour pouvoir identifier ces 2 objets, il faut qu’ils vivent dans un méme espace. C’est ce que justifie
I’énoncé suivant.

(a1,as) € EC<E2,£C(E1,F)) .

Proposition 70 L’application linéaire

J: LB, By F) — ﬁc(El,ﬁc(EQ,F)>

o s (E1 — EC(EQ,F))
x1 —  afzr,.)

est une isométrie bijective. Elle permet d’identifier
Lo(Br LB, F)) . Lo(BaiLo(BL,F)) et Lo(Br Egi F).

Rappelons que L.(E1, E2; F) est I'espace vectoriel des applications bilinéaires et continues Fp X
FE> — F, naturellement muni de la norme

el 2oy, sy = sup{lla(zr, 22)l[F; (21, 22) € B, [l21]|g, = [|l22/le, = 1}

L’espace vectoriel L. (El, L(E2, F )) est naturellement muni de la norme subordonnée aux normes

1y et [Nl ze(en,ry :

10l ez co(mnry = suplll@(@)ll oo,y 21 € B 2 lle, =1}

Ainsi, le Lemme de Schwarz conclut que, pour tout a € €2, les différentielle partielles d’ordre 2 en

2 2
a 8;?1 8];2 (a) et 8:4?2 gxl (a) sont égales, en tant que formes bilinéaires continues £y x Fo — F'.

Preuve de la Proposition :
Etape 1 : Montrons que J est bien a valeurs dans L. (El,ﬁc(Eg,F)>. Pour a € L.(F1, Eq; F) et

x1 € Eq, Papplication a(x1,.) est linéaire Fy — F, par bilinéarité de «, et continue car

(@1, z2)||F < ol zomy By |21 By |22 2y, VX2 € B

De plus,
le@1, I zoe,ry < llalleoerpom ez, -

L’appplication z1 € E1 — a(z1,.) € Lc(E2, F) est linéaire, par bilinéarité de « et continue en
raison de l'inégalité précédente.
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FEtape 2 : J est clairement linéaire, J(Aa + B) = MJ(«) + J(B).

Etape 8 : Montrons que J est une isométrie (et donc elle est injective, par linéarité). Soit « €
L.(E1, Ey; F). On veut montrer que

HJ(a)”LC(El,LC(EQ,F)) = ”O‘HLC(El,Eg;F)'

On a vu a I'étape 1 que
I J () 2o(Er,co(Ber)) < Nllzo(Br BoF) -
Soit € > 0. Par propriété de la borne supérieure, il existe (z7,25) € E tels que ||z]|| g, = [|z5]|g, =1
et
le(@T, 22)l| P 2 el 2oy Eaim) — €
Alors
()l oty coes,ry 2 1@ @) e, r) = le@l, ). e,r)
2 |la(a], z3)l|F
> HQHEC(ELEQ;F) — €.

Ceci est vrai pour tout € > 0 donc

T () 2oEr oo )y 2= 0l 2o(Br BosF) 5

ce qui fournit la conclusion.
Etape 4 : Montrons que J est sujective. Soit ¢ € L, (El, L.(Fa, F)) Deéfinissons

a: EFiyxFEy —» F
(r1,22) = B(w1).22

Alors « est une forme bilinéaire continue sur F1 x Ey — F' [...] et J(a) = ¢. O

Preuve du Lemme de Schwartz : Soit (a1, a2) € 2 et € > 0. On va montrer que

< €. (11.15)
Lc(E1,Eo;F)

(a1, az)

O*f (a1, a2) — O*f
021029 L2 O0x2011

Quitte a translater Q et f, on peut supposer que (a1, az) = (0,0). Par hypothese, il existe r > 0 tel
que Bg ((0,0),7“) C Qet

|

Fixons (u1,u2) € Bg ((O, 0),7“) et considérons

0% f 0% f
(%ciﬁxj (bh b2) B C{)xlaxj (07 O)

<

. V(bbe) € Bi((0,0),7) 0,5} = {1,2}.
Lc(Er,EoF)

(11.16)

€
2

0% f
69@1 8%’2

A(ul,uz) = f(ul,uQ) — f(ul,()) — f(O,UQ> + f((),()) — (0,0).(U1,UQ) S F.

Alors
A(ulv u2) = Puy (UQ) - Puy (O)

ou
Puq - Qb ChEy — F

toe flun,t) = £(0,8) — 524(0,0).(us, 1)
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et Qg est un ouvert de Ey contenant [0, us]. L'inégalité des accroissements finis justifie donc que

1A (u1, u2) ||l p < [luzll 2, sup{lldeu, ()|l . (22 ry; t € [0, ug]}-
Soit t € [0, usg]. Pour tout 7 € Ey, on a (TFC)

0 0
dpy, (t). T = 8; (up, t).T — 6:52(0 t).T

0’ f
8:n18x2

(0,0).(uy, 7).

Soit 7 € E5. On a
ngul (t)T = 0t77(u1) — QtJ(O)

ou
91577: \MMCcE — F

0
5 = &Ef (8 t) T Bmlafmg (O O) ( )
et 1 est un ouvert de F contenant [0, u1]. L'inégalité des accroissements finis justifie donc que
|dou, (8).7[|F < [Jutll g, sup{||db:.- ()|l (y,7); s € [0,wa]}-
Soit s € [0,u;] et 0 € E7. On a

0? 0?
A (5.0.(0:7) = 5o —(0,0)017)

|d80r (5).0ll - = H

€
< lollzll7lle,
F

grace a (11.16)). Ceci est vrai pour tout o € Eq, donc, en passant au sup sur o € Ej tel que ||o||g, =1,
on obtient

€
14617 (5) . < 5l -

Ceci est vrai pour tout s € [0, u;]| donc, en passant au sup sur s € [0, u;], on obtient
ldipu, ().7]|F < %\lulllElllTHEz :
Ceci est vrai pour tout 7 € Fy donc, en passant que sup sur 7 € Ej tel que ||7]|g, = 1, on obtient
ldpus (O)llzem ) < 5wl -
Ceci est vrai pour tout t € [0, ug] donc, en passant au sup sur ¢ € [0, ug], on obtient
[A(u1, u2)|lp < %HUlHElHUzllEz :
On a montré que

| £, w2) = £001,0) = £(0,12) + £(0,0) = 524 0,0). (w1, wa)|| < Sl Jual
V(u1, u2) € BE((O,O),T) .

Le méme raisonnement, échangeant le role des variables z; et xo montre que

2
| £ uz) = F(1,0) = £0,02) + £(0,0) = 52 (0,0).(un,u2) | < Sl uzll s
V(u1,u2) € Bg ((0,0),’F) .
En conséquence,

o0 f
8.1’261’1

o0 f
(9.%18.%’2

(O,O).(ul,uQ) — (0,0).(Ul,ug)

< elmls uallz, . ¥, uz) € Bi((0.0).7).
F

Par bilinéarité, cette inégalité reste vraie pour tout (ui,us) € E, ce qui prouve (11.15). O
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11.2.3 Différentielle partielle d’ordre n

On a vu dans la section précédente que

% f
8xj6xk

(CL) c [,C(Ej, Ek; F)

est une forme bilinéaire continue F; x Ey — I donc

o2 f
8£Cjaxk

Q= Lo(Ej, By F)

O3 f
a7 Eﬁ(E,L EEF)
0x10x,;0xy, (e) e\ B Le(Ej, By F)
A nouveau, on peut identifier les espaces
L. (El, Lo(E;, By F)) et Lo(Ey,Ej EpF).

Ainsi, la différentielle partielle d’ordre 3 de f en a

PBf
———(a
83:18:cj8xk

est une application 3-linéaire continue de F; x F; x E, — F. Et la différentielle partielle d’ordre 3 de

f ,
_
0x10x 0y,

est un application sur {2 & valeurs dans 'espace des applications 3-linéaires continues Fy x F; x B, — F.

Q) — »Cc(El, Ej, Ek; F)

En itérant, on voit que, pour tout n-uplet (aq,...,an) € N de longueur L := ag + ...y, la
différentielle partielle d’ordre L de f en a

ot f

W(G) € LE, .., B F)

est une application L-linéaire continue de E{" x ... x ES™ dans F'. Et la différentielle partielle d’ordre
Ldef
ol f

W . Q — ,CC(E?l, ...,Ean'F)
1 - n

n

est un application sur € & valeurs dans I’espace des applications L linéaires continues E7* x...x ES" —
F.

L’ordre dans lequel se font les différentiations successives peut étre changé sous réserve que les
propriétés de continuité adhoc soient vérifiées (itérer 'application du Lemme de Schwarz).

11.2.4 Exercices type
Exercice 1 : L’application f : R? — R définie par

e G (a,y) £ (0,0),
f@9) '_{ 0o si (z,y) = (0,0),
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est-elle différentiable en (0,0)?
En utilisant |z, |y| < v/22 + y2, on voit que f(z,y) < 2|[(x,y)|| donc f est continue en (0, 0).

On a f(z,0) =0 donc f admet une dérivée partielle par rapport a x en (0,0) et af( 0) =0. De

méme f(0,y) = —y donc f admet une dérivée partielle par rapport & y en (0,0) et ( ,0) =
Par Pabsurde, supposons que f est différentiable en (0,0). Alors
0 0
AF(0)-(h1. o) = 8f(o 0)hi + aff(o 0)hs = —h
“ 0,0) — df(0
€(x,y) — f(xay)_f( ) )_ f( )(wvy) —>0quand ”(ZL‘,Z/)H_)O
(@, y)|
Or,
2 _ 2 2,2 2
ylx® —y°) +ylz” +y 2yx
e(z,y) = ( )+ 4 ) - V(z,y) # (0,0)

(gc2 —|—y2)3/2 - (xQ +y2)3/2 ’

donc, pour a,b € R*, €(at,bt) = % ne tend pas vers zéro quand [t — 0] :_contradiction

Exercice 2 : L’application f : R?> — R définie par

_ ] EL sy #0,0),
fay) = { 0 ' si (z,y) = (0,0),

est-elle différentiable en (0,0)?

1l est clair que f € C*°(R?\ {0}). On a f(x,0) = f(0,y) = 0 donc f admet des DP par rapport &
z et yen (0,0) et
of of

Oz y
Par ’absurde, supposons que f est différentiable en (0,0). Alors df(0) = 0 et

_ f(z,y) = f(0,0) — df(0).(z,y)

22(0,0) = Z2(0,0) = 0.

e(z,y) == @0l — 0 quand ||(z,y)| — 0.
Or 2y
e(z,y) = EENC v V(z,y) # (0,0)
en particulier e(z, 2%) = 22 = =L _ ne tend pas vers zéro quand [t — 0] :_contradiction

204/ 22+ 24 2v/1+x2
Exercice 3 : On considére I'application f : R? — R définie par

S s (a,y) £ (0,0),
f(x’y)'_{o Y si (z,y) = (0,0),

Montrer que azay 7(0,0) et ay o L (0,0) existent et les calculer. Qu'en déduire ?

En utilisant |z, [y| < v/22 +y?, on voit que f(z,y) < 2|[(z,y)[* = ol|(z, y)|I) quand [|(z, y)|| — 0,
donc f est différentiable en (0,0) et df(0,0) = 0. En particulier

of of

ox 900 = oy

Z2(0,0)=0.
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Le calcul explicite fournit, pour (x,y) # 0,

o7 (22 +y?)?
Ainsi of
—(0,y) = — Vy € R
5, 0¥ =-y, VyeER,
donc la dérivée partielle ;;—Q{E(O,O) existe et vaut —1. On constate que f(z,y) = —f(y,x) donc la

dérivée partielle %(O, 0) existe et vaut +1. D’aprés le Lemme de Schwartz, 'une au moins de ces 2
dérivées partielles n’est pas continue en (0,0). En fait, aucune des 2 n’est continue, par symétrie. On
verra plus tard que cela implique que f n’est pas 2 fois différentiable en (0,0).

11.3 Différentielle d’ordre > 2

11.3.1 Différentielle d’ordre 2

Definition 44 Soit (E,|.|g) et (F,|.|F) des evn, Q un ouvert de (E,|.|g), a € Q et f:Q — F.
On dit que f est 2 fois différentiable en a si f est différentiable sur un voisinage ouvert U de a
dans (0, ||.|g) et si

df : U — L.(E,F)

est différentiable en a. On note alors d*f(a) la différentielle de cette application :
& f(a) € L, (E Lo(E, F))

qui s’identifie a une forme bilinéaire continue £ X E — I

Exemple 1 : Différentielle seconde du déterminant.
On a établi que det : M,,(C) — C est différentiable et

d(det)(A).H = det(A)Tr(A~'H), VAe GL,(C),H € M,(C).

Grace au TFC et a la différentielle de 'inverse, déja calculée, on en déduit que pour A € GL,(C) et
H,K e M,(C):

(deet(A).K) H = det (A)Tr(A™ LK) Tr(A™ H) + det(A)Te(— A" K A~ H) .

Exemple 2 : Différentielle seconde de l'inversion.
Soit (E,|.||) une algébre de Banach. On a déja établi que

f: Inv(E) — Inv(E)
x ol

est C! et que df (z).h = —z~tha~! pour tout € Inv(E) et h € E. Grace au TFC, on en déduit que
f € C¥(Inv(E), E) et

(de(x).k>.h = o Yo tha ™t + o tha k™Y, Vo € Inv(E) b, ke E.

Proposition 71 Si f est 2 fois différentiable en a alors d*f(a) est un forme bilinéaire continue
symétrique E x E — F
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Preuve : Seule la symétrie est & établir. Montrons que
(de(a).h).h/ - (cﬂf(a).h’)h, Vh, W € E. (11.17)

Pour cela, on va approcher, a e-prés, chacun de ces termes par une quantité symétrique en (h, h').
Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que Bg(a,d) C 2 et

ldf (a + s) — df (a) — d*f(a)-s|lc.z.r) < é€llslz, Vs € Bg(0,6).
Soient h,h' € Bp(0,6/2) On a
flath+k) = flath)— fla+ )+ fa) - <d2f(a).h’> 1= G(1) - G(0)

ou

G: [0,1] — F
t = fla+th+h)— fla+th) —t<d2f(a).h’>.h

De plus (TFC)

G'(t)

df (a+ th+ 1').h — df(a + th).h — (d2f(a).h’) h
(df(a Fth+ b)) — df(a) — d2f(a).(th + h’)) h
- (df(a +th) — df(a) — d? f(a).(th)) h

donc
16 @ < e(lth+ 15+ el ) [l < 26 ([hlLz + 17])
L’inégalité des accroissements finis justifie donc que
|t bt 1) = s 1) = flat 1)+ fla) — (@5 )] <26l + 1]16)
Vh, kW € Bp(0,5/2).

En échangeant h et h’' dans la formule ci-dessus, on obtient

[+ ht )= fat ) = flat 1) + fla) — (@ (a1 R) 0| < 2e(lblls+ W]16)

Vh,h' € Bg(0,5/2).

Par inégalité triangulaire, on en déduit que
H (de(a).h’).h — (d2f(a).1) 1
Si h,h' € E, pour n > 0 assez petit, nh,nh’ € Bg(0,6/2) et donc

H (d2f(a).h') h— (d2f(a).h) N

2
L <ae(|lblls+IWlE) . VK € Br(0,0/2).

- linéarité+axiomeN2)

(de(a).nh’) nh — (d%f(a).nh) nh'
< 2 (llnhlle + i1 )
(reBe

o

g =

NS

<
On a montré que

H (d2f(a).h’>.h - (d2f(a).h).h’ L < 4e(||h||E + ||h’HE)2, VB € E.

Pour h,h' € E fixés, on fait [e — 0] dans la relation précédente, ce qui prouve (|11.17)). O
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Proposition 72 Si E = E1x...E, et si [ est 2 fois différentiable en a alors f admet des différentielles
partielles d’ordre 2 en a et

d?f(a).(h, W) = - 0

(a).(hj,hy), Vh,h' € E.
Remarque 31 On récupére ainsi le Lemme de Schwarz mais sous des hypothéses plus fortes.

Application : On a vu dans I'exercice type 3 une fonction f : R? — R dont les dérivées partielles

gjgy (0,0) et a({;25;(0,0) existent mais ne sont pas égales. En conséquence, cette fonction n’est pas 2

fois différentiable en (0, 0).

Preuve : On a déja vu que

df(a) =) %(a) op; dans L.(FE,F) (11.18)
j=1""
ou
pj: EF — Ej
h +— h;j

Dans cette formule le symbole o est la composition de p; : E — E; avec da (a) : Ej = F, qui fournit
bien un élément de L.(F, F'), 'espace ou vit df (a).

Rappelons que

of
B :Q C E— L(E;, F)
donc 82f
Secin (@) € Lo <Ek Lo(E;, F)>
et
82 f

hy, € Lo(E; F), Yhi € Ey.
3:Ekaxj(a) kGE( g ) Vhi € Ej,

On déduit de (11.18) que, pour tout k € {1,...,n} et hy € Ex, on a

[df}( ).h, Zn: ( aj:éfx]( ).hk> op; dans Lo(B,F).

Oz

Dans cette formule, le symbole o est donc la composition de p; : E — Ej avec dxa oz (a).hy : E; — F.
En appliquant la formule (11.18)) & df, on obtient

4 f(a).h = d(df)(a).h = Z@x [df} hi  dans Lo(E,F).

On déduit de ce qui précede que

n an
2 _ :
d“f(a).h = 2 <8xk8xj (a).hk) opj dans L.(E, F),
ou encore
2 AN 2 I _ ! /
d“f(a).(h,h') = <d f(a).h).h = j]%:l (8xk8xj (a).hk).h] dans F',VYh,h' € E.

d’ot1 le résultat. O
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11.3.2 Différentielle d’ordre supérieur

Definition 45 On définit par récurrence la différentielle k-ieme : f : Q — F est k fois différen-
tiable en a si f est (k — 1)-fois différentiable sur un voisinage ouvert U de a dans (2, |.|g) et que
d*1f U — L(E* 1 F) est différentiable en a. On note alors d* f(a) la différentielle de cette appli-
cation en a, appelée différentielle d’ordre k de f en a, elle s’identific o une application k-linéaire
EF > F.

On définit par récurrence les espaces C*(Q, F) : f € CK(Q,F) si f est différentiable et df €
k-1 (Q Lo(E, F)) .

fEC®(F) si fcCHQ,F) pour tout k € N.
Proposition 73 Si f est k-fois différentiable en a alors d* f(a) est une application k-linéaire symé-
triqgue E*¥ — F.

Preuve : Il s’agit de montrer que
d*f(a).(hy, ..., hy) = dkf(a).(ha(l), e homy) s V(h1, . ) € E* Yo permutation de {1,...,k}.

I suffit de le montrer lorsque o est un transposition (toute permutation est une composition de
transpositions). Montrons que

0 F(a)-(ht, ho, o i) = d* F(a).(hay Bty oo i), (s i) € BF
Cela résulte de la symétrie pour la différentielle seconde :
A" f(@)-(hn, hay oo hie) = 2 (d¥2 (@) (ha, ooy i) ) (1, o)

=d? dk_Qf(a).(hg,...,hk) .(hg,hl)
= df (a).(ha, h1, .., ) - O

Proposition 74 Suposons que E = Ey X ... x E,,. Alors f € C"(), F) ssi f admet des différentielles
partielles jusqu’a Uordre n et que celle-ci sont continues sur ).

Proposition 75 1. Pour tout k € NU {oo}, C¥(Q, F) est un ev.

2. Les applications affines continues sont C°.

3. Les applications n-linéaires continues sont C'*.

4. La composée (bien définie) d’applications C*(Q, F) est CK(Q, F).

5. 8i (F,|.|lr) est un algébre normée, alors le produit d’applications C*(Q, F) est C¥(Q, F).

6. Si (E,||.||g) est une algébre de Banach, alors f : x € Inv(E) — x~1 est C°.

7. Si f est un C-difféomorphisme de Qg sur Qp et que f € C*(Qg, F) alors f~1 € C¥(Qp, E).
Preuve :

1. trivial

2. Si f: E — F est linéaire et continue alors sa différentielle df : E — L.(E, F') est constante en
f donc d?f = 0.

3. Si f: Ey x B3 — F est une application bilinéaire, alors df : Ey x Ey — L.(E1 X Ea, F) est
linéaire. D’aprés 2., df est C* donc f est C™. De plus d®f = 0.
Si f:Ey x..E, — F est un application n-linéaire, alors d"*!'f = 0 (Exercice : le démontrer)
donc f est C°.

4. Récurrence sur k + TFC
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5. Récurrence sur k + formule de la différentielle d’un produit

6. On a vu que df (x).h = —z thz~! et
d?f(x).(K',h) = "W a2 tha™ + 2 tha T W 2L

On montre par récurrence sur n que

d"f(z).(h, ..., h Z r “hem)x U(g)xfl...xflhg(n)‘rfl .
o€Sy
7. Récurrence sur k + d(f~1)(b) = df (a)~! + continuité de I'inversion. O

11.4 Formules de Taylor

11.4.1 Taylor Young

Théoréme 42 (Formule de Taylor Young) Soit (E,|.|g), (F,||.|lr) des evn, Q un ouvert de
(E,||.|lg), a€eQ,neNet f:Q— F. Sif estn fois différentiable en a alors

fla+h) =f(a)+df(a)-h+%d2f( )-(hsh) + ... + d"f( )-(hs s h) + 0 ([|A]E) -

[IAllz—0

Preuve : La preuve se fait par récurrence sur n € N, comme quand E = R. Il faut seulement veiller a
utiliser 'TAF au lieu de la formulation intégrale sur H(h), car on n’a pas d’hypothése de complétude
sur (F, ||| )-
Pour n = 0, la formule correspond & la définition de la différentiabilité en a. Soit n € N*. Supposons
Pénoncé vrai pour (n — 1) et montrons le pour n. Il s’agit de montrer que

H(R) := fla+h) — f(a) — df(a)h — i {(@).(h ) — . — " f(a)-(hy s h) = 0 (AR

lIAll5—0

Soit r > 0 tel que B(a,r) C Q. Alors H est différentiable sur B(0,r) et

dH(h).I' = df(a+ h).h' — df(a).lh — d>f(a).(h, ) — d"f(a).(h, ..., h, 1)

1
 (n=1)!

Soit € > 0. L’hypothése de récurrence justifie I'existence de § € (0,r) tel que
ldH (W)l z..p) < ellllE", ¥h € Bp(0,0).
Soit h € Bg(0,0). D’aprés 'IAF, on a

IH (M) |lF = [|[H(h) = H(O)|[r < |[hl|zsup{||[dH (2)|z.(e.F); z € [0, h]} < €|[h][ .0

Exemple : Pour une fonction f € C?(R2,R) alors

fla+hb+k)= fla,b)+hgl(a,b) + kgL (a,b)
%7( b) + %%(a b)+hk‘afa]; (a,0) + o([[(h, k)|1?)
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11.4.2 Taylor avec reste intégral
Théoréme 43 Soit (E,|.||g) un evn, Q un ouvert de (E,|.|g), (F,|.||r) un Banach. Si f €
C*(Q, F) et [a,a+ h] C Q alors
fla+h)= fla)+df(a )h+%d2f(a).(h,h)+...+ i d T (@) (hy e h)
+ [ ”_ —d¥ f(a+ th).(h, ..., h)dt .

Dans cet énoncé, on manupile une integrale de Riemann pour les fonctions continues [0,1] — F
(voir Section [10.7). Lorsque F' = R™, ce peut étre I'intégrale de Lebesgue.

Exercice : Soit f € C?(E,R) telle que f(0) = 0 et df(0) = 0. Montrer qu'il existe une application
continue

B: R — L.(E,E;R)
r — B,

telle que f(z) = Bg(x,z) pour tout z € E.

Ceci est utile, par exemple, pour démontrer le Lemme de Morse [cf Rouviere Ex 105 page 305]

11.4.3 Inégalité de Taylor-Lagrange

Théoréme 44 Soit (E, ||.|g) un evn, Q un ouvert de E et (F,|.|r) un Banach. Si f € C"*1(Q, F)
et la,a+ h] C Q alors

“ Flat ) - 1)~ 3 Lt

k=1

LA
MDD

hy ... h) {Hd”“f 2)]

Lo(mnip) 7 € [a,a+h]} .

‘*‘*\H

Pour le démontrer, on majore le reste dans la formule de Taylor avec reste intégral.

11.5 En dimension finie

Le but de cette section est de montrer que les précédentes définitions permettent de retrouver
les objets familiers dans le cas d’applications entre espaces de dimension finie. On considére donc
FE = R"™ muni de la norme euclidienne, 2 un ouvert de R™, a € €. Lorsque F' = RY, on note f; les
composantes de f :

R¢

f: Q
T (fi(x), ..., fg(z))

_>
>
11.5.1 Reformulation des précédents résultats

Reformulons les résultats sur les différentielles partielles d’ordre 1 lorsque E = R™ et (F, ||.||r) est

un evn. L’application
F — L.(R,F)

o R — F
y tos ty
est une isométrie bijective (F)|.||r) = (Lo(R, F), |||z, (r,7)) (Exercice : le démontrer). Elle permet

d’identifier F et L.(R, F'). Les différentielles partielles de f sont appelées dérivées partielles (parce
qu’on dérive par rapport a la variable réelle x;)

of 5 flar,...;aj—1,a; + t,a41,...,an) — f(a)
—(a) :=lim
81‘]’ t—0 t

el
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ﬁ:Q—>F
82?]'

On récupére ainsi ’énoncé familier suivant.

Corollaire 11 Supposons que E =R". Il y a équivalence entre
1. feCYF)
2. f admet des dérivées partielles par rapport a toutes les variables x; sur Q ET ces dérivées
partielles ngj sont continues de (9, ||.||) — F.

Cet énoncé peut étre utilisé pour étudier une fonction f définie par une intégrale & paramétre :

f(z):/Ag(x,)\)d/\, Vee QCR"

— on utilise le théoréme de dérivation sous l'intégrale pour calculer les dérivées partielles de f
(dérivée par rapport & une variable reelle),

— on montre que les dérivées partielles sont continues sur €2,

— on en déduit que f est C! et on a la formule explicite de sa différentielle.

Reformulons les résultats sur les différentielles partielles d’ordre 2 dans le cas particulier oit E = R?
cadn=2et £ =R pour j =1,2. On a

fi: QCRxR —» F
(r1,22) = f(21,22)

gx‘};(a) €F ( = L.(R, F))

0
of QCRxR—-F
Ba;j
Ainsi, les dérivées partielles d’ordre 1 de f sont des applications de 2 C R x R — F', exactement
comme f. En itérant, on en déduit que les dérivées partielles & tout ordre de f sont des applications

de Q — F (lorsqu’elle existent). Le Lemme de Schwartz se reformule donc de la fagon suivante.

Théoréme 45 Supposons que E = R"™. Si les applications

0% f . 0% f

Q= F
8xj8xk ¢ axka’ﬂj -

existent et sont continues alors elles sont égales.

11.5.2 Matrice Jacobienne et changement de variables

Definition 46 Si F = RY et f est différentiable en a, alors la matrice Jacobienne de f en a est
la matrice ¢ x n de df (a) € L(R™,RY) dans les bases canoniques de R™ et RY

Ha) o Hi(a)
Jr(a) =
@) oy oy

Son déterminant est le Jacobien de f en a (il intervient dans la formule de CVAR)
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On déduit du TFC que, sous les mémes hypothéses,
Jgor(a) = Jy(f(a))Js(a).

Definition 47 Soit Q un ouvert de R, f : Q — R™. f est C'-difféomorphisme si
- V= f(Q) est un ouvert de R",

— f est un bijection de Q0 sur V,
- fectQ,V)et fteCl(V,Q).

Proposition 76 Si f: Q — V est un C'-difféomorphisme, alors
Je-1(f(z)) = Jp(z)™", Vzeq.
Si f est connu explicitement, on a ainsi accés aux dérivées partielles de f~! sans expliciter f~1.

Exercice : Considérons le changement de variables

®: (0,00) x (—m,m) — R2\[R_ x {0}]
(r,6) = (x =rcos(f),y =rsin(f)).

1. Montrer que ® est un C'-difféomorphisme de (0,00) x (—m,7) sur R?\ [R_ x {0}].
2. Si f(x,y) = g(r,0), donner les formules de passage entre les dérivées partielles de f et g.
3. Si f(x,y) = h(x,0), comparer % et %. Expliquer la différence.

(Corrigé : Ex 19, Rouviére, page 64)

Exercice : Interprétation du Jacobien [Rouviere, Ex 28, page 80]

Exercice : Interprétation du rotationnel [Rouviere, Ex 30, page 85|

11.5.3 Gradient

Sif:Q CR™— R est & valeurs scalaires et différentiable en a, alors

donc

Vf(a) = eR".
2L ()

OxTn

Exercice : Soit f : R? — R et a € R? telle que df(a) # 0. Montrer que V f(a) est la direction de
plus grande pente de f en a. (Corrigé : Rouviére, Ex 26 page 76)

11.5.4 Hessienne

Definition 48 Si f est a valeurs scalaires (F = R) et 2-fois différentiable en a, alors la matrice
Hessienne de f en a est la matrice n x n de la forme bilinéaire symétrique continue d>f(a) €
L(R™ x R™ R) dans la base canonique de R™.
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On déduit de la formule

2 / u a2f Y
EH@H) = 3 5T @) )
7,k=1
que )
(P
Hess(f)(a) = ( - <a>)KW<n .
et donc

d?f(a).(h,h') = hTHess(f)(a)h', VYh,h €R™.

11.6 Optimisation et convexité

11.6.1 Problémes d’extrémum
Definition 49 a est un point critique de f:Q — F si f est différentiable en a et df (a) = 0.

Proposition 77 Soit (E,||.|g) un evn, Q un ouvert de (E,||.|g), a € Q et f:Q — R.

1. Si f est différentiable en a et admet un extremum local en a alors a est point critique de f :
df (a) = 0.

2. Si f € C?(,R) admet un minimum local en a alors a est point critique de f, df(a) = 0, et
d’f(a) = 0 (forme quadratique positive).

3. Si f € C*(Q,R) admet un point critique en a et s’il existe hy ,h_ € E tels que df(a).(hy, hy) >
0 et d®f(h_,h_) <0 alors f n'admet pas d’extrémum en a.

4. Si E est de dimension finie, f € C?(2,R) admet un point critique en a et d>f(a) > 0 (forme
quadratique définie positive) alors a est un minimum local de f.

Preuve : Exercice. Indication : utiliser u : t € (=1,1) — f(a +th). O

11.6.2 Applications convexes

Definition 50 Soit (E,|.||) un evn et Q un ouvert convexe de (E,|.||). Une application f:Q — R
est convezxe si

fOz+ 1 =Ny) < Af(z)+ (1 -Nf(y), Va,yeQ,Ael0,1].
Elle est strictement convexe si

L’énoncé suivant permet de ramener I’étude des applications convexes (de plusieurs variables) a
celle des fonctions convexes de la variable réelle.

Proposition 78 Soit (E, ||.||) un evn, Q une partie convexe de (E,||.||) et f: Q2 — R. EQU :
1. f est convexe sur €.

2. Pour tous x,y € ), la fonction auxiliaire

w: [0,1] — R
H

est convezxe.



11.6. OPTIMISATION ET CONVEXITE 165

Preuve :
1 = 2 : Soient t1,t3, A € [0,1]. On a

ufMy + (1= Mo = f o+ M+ (1= Nty — o))
— (Mo +ti(y = @)+ (1= Ve + taly - 2)))

< /\f<ac +t1(y — a:)) +(1— /\)f<:6 + to(y — x)) par convexité de f
< /\u(tl) + (1 — )\)u(tg) .

2. = 1: Soient x,y € et A€ [0,1]. On a

Fa+@=2y) =f(z+0-NE-2)
u(

=u(l—2N)
:u()\*O—l—(l—)\)*l)
< Au(0) + (1 — Au(1)
SAf(2) + (1 =) f(y) O

On déduit alors les propriétés suivantes de la caractérisation des fonctions convexes de la variable
réelle établie au chapitre précédent.

Proposition 79 Soit (E, ||.||) un evn et Q un ouvert conveze de (E,||.||) et f: Q2 — R.
1. Si f est différentiable sur Q alors EQU :

— f est convexe sur ()
- fly) = f(x) +df (z).(y — x) pour tout x,y € .

2. Si f est 2 fois différentiable sur ), alors EQU :
— f est convexe sur ()
~ d%f(x) = 0 pour tout x € Q.

Preuve : Exercice.

Remarque 32 On a utilisé le point 1 dans le chapitre sur la topologie faible des Hilbert, dans la
section d’application a optimisation.

Exercice : Soit 8 € Ret F:={f € C1([0,1],R); f(0) =0 et f(1) = 3}.
1. Montrer que ¢ est convexe sur R.

2. En utilisant I'inégalité de convexité

p(u) = o(B) +¢'(B)(u—B), ueR,
montrer que

min{/olmdx;feF}

est atteint par la seule fonction affine qui appartient a F'.

(Corrigé : Rouviere, Ex 41, page 117).
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11.6.3 Optimisation des applications convexes

Proposition 80 Soient (E, ||.||) un evn, Q un ouvert conveze de (E,||.||) et f:Q — R.
1. §i f est conveze sur (), différentiable sur Q et c € Q alors EQU :
(a) f(c)=min{f(z);x € Q} : ¢ est un minimum de f
(b) df(c) =0 : ¢ est point critique de f.

2. Si f est strictement convexe alors elle admet au plus un minimum sur €.

Preuve :

1. (a) = (b) Un extremum intérieur est tjs un point critique (méme sans hypotheése de convexité).
(b) = (a) Par convexité, on obtient f(x) > f(c) + df(c).(x — ¢) = f(c) pour tout z € Q.

2. Par l'absurde, supposons f minimale en 2 points dictincts uq # ug € 2. Alors
F O + (1= Nu2) < Af(wn) + (1= ) (u2) = min(f)
ce qui fournit une contradiction. O

11.6.4 Exercices-type

Exercice 1 : Déterminer la nature des points critiques de

f: R =S R
(r,y,2) +— 22 +y?+ 23"

Un point (x,y,2) € R? est point critique de f ssi

2 + z3e® 0
Vi(z,y,2) = 2y =10
322e” 0

Donc (0,0,0) est 'unique point critique de f. On a
2+ 23" 0 32%7 2.0 0
Hess(f)(z,y,2) = 0 2 0 donc  Hess(£)(0,0,00={ 0 2 0
0 00

322e 0 6ze"

La Hessienne de f en (0,0,0) est > 0 mais elle n’est pas > 0 donc on ne peut pas conclure. En fait,
(0,0,0) n’est pas un extrémum local de f car f(0,0,0) = 0 et £(0,0,z) = 2% peut étre > 0 et <0

Exercice 2 : Déterminer la nature des points critiques de

g: R3 — R
(x,y,2) — xy+yz+az

Un point (x,vy,2) € R? est point critique de g ssi

y+z 0
Vg(z,y,z2) = =z+2z | =1 0
z+y 0

Donc (0,0,0) est I'unique point critique de g. On a ¢g(0,0,0) = 0 et g(z,y,0) = xy, qui peut étre > 0
ou < 0, donc (0,0,0) n’est pas un extrémum local de g.
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Exercice 3 : Déterminer la nature des points critiques de

h: R3 - R
(r,y,2) +— (x+y)?+sin(zz) + 5

»

Un point (x,y,2) € R? est point critique de h ssi

2(x +y) + zcos(xz) 0
Vh(z,y,2) = 2z +y) i
zcos(xz) + 2 0

Donc (0,0,0) est 'unique point critique de g. On a

2 — 22 sin(z2) 2 cos(xz) — zzsin(xz)
Hess(h)(z,y,2) = 2 2 0
cos(zz) —xz € (zz) 0O 1 — 2?sin(w2)

donc

2 21

Hess(f)(0,0,0) = 2 2

1 01

La forme quadratique associée est (réduction de Gauss)

z\2 1
q(z,y, 2) :23:2+2y2+22—|—4xy+2xz:2(x+y+§) +§(z—2y)2—2y2,
sa signature est (4, +, —). En conséquence (0,0, 0) n’est pas un extrémum local. En effet, si X € R?
est un vecteur propre de Hess(f)(0,0,0) associé a une valeur propre A alors (Taylor Young)
t2 5
tX)=f(0)+ A= ).
F0X) = 0+ A5 + o ()
Donc
— si A > 0 alors f(tX) > 0 pour t assez petit,
— si A < 0alors f(tX) < 0 pour t assez petit.
On conclut en remarquant que Hess(f)(0,0,0) admet 2 vap > 0 et 1 vap < 0.
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Chapitre 12

Inversion locale et fonctions implicites

12.1 Théoréme d’inversion locale

12.1.1 (C'-difféeomorphisme

Definition 51 (C!-difféeomorphisme) Soient (E, ||.|) et (F,|.||r) des evn, V un ouvert de (E, |.||g),
W un ouvert de (F,||.||r). Une application f:V — W est un C'-difféomorphisme de V sur W si

— f est un bijection de V sur W,

~ festCl surV,

~ flest C! sur W.

Il est a noter que, si f est un C'-diffeomorphisme de V sur W alors df(z) est une bijection
de E sur F pour tout x € V. En effet, en appliquant le TFC a l'égalité Id = f~! o f on obtient

Id = df 1 <f(x)) o df (x), donc df (x) est une bijection de E sur F et df (z)~! = df 1 (f(x)). Le TIL

montrera que la réciproque est vraie, mais uniquement localement.

Exercice : On considére 'application

f: R2 5 R2
(r,y) — (z+y,2y)

Expliciter un ouvert connexe maximal U tel que f soit un C!-diffeomorphisme de U sur f(U).
(Corrigé : Rouviére Ex 61 page 190)

12.1.2 Enoncé et preuve du TIL

Théoréme 46 (TIL) Soient (E,|.|E), (F,|.|r) des Banach, 2 un ouvert de (E,|.|g), a € et
f € CYQ, F) telle que df (a) soit une bijection de E sur F. Alors il existe

— un voisinage ouvert V de a dans (,].|g) et

— un voisinage ouvert W de f(a) dans (F,|.||r)
tels que f soit un C'-difféomorphisme de V sur W.

Si, de plus, f € C*(Q, F) alors f~1 € C*(W, V).

Corollaire 12 (TIL en dimension finie) Soit Q un ouvert de R", a € Q, f € C1(Q,R") telle que
le Jacobien de f en a est non nul :

detlJ(f)(a)] #0.

Alors il existe un voisinage ouvert V de a dans (0, ||.|g) et un voisinage ouvert W de f(a) dans
(F,||.||F) tel que f soit un C-difféomorphisme de V sur W.

169
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Preuve : Quitte a translater, on peut supposer que a = 0 et f(a) = 0. Par le théoréme d’isomorphisme
de Banach, df(0)~! est continue F — E donc C := ||df(0)"!||z,(rp) est bien défini. Comme f €
CL(Q, F) alors il existe r > 0 tel que Bg(0,7) C Q et

1f(2) = £(0) = df (0).z[|r < %Hx\\& Va € Bp(0,7), (12.1)

I4f(@) ~ & O)l ey < 550 o € Bi(0,r). (12.2)

Soit W := By (0, 2).
FEtape 1 : Montrons que Yy € W 3z € Bg(0,r) tel que f(z) =y. Soit y € W. On va appliquer le
théoréme du point fixe de Banach & 'application

Gy EE(O,?”) — F
=z —df(0) " [f(z) =yl = df (0)'[f(z) — £(0) — df(0).x — y]

— Bg(0,7), muni de ||.]|g est un espace métrique complet (fermé dans un complet).
~ ¢y envoie Bg(0,7) dans Bg(0,7). En effet, pour tout € Bg(0,7),

loy(@)lle < C(I1f(z) = f(0) —df(0).z]lr + IIyIIF)
< (&)l +%) par (12.1
<st+g=r.

~ ¢, est contractante sur Bg(0,7). En effet, pour tout x € Bg(0,r)

1
<C— == npar (12.2

ldoy (@)l 2.y = de(o)_l ° (df(()) - df(x))) L.(E) 2 2

donc 'TAF justifie que
1 _
¢y (21) = dy(@2)llF < Sllor —22llp,  Voi,22 € Be(0,r).
En conséquence, il existe un unique = € Bg(0,7) tel que y = f(x).
En fait, x appartient a la boule ouverte Bg(0,r) car 'argument de point fixe précédent fonc-
tionne encore quand on remplace Bg(0,r) par Bg(0,r') avec ' = 2C||y||p < r (cette boule est bien

stable par ¢, car %/ + Clly|llr = r'). Ainsi € Bg(0,7") C Bg(0,7), ce qui conclut 'Etape 1.

Attention, on ne peut pas dire que f est une bijection de Bg(0,7) sur W car on n’a pas forcément
f(Bg(0,r)) € W. C’est pourquoi on poursuit avec un ouvert V' possiblement plus petit que Bg(0,7).

Soit V := Bg(0,r) N f~H(W). Alors V est un voisinage ouvert de 0 dans (€, |.]|z) et f est un
bijection C! de V sur W.

Etape 2 : Montrons que f~' : W — V est continue. Soient y1,ys € W et xTj = f_l(yj) € V pour
j=1,2.0na

|21 — 22| &

|Gy (21) — byy (22) || B
1df (0)~.[f (x1) — f(x2) — df (0).(x1 — 22) — (1 —w2)]|l &

).
(1 a2 + tar = 22 - ﬂﬂ@erLHM—mw)
(sellzr = 22l + lly1 — v2llF) par

C
C

NN



12.1. THEOREME D’INVERSION LOCALE 171

(notez que la formulation intégrale est 1égitime car F est complet : on manipule 'intégrale de Riemann
des fonctions (0,1) — F) donc

1~ ) = f e)lle = lloy — 22lle < 2C|Iy1 — y2lF -

Ceci montre que f~' : W — V est 2C-lipschitzienne, donc continue.

Etape 3 : Conclusion. Ainsi f est un homéomorphisme de V sur W et est différentiable sur V
donc f~1 est différentiable sur W et

i) =df () . ew

(voir la section 'Différentiabilité et inversion’ du chapitre précédent). On déduit de cette formule que

f~tectw,v).
Si, de plus, f € C*(Q, F) alors df € C*1(Q, L.(E, F)) donc (formule précédente+TFC) df ~! €
CFYW, L(F,E)) cad f~ € CH(W, V). O

Exemples et contre-exemples :
— La conclusion est uniquement locale. En effet, considérons Q := R?\{(0,0)} et 'application

fi R2 o R2
(xvy) = (:Ez_yzany)'

Alors f € CH(,R?) et son Jacobien est non nul en tout point de

e =| o ¥ | = +12) 20, ¥(w) € 0.

Par le TIL, f est un C'-diffeomorphisme local au voisinage de tout point de €. Mais f n’est
pas un C!-diffeomorphisme global de Q sur R?, car elle n’est pas injective sur Q : f(z,y) =

f(il‘a *y)

Exercice : Expliciter des ouverts V et W aussi grand que possible, tels que f: V — W soit un
C'-diffeomorphisme de V sur W.

(Corrigé Rouviere Ex 62 page 192-193)

— L’hypothése C! est nécessaire. En effet, considérons la fonction f: R — R définie par

. x+x2sin(g) six#0,
f(x)‘_{o siz=0

Clairement, f € C'(R*). Comme f(z) = = + o(z) quand [z — 0] alors f est dérivable en 0 et
f/(0) = 1 est bien non nul. Cependant, f n’est bijective sur aucun voisinage ouvert de 0, car
elle n’y est pas monotone : si k est un entier pair alors (faire le calcul)

1 1 1y 1 1
f<k+1>:k:+1<f<k:>:k:<f<k:+1/2>'

Le probléme vient de ce que f n’est pas C! au voisinage de 0. En effet, pour = # 0

f'(x) =1+ 2xsin (g) — mcos (g)

diverge quand [z — 0].
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~ L’hypothése de complétude est nécessaire. En effet considérons E = (C°([0,1], R), ||-|lco),
F = (C°([0,1],R),].]l1) et © = Id. Alors © est un application linéaire et continue de F — F
car ||.|l1 < ||.]loo- Elle est donc CH(E, F) et dO(f) = © pour tout f € E. En particulier, dO(0)
est une bijection de E sur F. Mais © n’est pas un C'-diffeomorphisme au voisinage de 0 car
O ! =1Id: F — E n’est méme pas continue : (il n’existe pas de constante C' > 0 telle que
-lee < 11 sur ).
Il s’agit du méme contre-exemple que pour le thm d’isomorphisme de Banach.

Exercice : Soit  un ouvert de R¥, a € Q et f € C1(U,R™) telle que df(a) soit injective (de R*
dans R™). Montrer qu’il existe une voisinage ouvert {2 de a dans 2 tel que

— f soit injective sur €21,

— df (x) soit injective pour tout x € €.

12.1.3 Exercices-type

Exercice 1 : Soient (E, ||.||g), (F, ||.||r) des Banach et f : Q — F telle que df (z) soit une bijection
de E sur F pour tout x € Q. Montrer que f(2) est un ouvert de (F,||.||r)-

CORRECTION : Soit b € f(2). Montrons qu’il existe un voisinage ouvert W de b dans F' tel
que W C f(Q). Il existe a € Q tel que b = f(a). Comme df (a) est un bijection de E sur F, alors,
d’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert V' de a dans (Q, ||.||g), un voisinage
ouvert W de b dans (F,||.||r), tels que f soit un C*-diffeomorphisme de V sur W. En particulier, W
est contenu dans I'image de f.

Exercice 2 : Soit (E, ||.||) une algébre de Banach. Montrer que ’exponentielle est un difféomor-
phisme local de E au voisinage de 0.

CORRECTION : (E,||.||) est complet, exp € C*(E, E) (déja vu) et d(exp)(0) = Id est une bi-
jection de E sur E. D’apreés le TIL, il existe un voisinage ouvert V' de 0 dans (£, ||.||g) et un voisinage
ouvert W de 1 dans (E, ||.||g) tels que exp soit un C!-difféomorphisme de V sur W.

On peut montrer que I'inverse local de exp est défini par la série (absolument convergente, donc
convergente, par complétude de (E,|.||g))

o Yn
In(l14+Y) = Z(—l)”*l7 , VY € Bg(0,1).
n=1

Exercice : Montrer, par des manipulations de séries, que exp[ln(l +Y)] = Infexp(1+Y)] =1+4+Y
pour Y assez petit.

Exercice 3 : Réduction des formes quadratiques. On note S, (R) le sev de M,,(R) formé
des matrices symétriques. On fixe Ay € S, (R) inversible et on considére

o: M,(R) — Sp(R)
M — MTAM
1. Montrer que d®(1,) est surjective. Déterminer son noyau.

2. Montrer qu’il existe un voisinage ouvert V de Ag dans S,,(R) et une application ¢ € C* (V, GLH(R))
telle que A = h(A)T Agap(A) pour tout A € V.
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Ceci montre que toute forme quadratique, suffisamment proche d’une forme quadratique non dégé-
nérée lui est équivalente, cad s’y raméne aprés un changement de base. Ceci est utile pour démontrer
le Lemme de Morse, dans ’exercice suivant.

CORRECTION :

1. On a dr(I,).H = '‘HA + AH donc Ker(dr(I,)) = {H € M,(R); AH est antisymétrique}.
Définissons F := {H € M,,(R); AH est symétrique }. Alors I,, € F et M,,(R) = Ker(dr(I,)) ®
F. Ainsi d(mp)(I,) : F' — Sym,,(R) est injective donc (égalité des dimensions) inversible.

2. D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de I, dans F' et un
voisinage ouvert V de A = 7(I,,) dans Sym,,(R) tels que 7 réalise un C!-diffeomorphisme de U
sur V. Comme GL,(R) est ouvert dans M,,(R), on peut supposer que U C FNGL,(R) (quitte
a réduire U). Ainsi ¢ := 7! donne la conclusion.

Exercice 4 : Lemme de Morse Le but de cet exercice est de démontrer le lemme suivant.

Lemme de Morse : Soit Q un voisinage ouvert de 0 dans R™, f € C3(Q,R) telle que f(0) = 0,
df(0) =0 et A:=d?f(0) € GL,(R). Alors il existe des voisinages ouverts ', Q" de 0 dans R™ et un
C! diffeomorphisme h : Q' — Q" tels que f o h(z) = 3'vAz, Vo € .

1. Montrer qu'il existe S € C1(Q, Sym,, (R)) telle que S(0) = A et f(z) = 3'zS(z)x,Vz € (.
2. Conclure, en utilisant 'exercice précédent.

CORRECTION

1. D’aprés la formule de Taylor avec reste intégral, on a

1
@) = £(0) +df(0).x+/0 (1= )2 f ()., )dt, Var € Q.

On obtient donc la conclusion avec
1
S(z) =2 / (1= t)d2f(t)dt.
0

2. Par continuité de S, il existe un voisinage ouvert Q* de 0 dans R” tel que S(x) € V,Vz € Q*. Pour
z € O, on définit k(z) := ¢(S(z))z. D’aprés la question précédente, on a f(z) = L'k(z)Ak(z)
pour tout = € Q*. De plus, k est un C'-difféomorphisme de R” localement en zéro, puisque
d(k)(0) = I, € GL,(R) (théoréme d’inversion locale). Donc h := k~! fournit la conclusion du
Lemme de Morse.

Exercice 5 : Soit P € C[X]| — {0} non constant et K := {P(z); P'(z) = 0}.
1. Montrer, en utilisant le théoréme d’inversion locale, que ’application
v: C-K — N
z +  card(P~1(2))
est localement constante.

2. Montrer que C — K est connexe par arcs. En utilisant que v ne peut étre identiquement nulle,
montrer que P est surjective.

3. En déduire que tout polynéme non constant posséde au moins une racine dans C (Théoréme de
d’Alembert-Gauss).
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4. Quelle partie de la démonstration ne marche pas sur R7

Solution :

1. Soit z9 € C— {K} et n := v(zp). Montons qu'’il existe un voisinage ouvert O de zy dans C tel
que v(z) = n pour tous z € O.

Premier cas : n = 0. P(C) est fermé (*) et zp appartient a son complémentaire (qui est ouvert)
donc il existe r > 0 tel que Bg(z9,7) N P(C) = (. En particulier, v est constante en 0 sur
Be(z0,7), donc O := Bg(z0,7) fournit la conclusion.

Deugiéme cas : n > 1. Soient xy,...,z, € C 2 & 2 distincts tels que P(x1) = ... = P(z,) = 2.
Soit k € {1,...,n}. La différentielle dP(z) : C — C est définie par dP(zy).h = P'(xp)h. En
particulier, elle est inversible (dP(zy)~!.h = h/P'(x})) donc (thm d’inversion locale) il existe
un voisinage ouvert Vj de 3 dans C tel que P soit un C'-diffeomorphisme de Vj sur P(V}).
Quitte & prendre des voisinages plus petits, on peut supposer que Vi, ..., V;, sont 2 & 2 disjoints.
Alors Q := P(V1)N...N P(V},) est un voisinage ouvert de z dans C et v(z) > n,Vz € Q (z admet
un antécédent dans chaque Vj).

P(C — U}_,Vj) est un fermé (méme preuve que pour P(C), en utilisant le caractére fermé de
C — U}_, Vi, pour conclure que X, est dedans), zp appartient a son complémentaire, donc il
existe r > 0 tel que Be(20,7) N P(C—UR_, Vi) = 0 : les points de Bc(zp,r) n’ont d’antécédents
que dans Up_, Vj.

On obtient la conclusion avec O := QN Be(zo, 7).

(*) Soit (Zj);en une suite de P(C) qui converge vers Z,, dans C. Pour tous j € N, il existe
X; € C tel que Z; = P(Xj). La suite (P(Xj;))jen converge, donc elle est bornée. Comme
lim| g 400 [P(7)| = 400, on en déduit que (X;) en est bornée. Elle admet donc une sous-suite
(Xg(j))jen qui converge vers un point X, € C. Par continuité de P, on a P(Xoo) = Zoo-

2. K :={P(x); P'(x) = 0} est fini, donc C — K est connexe par arc (faire un dessin).

v:C— K — N est continue (car localement constante), C — K est un connexe, donc v(C — K)
est un connexe de N, cad un singleton. Ainsi, v est constante sur C — K.

Considérons zp € P(C) — K. Alors N := v(z9) # 0 et v = N sur C — K. En particulier, tout
point de C — K admet N > 1 antécédents; et tout point de K admet au moins un antécédent
(par définition de K); donc P est surjectif.

3. 0 € P(C) car P est surjectif.

4. R — K n’est pas connexe.

12.2 Théoréme des fonctions implicites

12.2.1 Enoncé du TFI

Théoréme 47 Soient (E,|.|g), (F,|.||lr) et (G,]|.|l¢) des Banach. E x F est muni de la norme
()| Exr = max{|z| g, |lyllr}. Soit U un ouvert de (E x F,|.||gxF), (a,b) € U et f € CYU,G)
telle que f(a,b) =0 et g—i(a, b) soit une bijection de F sur G. Alors il existe

— un voisinage ouvert V de a dans (E,||.||r),

- un voisinage ouvert W de b dans (F, ||.|r) tels que V. x W C U,



12.2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 175

- peCHV, W)

tels que

(xGV,yGWetf(x,y)zO)@(xGVety:go(x».

Si, de plus f € C*(U,G) alors ¢ € C*(V,W).

On appelle ¢ la fonction implicite définie par f au voisinage de (a,b) et en particulier b = (a).
La signification du thm est que la 'courbe’ définie implicitement par ’équation f(z,y) = 0 peut,
localement, étre vue comme le graphe de la fonction .

Notez qu’on a acces a la différentielle de la fonction implicite ¢, ce qui est souvent utile en pratique.
En effet quitte & réduire V et W, on peut supposer que g—g(x, y) est une bijection de F' sur G pour

tout (z,y) € V x W (I'ensemble des bijections continues F' — G est ouvert dans L.(F,G), donc son

image réciproque, par Uapplication (z,y) — g—i(x, y) est un ouvert de U qui contient (a,b)). Alors de

la relation
f(x,ap(az)) =0 dansG,Vx eV,

on déduit que
of of _
92 (x, go(x)) + 8—3/(30, go(x)) odp(x) =0, dans L.(E,G),Vx €V,

donc
dpla) = =3 (2.0(2)) " 0 F (m012))

Cette formule justifie la derniére assertion du TFI.
Corollaire 13 Si E=R" et F'= G = R? il suffit de vérifier que le déterminant p X p

a2 ]

Y
est non nul.
Preuve du TFI : On muni E X G de la norme ||(z, 2)|| gx¢ = max{||z||g, ||z||¢}. L'application

g: ExF — ExG
(xy) = (z f(z,y))

est CH(U,E x G) et

of
ox

@bk + 2 (a, b).k) . V(hEk)€eExXF.

dg(a,b).(h, k) = (h, 5

Pour (u,v) € Ex G et (h,k) € Ex F, on a

h=u
dg(a,b).(h, k) = (u,v) < {k:gf(a b)*l[v—g—f(a b).u
Yy z AT

donc dg(a,b) est une bijection de E x F sur E x G. D’aprés le TIL, il existe un voisinage ouvert
Qpxr de (a,b) dans E x F, un voisinage ouvert Qpxg de (a,0) dans E x G, tels que g soit un
C'-diffeomorphisme de Qpyp sur Qpyq. Alors il existe un voisinage ouvert V de a dans E et un
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voisinage ouvert W de b dans F tels que V x W C Qgxr et V x {0} C Qpx¢. Par restriction, g est
un C! diffeomorphisme de V' x W sur g(V x W). Définissons

p: V. - W oil pp: ExF — F
T pF(Q_l(x>0)> (z,y) = y.

Alors p € CHV, W) et

(meV,yGW,f(w,y)ZO) & weV,yeW,g(ﬂc,y)Z(w,O))
S (zeVyew (oy) =g @0)
& :L“EV,y:cp(x)). O

12.2.2 Exercices type

Exercice 1 : Folium de Descartes Soit
C:={(z,y) € R* 23 +¢* — 3zy = 0}.

1. Cette équation définit-elle y comme fonction implicite de = 7 Si oui, calculer la dérivée de la
fonction implicite et écrire I’équation de la tangente & C.

2. Tracer C et préciser I’asymptote. On pourra trouver sa représentation paramétrique en intro-
duisant ¢ tel que y = tx.
CORRECTION :
1. L’application
f: R = R
(z,y) — 2 +y° =3y
est C1 et
of 2 , 5
afy(wny) =3y —x)#0 ssi z Ay .

Les points de C de la forme z = y? sont
P = {(0,0),(2*%,2'/%)}.

Pour tout (a,b) € C\ P, le TFI s’applique : il existe
— un voisinage ouvert V de a dans R,
— un voisinage ouvert W de b dans R,
- peCclV, W)
tels que ((w,y) eCn[V x W}) = (a: eV,y= cp(x)) Autrement dit, au voisinage de tout
point (a,b) € C\ P, alors C est contenu dans le graphe de la fonction implicite .
On a
23+ o(x)® = 3zp(z) =0, VeV

donc
322 + 3¢ () p(x)? — 3p(x) — 3z¢/(x) =0, VreV.

En particulier, avec x = a et p(x) = b on obtient

3a% + 3¢ (a)b? —3b—3a¢’(a) =0 donc  ¢'(a) =




12.2. THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES 177

L’équation de la tangente a C en (a,b) € C\ P est

b— a?

=b
y +b2—a

(z —a)

La condition a # b (pour étre hors de P) exprime que la droite tangeante & C en (a,b) n’est
pas verticale.

2. Le calcul explicite montre que, pour ¢t € R\ {—1} alors

3t 3t?
_ 3,3 _ _ _ _
(y—tx et z° +y —3my—0> & ((x,y)—(0,0) ou (x,y) = <1+t3,y— 1—|—t3))'

On peut alors établir le tableau des variations des fonctions z(t) et y(¢) et en déduire le dessin
de C.
Corrigé : Rouviere Ex 75 page 224

Exercice 2 : Asymptotique des racines d’un polynéme. Soit a; < as € R et

f: R = R
(6,t) = (x—a1)(ag — )+ ex?.

1. Montrer que, pour € assez petit, le polynéme x — f(e,2) admet 3 racines distinctes z1(e) <
xa(€) < x3(€).

2. Calculer le DL de x;(e) & l'ordre O(e?).

CORRECTION :

1. La fonction f est C*°, f(0,a;) =0 et ‘%(O, aj)’ = (a2 — a1) # 0 donc, d’apres le TF1, il existe
un voisinage ouvert V; de € = 0 dans R, un voisinage ouvert W, de v = a; dans R et une
fonction ¢; € C°(V;, W) tels que

(66‘/},3:€Wj,f(e,:r):0><:>(eer,x:@j(e)).

Pour € € V := V1 N V4, le polynéme de degré 3 = +— f(e,x) admet 2 racines distinctes, o1 (€) et
©2(€). Comme le polynéme est & coefficients réels, sa 3e racine @3(e) est également réelle.

2. Ona, pour e € V,

1
flex) = (x—ar)(ag — ) +ex’ =€ (x3 L i P alaQ)
€ € €

et
fle,x) = e[z — pr(e)][x — pa(e)l[x — @3(e)]

donc les relations coefficients/racine s’écrivent

P1(0) + 2(6) + eale) = -

v1(e)p2(e) + p1(€)ps(e) + pa(€)ps(e) = ay + az

p1(€)pa(€)pa(e) = “16“2 .

La premiére permet d’obtenir un dévéloppement & I'ordre O(e?) de @3(e) lorsqu’on en connait
un pour @1(€) et pa(€). Or ces 2 fonctions sont régulieres d’apres le TFI donc (Taylor Young)

;(€) = ©;(0) + €0}(0) + O(€%) = a; + €0(0) + O(e*)  Vj =1,2.
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11 suffit dont de calculer gp}(O) pour j = 1,2 pour conclure. On a vu dans le cours qu’on pouvait
calculer la différentielle de la fonction implicite en différentiant la relation qui la définit : on
applique donc cette stratégie ici. Pour 5 = 1,2, on a
epi(€)’ — i (€)* + (a1 + az)pj(€) —araz =0, VeeV;
donc
i(€)° + 3ep()pj(€)” — 20} (e)pj(e) + (a1 + az)@(e) =0, Ve e Vj.

En particulier, avec € = 0, ¢;(0) = a; donc

3
/ a;
0y=—>7
SO]() 2aj—a1—a2
Ainsi,
al )
= J 0] Vji=1,2
QOJ(E) aj+2aj_a1_a2€+ (6) J (]
1 a3 3
o3(€) = = — (a1 + ag) — +—2e+ O(e?)

Exercice 3 : TFI et point fixe.

1. Montrer que, pour tout ¢ € R, il existe une unique solution (x,y)(t) € R? au systéme

z=3sin(z+y)+t—1,
y=gcos(z—y)—t+ 3.

2. Montrer que I'application t € R — (z,7)(t) € R? est C.
3. Calculer son DL en ¢t = 1.

CORRECTION :

1. L’application

f: R2 — TRZ
(x,y) — (%sin(x%—y)—kt—l,%cos(az—y)—t+%)

est de classe C sur R? et

df (z,y).(h, k) = < (h+ k) cos(x +y), %(k — h)sin(x — y)>

N | —

donc

N N N

(h+ k) cos(z +y)? + (k — h)?sin(z — y)2)
(h+k)*+ (k — h)2>

(h? + K?).

D’apres 'IAF, f est %—contraetante sur R2. le thm du point fixe donnc la ccl.

ldf (2, y).(h, k)|

NN

Introduisons
G: R — R?
(t,z,y) (x—%sin(ac—i—y)—t—i—l,y—%cos(:):—y)—i—t—%)

Alors G € C*®(R?,R?) et, pour tout (t,z,y) € R?

1— cos(z+y) __cos(z+y) 1 1 .
sin(z—zy) 1— sin(;—y) = 5 + 5(1 - COS(‘T + y))(l - Sln(x + y)) >

N =

det[d, ,G(x,y)] =

D’apreés le TFI, le paramétrage local (x,y)(t) des solutions de G(t, z,y) = 0 est une application
C>(R,R?).
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3. Pour t =1, (z,y)(1) = (0,0). Des relations
o(t) = gsinfe(t) +y(O] 41— 1 et y(t) = g cosfalt) —y(t)] ~ £+ 5

on déduit que

N ORR'I0

5 cos[z(t) +y(t)]+1 et ()=

En particulier, pour t = 1, z(¢) = y(¢) = 0 donne
'(0) +y'(0)

2'(0) = 5 +1 et y'(0)=-1,
donc 2/(0) = 1 et /(0) = —1. La formule de Taylor Young justifie donc que (z,y)(t) = ¢(1,—1)+
O (t?).
t—0

Exercice 4 : TFI et solutions périodiques d’EDO. Soit f : C — C différentiable (pas
forcément holomorphe : C est considéré comme R-ev cad identifié & R?) telle que f = 0 sur U (le
cercle unité de C). On s’intéresse a l'existence de solutions périodiques pour l'equation différentielle

a'(t) = iz(t) + ef[x(t)],
{ z(0) =x0€C. (12.3)

1. Montrer que, pour tout (zg,€) € C x R il existe une unique solution maximale du probléme de
Cauchy (12.3]). On la notera ¢ — ¢(t; xo, €). Calculer ¢(.;1,0) associée & xop = 1 et € = 0.

2. Montrer que, pour (zg,€) € C x R*, ¢(27m;x0, €) = ¢(0; 20, €) ssi

2 .
/ e flo(s;zo,€)]ds =0.
0
3. En utilisant le TFI, montrer que ’application

CxR — (CO([O,%},C),HJ!w)

(xo,€) —  &(;mo,€)

est (bien définie et) de classe C'! sur un voisinage ouvert de (1,0).

4. En utilisant le TFI, montrer que, sous de bonnes hypothéses sur f(a formuler), alors I’équation
(12.3]) admet une solution périodique pour tout € assez proche de 0 : Je; > 0 tel que, pour tout
€ € (—e1,€1), il existe zg(e) € C tel que t — ¢(t; zo(€), €) soit définie sur tout R et 27w-périodique.

5. Donner des exemples de telles fonctions f.
CORRECTION :
1. Théoréme de Cauchy-Lipschitz : 'equation est de la forme 2’ = g(z) avec g € C!.

2. Cela résulte de la formule de variation de la constante :
z(t) = zoe™ + ¢ / e 1= fa(s)]ds .
0

3. On applique le théoréme des fonctions implicites a I'application F : C x R x C°([0, 2x],C) —
C°(]0,T],C) définie par

F(z0,€,1)(t) = zoe' + 6/0 ei(t_s)f[y(s)]ds —y(t), Vte]|o,2n].
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— Les espaces de départ et d’arrivée sont complets

~ Ona F(1,0,y,) =0 ot y, : t € [0,27] > €' € C.

— L’application F est de classe C! et %—5(1,0,3;*) = —Id est une bijection de C°([0,27], C).
D’apreés le TFI, il existe

— un voisinage ouvert V = Bc(1,r) X (—€p, €) de (xg,€) = (1,0) dans C x R,

— un voisinage ouvert W de y, dans (C’O([O, 27],C), H||OO>,

— une application ¢ € C*(V, W)

tels que

((:L‘g,e) eV,ye W et Fxg,e€,y) :0) & ((xo,e) eVet y:d)(azo,e)).

Par unicité de ¢(.;zg, €), on en déduit que localement ¢(.;zg,€) = 1¥(xo,€) et donc que 'appli-
cation

Be(L,r) x (—eo,e0) = (€°([0,271,€), |11

(x()a 6) = ¢(a Zo, 6)

est de classe C1.

On applique le TFI a ’application

G: Bc(l,r) x (—e€p,e9) — C
(xo,€) — 027r e flo(s; 20, €)]ds .

— L’application G est de classe C'' d’aprés la question précédente.
- G(1,0) =0 car f =0 sur U.
— Pour tout yp € C, on a

awo-yoz/o e "*df (e*).(yoe*)ds

A partir de maintenant, on fait I’hypothése que 'application R-linéaire

C —- C
yo = [IT e df(e%%).(yoe')ds

9G .
Oxg *

est bijective. Alors "application linéaire C — C est bijective.
D’apreés le TFI, il existe

— un voisinage ouvert (—ej, e1) de 0 dans R,

— un voisinage ouvert Bc(1,71) de 1 dans C,

— une application ¥ € C((—e1,€1), Be(1,71))

tels que
(e € (—er,e1), 20 € Be(1,m1) et Gag, €) = o) = (e € (—ep,e1) et o = \Il(e)) .

On en déduit que, pour tout € € (—e1,€1), la solution de I'équation (12.3)) de condition initiale
x(0) = W(e) est définie pour tout ¢ € R et 2w-périodique.
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12.3 Sous-variétés

De nombreux problémes nécessitent de généraliser le calcul différentiel & des fonctions définies sur
des entités géométriques autres que des ouverts de R™. Par exemple, on peut étre amené & chercher
les extrema d’une fonction dont la variable décrit I'espace des phases d’un systéme physique, cet
espace de phases étant un certain lieu géométrique dans un espace R", mais pas nécessairement un
ouvert. De tels problémes d’optimisation sous contrainte apparaissent naturellement en mécanique,
en physique, en économie, etc.

Les sous-variétés apparaissent historiquement comime généralisation de la théorie classique des
courbes et surfaces dans l’espace R?. Elles peuvent étre considérées selon différents points de vue qui
font la richesse et la difficulté de la théorie. Une premiére étape va donc étre de dégager des définitions
équivalentes correspondant a ces différents points de vue, pour pouvoir choisir le plus adaptée. L’outil
fondamental permettant le lien entre ces points de vue est le théoréme d’inversion locale, ou de facon
équivalente, le théoréme de fonctions implicites. Localement, une sous-variété de dimension k£ de R"
ressemble & Iinclusion d’un ouvert de R* dans R™.

12.3.1 Définitions équivalentes

Soit p € N*U{oo} et k € {1,...,n}. Un sous ensemble N de R" est une sous-variété de R", de
dimension k et de classe CP si, pour tout g € N, il existe W € Vgn(x0) tel que 'un des énonceés
équivalents suivants a lieu.

Carte locale : il existe un CP-difféomorphisme local ¢ : W — R” tel que

P(N W) = (W) N [R" x {0}"7F].

Graphe : il existe u : R¥ — R"7* de classe CP et un changement de coordonnées A € G L, (R) tels

que
WNAN={A(z,u(z);z e RFy nW .

Equation : il existe F' : W — R" % de classe CP telle que dF(xq) soit surjective et W NN =

F=H({0}).

Nappe paramétrée : il existe U € Vi (0) et une application j : U — R™ de classe CP telle que
J(0) = xg, dj(0) est injective et j: U — N NW est une bijection bi-continue.

Afin de s’approprier ces 4 définitions équivalentes, il est bénéfique de les tester toutes sur des
exemples simples : la parabole {y = 2%} (Ex 1), ellipse {x = acos(t),y = bsin(t)}, le cylindre
{2? + y? = 1}, la sphére (Ex 2),...

Pour démontrer qu’un sous ensemble de R™ est une sous-variété, généralement, I'une des 4 défini-
tions est plus pratique que les 3 autres. Lorsqu’elle est utilisable, la définition par la graphe est
la plus économique, car il n’y a aucune propriété d’injectivité ou surjectivité & vérifier.

Une sous-variété de R™ est munie de la topologie induite par celle de R™.

Preuve de I’équivalence entre les 4 définitions :
Carte locale = Equation. Soit xg € N, W € Vgrn(xg) et ¢ : W — R™ un CP-diffeomorphisme local

tel que
Pp(NNW) = (W) N [R* x {0} 4]
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On note (uy, ..., Ug, V1, ..., Un—k) les coordonnées dans R™, 'espace d’arrivée de ¢. Alors 'application
F: W — Rv*
r <v1(<p(a:)),...,vn_k(ap(x))>

est de classe C? et satisfait
(x eNN W) & (o) € p(W) N [RF x {on—k}])
& (eeWet F@)=0).
De plus, pour h € R", on a (TFC)
dF(z9): R* — R
h +— (vl (dcp(xo).h), vy Un—k (dcp(a:o).h>> .

Soit ¥ = (o1, ..., ip—r) € R**. Comme ¢ est un C' diffeomorphisme de R” au voisinage de x( alors
dp(zg) est une bijection de R™. Donc il existe h € R™ tel que dy(z0).h = (0%, ). Alors dF(xg).h = 9.
On a montré que dF'(xzg) est surjective.

Equation = Graphe. Soit xg € N, W € Vgn(x0) et F : W — R"* de classe CP telle que dF(zo)
soit surjective et W N N = F~1({0}). On introduit E; := Ker[dF (z0)], qui est un sev de R" de
dimension & (thm du rang), Eo un supplémentaire de F; dans R :

R*"= E; @& Ey
Tr = b e 7))
To= o1 T+ o2

et
W :={(z1,22) € E1 X Eg;x1 + 290 € W}

qui est un ouvert de E; x Fs, car image réciproque de 'ouvert W par l'application continue (z1, z2) +—
x1 + x2. L’application
ﬁ: WCElXEQ — Rnk
(ZE1,$2) — F(:L'l + ZL‘Q)

est de classe CP et %(CEOJ,JZQQ) est une bijection de Eo sur R" %, D’aprés le TFI, il existe Vi €

VE1 (33071), Vo € VE2 (33072), u e Cl(Vl,Vg) tels que VixVyC W et

((1:1,:1:2) eVix Vet FV<$1’$2) = O) & (xl e Vietay = u(x1)> .

Graphe = Carte locale. Soit zg € N, W € Vgn(xg) et u € CP(R¥, R"F) tels que
NNW ={(z,u(2);z e RF} n W

(quitte a changer de coordonnées, on peut se ramener au cas ou A = [,). Pour x € R"™, on note
x = (x1,29) avec z1 € R¥ et 5 € R*7F

R"= RF x R°F

r= (z1 , x2).

L’application
p: R™ - R”

r = (r1,22) ($1,$2 - U(ﬂcl))
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est de classe CP et (N NW) = [R* x {0"*}] N p(W). De plus, pour h,v € R”, on a (TFC)
vV = d(p(xo)h = (hl, h2 — du(m071).h1) <~ hl = U1 et hg = V9 + du(x071).111

donc dp(xg) est une bijection de R™. D’aprés le TIL, ¢ est un CP-diffeomorphisme local de R™ au
voisinage de zg.

Graphe = Nappe paramétrée. Soit g € N, W € Vgn(x0) et u € CP(RF, R"7F) tels que
NOW ={(z,u(2));z e RF}n W (12.4)

(quitte a changer de coordonnées, on peut se ramener au cas ot A = I,). Notons xg = (20, u(z0))
avec zp € R¥ et
U:={z€R"(20+%u(z20+2) e W}. (12.5)

Alors U est un voisinage ouvert de 0 dans R¥, comme image réciproque de 'ouvert W par I'application
continue Z — (zo + Z,u(zp + 2)). L’application
j: UCRF — R»

zZ (Zo + Z,u(zo + 2))

est de classe CP et satisfait j(0) = (z0,u(z0)) = 0.
De plus dj(0).h = (h, du(zo).h> pour tout h € R¥ donc

(h € R¥ et dj(0).h = 0) - (h - 0)

ainsi dj(0) est injective de R¥ dans R™.
Enfin j est injective sur U car

(21,22 € U et j(z1) = j(22)) & <21,22 e U et (zl,u(zl)> = (ZQ,U(ZQ))) S (21 = 29) .

et j est surjective de U sur W N N par (12.4) et (12.5). De plus sa réciproque

gt WnNN - U
x=(z,u(z)) — z—2z

est continue. Ainsi, j est une bijection bi-continue de U sur N N W.
Nappe paramétrée = Graphe. Soit xg € N, W € Vgn(x0) et j € CP(U,R") telle que j(0) = xo,

dj(0) est injective et j : U — N NW est une bijection bi-continue. Notons E; := Im[dj(0)] qui est un
sev de dimension k de R"™, F5 un supplémentaire de F; dans R" et

R*"= FE; & Ey
Tr = b S S 7))
o= o1 T To2
Pr= Id + 0

P,= 0 + Id

L’application
f: UCRF = E;
z = Pifj(2)]
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est de classe CP et (TFC)
df(0).h = P1[dj(0).h], VheRF,

donc df (0) est une bijection de R¥ sur E; (car dj(0) est injective et son image = F;). D’aprés le TIL,
il existe Vp € Ve (0), Vi € Vg, (20,1) tels que f soit un CP-diffeomorphisme de Vj sur V; :

(z eVoeta = f(z)) & (a:l ceVietz= fﬁl(m1)> .

Soit W := Jj(Vb), qui est un voisinage ouvert de xg dans R™ (comme image réciproque de l'ouvert Vj
par I'application continue j~!), contenu dans W. Alors

(wENﬂW) & (Jz eV tel que;v:j(z))
& (32 € Vp tel que Py(z) = Py[ji(2)] et Po(z) = Pz[j(z)])
& (Puw) Vi, == (Pi(x)) et Pa(a) = Pafj(2)))
< (Jzp €V tel que z = x1 + Pofj o f—l(wl)D
ainsi NV est localement le graphe de I'application 21 +— j o f~!(z1) qui est de classe CP. 0

Exemples : Sont des sous-variété de R™ :

— les ouvert R™,

— les sous-espace vectoriels, ou affines de R"™,

— les paraboles, les cercles, avec k =1, n = 2, p = 00 : voir exercices ci-dessous,
— la spirale, avec k = 1, n = 2, p = 00, qui est définie par le paramétrage

j: R — R2
s (escos(s),essin(s)>

Cet exemple montre qu'une sous-variété de R™ n’est pas forcément fermée : (0,0) est adhérent
a la spirale, mais pas dedans.

— les spheére (22 +y%+22 = 1), ellipsoide (ax®+by? = 1), hyperboloide & une nappe : (z2+y>—22 =
1), hyperboloide & 2 nappes : (22 — 22 —y? = 1), tore ((v/22 + y2 — a)® + 22 = r?) avec k = 2,
n = 3, p = o0 : voir exercices ci-dessous,

— le Folium de Descartes privé du point {(0,0)}, avec k =1, n =2, p = 00 : (0,0) est un 'point
multiple’,

— un ouvert d’'une sous-variété (méme classe et méme dimension),

— N1 x N3 lorsque N; est un sous-variété de R" et ny +ng = n,

I'image d'une sous-variété de R” par un C'-diffeomorphisme de R™.

Exercice : Le démontrer.

12.3.2 Espace tangent

Definition 52 Lorsque N est une sous-variété C' de R" et xg € N alors l’espace tangent @ N en
xo, noté Ty, N, est l'ensemble des vecteurs vitesse a t = 0, des chemins C* tracés sur N passant par
o at=0:

Ty N = {7'(0);7 e CH(I,R™), I intervalle ouvert contenant 0,~v(I) C N ,~(0) = :Eo} .

Remarque 33 Il est clair que, st N est un ouvert d’un sous-espace vectoriel de R" alors T, N
coincide avec ce sous-espace vectoriel, pour tout xg € N.
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Il n’est pas clair, avec cette définition, que T}, N est bien un sous-espace vectoriel de R". Mais on
peut caractériser l'espace tangent en terme de carte/graphe/equation/nappe et cette reformulation
rend mieux compte de sa structure d’ev.

Carte locale : T,y N = dp(x0) " H(RF x {0}"F) = dp~[p(z0)](RF x {0}"F).
Graphe : T,y N = {A(h, du(z0).h); h € RF} avec zy tel que 29 = A(z0, u(20)).
Equation : T, N = Ker[dF (z¢)].

Nappe paramétrée : Ty, N = dj(0)(RF).

Caractérisation de T7,,N en terme de carte locale : Soit o € N, W € Vrn(zg) et ¢ : W — R"”
un CP-diffeomorphisme local tel que

P(N W) = (W) N[R" x {0}"7F].

Montrons que Ty, N C dp(xo) HRF x {0}"F].
Soit v € Ty, N : il existe un intervalle I contenant 0 et v € CY(I,R") telle que v(I) C N et
7(0) = o et v = 7/(0). Alors 3 := @ o est un chemin C! sur R¥ x {0"¥} donc (voir Remarque
B(0) € R¥ x {0"F1. Or (TFC) B'(0) = dp(x0).7'(0) = dp(xo).v donc v = dp(zo)~t.5'(0) €
4p(0) " [RF x {0n kY],

Montrons que dp(zo) L [RF x {0"~*}] € T, N.
Soit v = dp (o) L.w ot w € R¥ x {0}"*. Comme @(W) est un ouvert de R", il existe ¢ > 0 tel que
o(zo) + tw € (W) pour tout t € (—¢,€). Alors

v: (—€€ — R"
t = ¢ (@) + tuw]

est un chemin C! & valeurs dans N tel que v(0) = =z donc 7/(0) € T,,N. Or (TFC) ~v'(0) =
do~(x0).w = v. O

Caractérisation de 7,,N en terme de nappe paramétrée : Soit xg € N, W € Vgn(x),
U € Vrie(0) et j € CP(U,R™) telle que j(0) = zg, dj(0) est injective et j : U — N N W est une
bijection bi-continue.

Montrons que TpyN C dj(0)(RF).
Soit v € Ty, NV : il existe un intervalle I contenant 0 et v € C1(I,R") telle que v(I) C N et (0) = g
et v = +/(0). Quitte & réduire I, on peut supposer que v(I) C NNW. Alors B:t € [ — j~loy(t) €U
est un chemin C' sur U et B(0) = 0 donc f/(0) € ToU = R* (voir Remarque 33). Or (TFC),
B'(0) = d(j~1)(0).7'(0) = dj(0)~".v donc v = dj(0).8'(0) € dj(0)[R"].

Montrons que dj(0)(R¥) C Ty, N.
Soit v := dj(0).w ot w € R¥. Comme U est ouvert, il existe § > 0 tel que tw € U pour tout t € (-6, ).
Alors 'application
v: (=0,0) — R
t = j(tw)

est bien définie, de classe O, a valeurs dans N N W, vérifie (0) = zq et (TFC) v/(0) = dj(0).w = v.
O
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Caractérisation de T,, N en terme de graphe : Soit W € Vga(z0) et u € CP(RF, R"F) tels que
NOW ={(z,u(2));z e RF}n W (12.6)

(quitte a changer de coordonnées, on peut se ramener au cas o A = [,). Dans la preuve de ’équi-
valence entre les différentes définitions d’une sous-variété, on a construit, & partir de u, une nappe
paramétrée
j: UCRF —» R»

Z (zo + Z,u(zo + 2)) .

On sait alors que Ty, N = dj(0).(R¥). Or (TFC) dj(0).h = (h,du(z).h) pour tout h € R¥ donc
TuoN = {(h,du(z0).h); h € RF}. O

Caractérisation de T,, N en terme d’équation : Soit 29 € N, W € Vgn (o) et F : W — R*F
de classe CP telle que dF(z¢) soit surjective et W N N = F~1({0}). Dans la preuve de I'équivalence
entre les différentes définitions d’une sous-variété, on a construit, a partir de F, une application u
dont N est localement le graphe (TFI) :

(:L‘leVl,azgeVget F(.rl—i—:z‘g):O) & (1‘1 e Vet ZL’QZ’LL(ZL'l)).

On sait alors que
T:coN = {h + du(l‘OJ).h; h € El} .

Par le TFI, on peut exprimer la différentelle de u en xo 1 a partir de celle de F' :

du(z01) = —H (0,1, 202) " 0 Fe (w01, 702)

=— <dF(:):0) o IP2> - (dF(:ro) o }P’l)

Rappelons que P; est la projection sur By = Ker[dF'(z¢)] parallelement a Ey donc dF(zg) o Py =0
et du(xo,1) = 0. En conséquence, Ty, N = E; = Ker[dF (zo)]. O

12.3.3 Exercices type

Exercice 1 : Appliquer chacune des 4 définitions équivalentes & la parabole P := {(x,2?);x € R}.

Carte locale : L’application
o: R?> — R?
(z,y) = (z,y—2?)

est de classe C™ et satisfait ¢(P) = R x {0}. Pour montrer que ¢ est un C*°-diffeomorphisme local
de R? au voisinage de tout point (x,y) € P, il suffit d’appliquer le TIL, car

dp(z,y) = ( (1) _12:6 >

est inversible pour tout (z,y) € P.
Graphe : u: 2 € R 22 € R est de classe O et P = {(z,u(r));z € R}.

Equation : F : (z,y) € R? — y — 22 € R est de classe O et vérifie P = F~1({0}). De plus
dF (zo,73) : (h1,h2) € R? = hy — 2x0hs € R est surjective : pour tout a € R, dF(zg,x3).(a, 0) = c.
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Nappe paramétrée : j : z € R — (20 + @, (xo + 7)?) est de classe CP, satisfait j(0) = (o, x3)
et 5/(0) = (1,2z9) # 0 donc dj(0) : h € R — hj’'(0) € R? est injective. De plus j est une bijection
bi-continue de R sur P puisque 5~ (z1,23) = 1 — 0.

Remarque 34 La parabole est un exemple particulicrement simple o la carte, le graphe, l'équation
et la nappe ne sont pas locaux, mais globauz (ils ne dépendent pas de xo). Notez que la définition par
le graphe est la plus économique : 1 ligne suffit.

Exercice 2 : Appliquer chacune des 4 définitions équivalentes a la sphére S? := {(z,y,2) €
R3 22 +y? + 22 =1}

Carte locale : Pour z # 0, on prend ¢(z,y,2) = (z,y, 2% + y? + 22 — 1) qui satisfait

1 0 0
do(x,y,z) = 0 1 0 € GL3(R).
2¢ 2y 2z

Le TIL justifie que ¢ est un C*°-difféomorphisme local de R™. Pour y # 0, on prend ¢(x,y,z) =
(v, 22 +y? + 22 —1,2). Pour z # 0, on prend ¢(z,y,2) = (2?2 +y* + 22 — 1,5, 2).

Remarque 35 Contrairement a la parabole, les cartes sont ici locales : la premiére carte ne permet
pas de conclure sur l'équateur {z = 0}.

Graphe : Sur 'hémisphere nord {z > 0}, on prend {(x,y, /1 — 22 — y?); (z,y) € Bg2(0,1)}. Sur
I'hémisphere sud {z < 0}, on prend {(z,y, —/1 — 22 — y2); (x,y) € Bg2(0,1)}. Pour recouvrir toute
la spheére, il faut considérer les 6 hémispheéres : {z > 0}, {z < 0}, {x > 0}, {z < 0}, {y > 0}, {y < 0}.
Notez que ces graphes sont locaux.

Equation : F': (z,y,2) € R® — (22 4+ y? + 22 — 1) satisfait VF(X) = X # 0 pour tout X €.

Nappe paramétrée : ...

Exercice 3 : Montrer que M := {(z,y) € R%y* — 2* = 0} n’est pas une sous-variété. [Ex 86,
Rouviére|

Idée : M est la réunion des 2 droites {y = z} et {y = —z} : il y a un point double en (0,0),
I’espace tangent n’y est pas défini.

M — {0} est une sous variété de R?, de dimension 1 et de classe C°° car graphe de x — +.
Par I’absurde, supposons que M soit un sous-variété C' de R2. Alors elle est de dimension 1. Donc
son espace tangent en (0,0) est de dimension 1. vy : ¢t € [0,1] — (¢, t) et v— : t € [0,1] — (—t,¢)
sont deux chemins C'([0,1],R?), a valeurs dans N et vérifiant v+ (0) = (0,0) donc 7/, (0) = (1,1) et
7.(0) = (—1,1) sont 2 vecteurs de T{o )N : Contradiction.

Exercice 4 : Montrer que M := {(z,y) € R%y? — 2% = 0} n’est pas une sous-variéte.

Idée : M est la réunion de 2 paraboles {y = 22} et {y = 2%} : il y a un point double en zéro, mais
I’argument précédent ne peut plus étre utilisé : on exploite un argument de connexité.
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M — {(0,0)} est une sous-varié¢té de R?, de dimension 1 et de classe C™ : graphes de +x?.
Par I'absurde, on suppose que M est une sous-variété C'* de R2. Alors elle est de dimension 1. D’aprés
la définition par la carte locale, il existe une voisinage W de (0, 0) dans R? et une C!-diffeomorphisme
locale de R? tel que (M NW) = [R x {0}] N (W) [faire un dessin].

Alors (MNW)\{(0,0)} admet 4 composantes connexes et ¢ est un homéomorphisme de (MNW)\
{(0,0)} sur [Rx {0} Ne(W)\ {¢(0,0)}. donc ce dernier ensemble contient 4 composante connexes :

:contradiction (il n’en contient que deux).

Exercice 5 : Montrer que M := {(z,y) € R%y® — 22 = 0} n’est pas une sous-variéte.

Idée : M est le graphe de x — |x]2/3 qui n’est pas C' en z = 0. On formalise le probléme de
différentiabilité en (0, 0).

M —{(0,0)} est un sous-variété C°° de R? de dimension 1 car graphe de x + |z|?/3. Par I’absurde,
on suppose que M est une sous-variété C'! de R2. Alors elle est de dimension 1. D’aprés la définition par
la carte locale, il existe une voisinage W de (0,0) dans R? et un C''-difféomorphisme local de R? tel que
o(MNW) = [Rx{0}]Np(W) [faire un dessin|. Quitte & remplacer ¢ par ¢ —(0,0), on peut supposer
que ¢(0,0) = (0,0). Son inverse ¢~ !(u,v) = (g9(u,v), h(u,v)) vérifie donc g(0,0) = h(0,0) = 0 et
g(u,0)? = h(u,0)3 pour u proche de zéro. La fonction u + h(u, 0) est donc > 0 et minimale en u = 0
donc g—Z(0,0) =0 Le DL de l'égalité g(u,0)? = h(u,0)3 quand [u — 0] s’écrit

%(0, 0)%u® + o(u?) = o(u?)
donc g—Z(0,0) = 0. Ainsi
29(0,0) 22(0,0) 0 x*
dso1<o,0>=< Foo o) Ok )z( )
Koo B0 ) Lo
n’est pas inversible : contradiction.

Rédaction alternative : Par I'absurde, supposons que M soit une sous-variété de R?. La carac-
térisation par le graphe montre que M — {(0,0)} est une sous-variété de R? de dimension 1. Comme
M est connexe (par arc) alors elle est de dimension 1. Grace & la caractérisation par I’équation, il

existe
— un voisinage ouvert U de (0,0) dans R?,
— une application C*®, F': U — R telle que dF(0,0) est surjective de R? sur R
— tels que F(z,y) = 0,¥(z,y) € UN Ms.

La formule de Taylor-Young justifie que

F(z,y) = F(0,0) + dF(0,0).(z,y) + O(||(x,y)||?) quand (z,y) — 0. (12.7)

Pour tout ¢ € R, le point (¢3,t%) appartient & M donc F(¢3,t?) = 0 pour t assez petit. On déduit de
aue
0 =dF(0,0).(t3,t2) + O(t*) quand t — 0
=t2dF(0,0).(0,1) 4+ t3dF(0,0).(1,0) + O(t*) quand t — 0

par linéarité de I'application dF(0,0) : R? — R. L’unicité du DL de la fonction nulle implique alors
que dF(0,0).(0,1) = 0 et dF(0,0).(1,0) = 0. Ainsi l'application linéaire dF(0,0) : R? — R est
identiquement nulle, ce qui contredit sa surjectivité.

Exercice 6 : L’ensemble M := {(z,y,2) € R%; 23 4+ 2z +y = 0} est-il une sous-variété ?
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3

Oui! 11 suffit d’utiliser la caractérisation par le graphe : y = —2° — zx.

Exercice 7 : Montrer que SLy(R) = {M € Mn(R);det(M) = 1} est une sous-variété de
dimension N? — 1. Méme question pour Oy (R).
On utilise la caractérisation par ’équation. F' : M € Mpy(R) — det(M) —1 € R est C

(polynomiale) et
dF(M).H = tr[Com(A)T H] = det(A)tr[A~ H]

donc dF (M) : My (R) — R est bijective pour tout M € SLy(R). Ainsi, SLy(R) est une sous-variété
de My (R) de classe C™ et de dimension N? — 1.

G:MeMyR)— MTM — Iy € Sy(R) (sev des matrices symétriques) est C™ et
dG(M).H = H'M + MTH ,VH € My(R).

Soit M € On(R). On va montrer que dG(M) : My(R) — Sny(R) est surjective en appliquant le
théoréme du rang. Pour H € My (R)
(H e Ker[dG(M)]) o (MTH — M 'He AN(R)> & (H e MAN(R)>

(sev des matrices antisymétriques). Ainsi,

rgldG(M)] = N2 — N(NQ_ D _ N(N2+ Y _ dim[Sy(R)].

12.4 Théoréme des extréma liés

12.4.1 Enoncé

Théoréme 48 Soit f € C1(R™,R), N une sous-variété de R™ et zg € N. Si f|n admet un extremum
local en xo alors T,y N C Ker|df (zo)].

Preuve : Soit v € Ty, N. Il existe un chemin v € C*(I,R") a valeurs dans N tel que v(0) = zo.
Alors f oy € CYHI,R) admet un extrémum en ¢ = 0 donc 0 = (f o+)’(0). Or (TFC) (f o ~)'(0) =
df (v(0)).~'(0) = df (zo).v donc v € Ker[df (z0)]. O

Graphe : Si N = {(z,) = (z,u(2)); 2 € R¥} et Xo = (20,u(2)) alors z — f(z,u(z)) admet un
extremum en zy sur R¥ donc (équation d’Euler sur un ouvert de R™)

g‘i(zo,u(zo)) + g';;(zo, U(ZO))?)Z('ZO) =0.

Dans le cas d’une sous-variété définie par une équation, on obtient ’énoncé fondamental suivant.

Proposition 81 Soit U un ouvert de R", o € U, f1,..., fa_r € CY(U,R) telles que df1(xq), ..., dfn_1(z0)
soient des formes linéaires indépendantes et N la sous-variété de R™ de dimension k définie par

N = {2 € Us fi(2) = . = fap(z) = 0}

Si g € CYU,R) et g|y admet un estrémum local en xo alors il eziste des multiplicateurs de
Lagrange A1, ..., \p_i € R tels que

dg(zo) = Aidfi(xo) + ... + AMp—gdfn—r(z0) dans L(R™,R).
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Preuve : N est définie par I'’equation associée a la fonction

F: U —» Rk
z = (fi(x), . faek())

donc Ty, N = Ker[dF(zg)]. Or
dF (20).h = (df1(20) By .., dfo_i(20)-h) Vh € R"
donc Ker[dF(z0)] = Ni<j<n—k)Ker[df;(zo)]. La proposition précédente justifie alors que
Mi<j<m—rKerldfj(zo)] < Ker[dg(wo)].

Le Lemme d’algébre linéaire ci-dessous justifie alors ’existence des multiplicateurs de Lagrange. [

Lemme 9 Soient T, Ly, ..., Ly, des formes linéaires sur R™ telles que (L1, ..., Ly,) soit libre et
Mi<jemKer(L;) C Ker(T) .
Alors il existe A1, ..., A\ € R tels que T = M\ L1+ ... + Ay L.

Preuve : Soient w,v1,...,vy, € R tels que Lj(z) = (vj,z) et T(z) = (w,x) pour tout x € R” et
j =1,...,m. La matrice rectangulaire (m + 1) x n

est la matrice dans la base canonique de 'appplication
u: R* — R™H

T <<vl7$>, ey (U, ), (W, x>>

donc son rang vaut n —dim[Ker(u)], par le théoréme du rang. Or Ni¢j<mKer(L;) est un sev de dimen-
sion (n —m) car (L1, ..., Ly,) est libre. 11 est contenu dans Ker(u) par hypothése donc dim[Ker(u)] >
(n —m). Il en résulte que rg(M) < m. En particulier, le (m + 1) lignes de m sont liées. Comme les
m premiéres lignes sont indépendantes, nécessairement la derniére est une combinaison linéaire des
premieres. Il

12.4.2 Exercices-type

Exercice :
1. On introduit ’ensemble
M := {(z,y) e R*; a* +y* =1} . (12.8)

Soit (zg,10) € M. Montrer qu’il existe des ouverts U et V de R? et un C'-diffeomorphisme ¢
de U sur V tels que (zo,y0) € U et (M NU) =[R x {0}]NV.
On définira ¢ explicitement.

2. Soit f : R? — R définie par
V(z,y) € R® f(z,y) = ' +y* — 22° + day — 2.

Quels sont les points critiques de f7
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3. Donner la nature de chacun de ces points critiques : montrer que deux sont des minima locaux
et que le troisiéme n’est pas un extremum.

4. Montrer qu’il existe (z4,y«) € M tel que f(xy,y.) = min{ f(z,y); (z,y) € M}.
(Pensemble M est défini par la formule (12.8))

5. Calculer explicitement min{f(x,y); (z,y) € M }.

1. Rappelons d’abord le Théoréme d’inversion locale : Soient (E, ||.||g), (F,||.||r) des Banach, 2
un ouvert de (E, ||.|[g), a € Q et f € CY(Q, F) telle que df(a) soit une bijection de E sur F.
Alors il existe
— un voisinage ouvert V de a dans (2, |.||g) et
— un voisinage ouvert W de f(a) dans (F, ||.||r)
tels que f soit un C'-diffeomorphisme de V sur W. Si, de plus, f € C*(Q,G) alors f~! €
Ck(W, V).

Soit (z0,y0) € M. Comme z¢ + y5 = 1 alors zg # 0 ou yo # 0.
Premier cas : yo # 0. L’application

p: R? — R
(l',y) = (l‘,l‘4—}—y4—1)
est de classe C1 sur R? et
10,3
Jacte)aom) = | grs oy [ = 108 20.

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage ouvert U de (xg,%0) dans R?, un
voisinage ouvert W de ¢(zg, yo) = (z0,0) dans R? tels que ¢ soit un C'-diffeomorphisme de U
sur W. Par définition de M, on a bien (M NU) = [R x {0} NW.

Deuxiéme cas : zg # 0. Méme analyse avec p(x,y) = (y,z* +y* — 1).
2. f € CLR%R) et

(P —z+y
Ve =1 5 i)

Ainsi, pour (z,y) € R? on a

y:m—x3etw:y—y3)
y=v—23etr=x—2°—( 3)3>
Yy=x—T et:n( 1—:r )zO)
y=c—x>etx=00ul—z?=—1

Yy=x—x etszouxz:ﬂ/ﬁ)

(Vf(x,y) = 0)

E%

tr T e

Les points critiques de f sont donc (0,0), (v/2, —v2) et (—v/2,v/2).
3. On a pour tout (z,y) € R?,

2 _
Hess(f)(:p,y) = 4( 3 1 ! 3y21_ 1 )
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donc, en particulier

Hess()(V2 v =4 ( ] 1)

est définie positive (car sa trace et son déterminant sont > 0). Ceci prouve que (\[ , —\/§) est
un minimum local de f. Comme f est paire, (—v/2,/2) est aussi un minimum local de f.
En revanche, (0,0) n’est pas un extremum local, car f(t,t) = 2t* > 0 pour tout ¢ # 0 et

f(0,t) =t* — 2t < 0 pour t € (—v/2,v/2) \ {0}.

. M est un compact de R? car

— M est fermé : image réciproque du fermé {1} par application continue (z,y) — x* + y*,
— M est borné : |z|, |y| < 1 pour tout (x,y) € M.
I’application f est continue sur le compact M donc elle y est bornée et atteint se bornes. En
particulier, il existe (4, y«) € M tel que f(xy,ys) = min{f(x,y); (z,y) € M}.
D’aprés le théoréme des extremas liés, il existe A € R tel que Vf(x., ys) = AVg(zy, ys) ou
g(x,y) = 2* + y* — 1. Ainsi, (2.,y«) est solution du systéme
423 — 2 + y) = 4223
{ Aly* + o —y) = 4\y*

qui, aprés simplification, s’écrit —x +y = pa® = —py3 ot p:= X — 1.

Premier cas : g = 0. On en déduit de —z +y = pr® que 2 = y. Comme (z,y) € M alors
(z,y) = (%\/5, 4%/5> et donc f(z,y) = 1.

Deuxiéme cas : p # 0. On déduit de pa® = —uy3 que = —y. Comme (z,y) € M alors (z,y) =

(—%, %) ou (4%/5, _4%/5) et donc f(z,y) =1-— %.

En conclusion, min{ f(x,y); (z,y) € M} =1 — %.

Exercice 8 : Soit M une sous-variété de R" et a € R™ \ M.

1. Caractériser les points critiques de la fonction F' : p € M + |la — p||> € R en fonction des

espaces tangents T, M.
Calculer la distance de 0 & la surface M = {(x,y, 2) € R3;zyz = 1}.

. Si F|p est extremale en p, € M alors (thm extréma liés) T,. M C Ker[dF (p,)] = (p« — a)*.

. M = {xyz = 1} est une sous-variété de R3 (utiliser la caractérisation par le graphe), f : X €

R3 — || X||? est de classe C1.

Montrons que f atteint son minimum sur M. Le point (1,1,1) € M donc M N Bgs(0,3) # 0. f
est continue sur le compact M N Bps(0,3) # (), donc elle y atteint son inf en un point (o, ys, 2x).
Il est alors clair que f(z«, Ys, 2«) = minps(f).

Montrons que minys(f) = 3, cad dist(0, M) = +/3. D’aprés le thm des extremas liés, il existe
A € R tel que

Tx YxZx
Zx TxYx

Comme z,y.zx = 1 alors A = 2. On en déduit que (x4, ys, 2+) = (£1, %1, £1) (4 possibilités
seulement réalisent zyz = 1) et que f(xy, ys, 2+) = 3.



12.4. THEOREME DES EXTREMA LIES 193

Exercice 9 : Soit V. := {(2,9,2) € R} zyz = 1 et 2* +y* + 24 =r}.
1. Pour quelles valeurs de r > 0 ’ensemble V,. est-il non vide ?

2. Dans ce cas, est-ce une sous-variété ?

1. L’inégalité arithmético géométrique permet de montrer que V, # () si et seulement si r > 3.
Mais je vais détailler ici une méthode systématique pour régler ce type de question, & I'aide du
théoréme des extrema liés.

Etape 1 : Soit 7 > 0. L’ensemble M, := {(z,y,2) € R%; 22+y?+2% = r} est une sous-variété de
R3 compacte. (définition par le graphe + fermée bornée). L’application f : (z,y, z) € M, > xyz
est continue sur le compact M, donc elle atteint son min et son max en deux points Tmin, Tmaz €
M qui sont des points critiques de f|uy,.

Etape 2 : Calculons les points critiques (Zx,y«, 2«) € M, de flp,. Il existe A € R tel que
V f(Zs, Ys, 26) = MEF (s, Y, 24) o0 F(2,y,2) := zt +y* + 24 —r. Ainsi

Vs = ANT3
Tl = 4)\y§
Tils = 4)\23

xfﬁ + yf + zf =r
On déduit des 3 premiére égalités que
Toyszy = At = A\y? = a2

Si A = 0 alors (x, y«, 2«) admet 2 composantes nulles et la 3e vaut /r donc f(z«, ys, 2+) = 0.
Si A # 0 alors J;fkl = yf = zf = % donc (4, Ys, 24) = (i“ %,i“ %,i{*/g) et f(Tu, Yuy24) =

+ (§)3/4. On en déduit que minyy, (f) = — (%)3/4 et maxyy, (f) = (%)3/4. Ainsi, V. est vide

pour r < 3 et V, ne contient que 4 points de la forme (£1,£1,+1) lorsque r = 3.

Etape 3 : Montrons que V, est non vide lorsque r > 3. On peut le déduire de la connexité de
M,., qui se déduit de celle de S? (qui est connexe par arc) car

2 = M,
(€,y,2) = /r(sign(z)/[z], sign(y) /[y, sign(2)/]2])

est un homéomorphisme de S? sur M,. En effet,
— elle est bien & valeurs dans M, car, pour (x1, 2, 23) € S?,

23: (é/;Signe(xl)\/®>4 - 7"23;95? =7,

j=1

— elle est continue (chq composante 'est),
— elle est bijective car la fonction H, : M, — S? définie par

H,(y1,y2,y3) = (signe(y1)y7, signe(yo)y3, signe(ys)y3)

satisfait Y = G,.[H,.(Y)],VY € M, et X = H,[G,(X)],VX € §%.
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Ainsi, M, est 'image du connexe S? par 'application continue G, donc M, est connexe.

Une alternative simple consiste & exhiber un point de la forme (z,1/x,1) appartenant a V,.. 1l
suffit pour cela que z* + %4 = r — 1. Tracer la courbe y + % pour se convaincre qu’un tel x existe
bien, Vr > 3.

. Montrons que V, est une sous-variété C*° de dimension 1 de R? pour tout r > 3. On utilise la

caractérisation par I’équation avec
F:(z,y,2) e R® = (zyz — 1, 2" +y* + 2 —r) e RZ.
qui vérifie
e~ (L 15 28,

Soit (z,y, z) € V.. Par I’absurde, on suppose que dF(z,y, z) n’est pas surjective. Alors la matrice
ci-dessus est de rang < 2 donc tous ses sous-déterminants 2 x 2 sont = 0, ce qui s’écrit

4e(yt —ahy =0, 4yizt -z =0, 4z(z*-9yYH =0.

Alors z* = y* = 2* = r/3 et 1 = zyz = (r/3)%/* : contradiction. Ainsi, dF(z,y,z) : R — R?
est surjective pour tout (z,y,2) € V,.
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