Logique et calcul propositionnel



Introduction

Les phrases du calcul propositionnel sont construites a partir de "propositions” composées a
I'aide des connecteurs A, —,V,=-. Une proposition est un énoncé simple, ne pouvant prendre que
les valeurs "vrai” ou "faux 7, et ce de facon non ambigué. C’est une construction syntaxique pour
laquelle il fait sens de parler de vérité.



Syntaxe du calcul propositionnel

Le langage du calcul propositionnel est formé de :

symboles propositionnels (ou variables propositionnelles ou propositions ou atomes) PROP =
{p1,p2,...}; | |

connecteurs logiques {—,A\,V,=}:

symboles auxiliaires : parenthéeses et espace.

L’ensemble F., des formules du calcul propositionnel est le plus petit ensemble tel que :

tout symbole propositionnel est une formule
si  est une formule alors —p est une formule
si , 1) sont des formules alors v V ¥, @ A et p = 1) sont des formules.



Définition (Sous-formule) L’ensemble SF(p) des sous-formules d’une formules ¢ est défini
par inductz’on de la facon suivante.

- SF(p) = {p};

~ BF) w = {9} USF(p);

- SF(pot) ={pov} USF(p)USF(¢) (ou o désigne un des symboles A, V, = ).

Par exemple, SF(p= (gAr)) ={p,q,r,qg \r,p= (g Ar)}. Quand on voit une formule comme
un arbre, une sous-formule est simnlement un sous-arbre (voir Fieure 1.2).
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Sémantique du calcul propositionnel

Il faut un moyen de déterminer si une formule est vraie ou
fausse. La premiere étape est de donner une valeur de
vérité aux propositions. L'evaluation d'une formule, dépend
donc des valeurs choisies pour les symboles
propositionnels. Ces valeurs sont données par une
valuation.



Définition (Valuation)

Une valuation est une application de Prop dans
{0; 1}. La valeur 0 désigne le "faux" et la valeur 1 désigne le
"vrai'.

Une valuation sera souvent donnée sous forme d'un
tableau. Par exemple, si Prop = {p; q} alors la valuation
v:p->1,g->0

Une fois la valuation v choisie, la valeur de la formule

se détermine de facon naturelle, par extension de la
valuation v aux formules de la facon suivante :



Définition (Valeur d’une formule) —v(—p) =1 ssiv(p) =10

~v(eVvY)=1ssiv(p)=1ouv(y) =1
—~v(pAN)=1ssiv(p)=1etv(y)=1
~v(p=v)=0ssiv(p)=1etv(v)=0

Une définition équivalente est la suivante :

Définition (Valeur d’une formule (bis))

- v(mp) =1-v(p)

- t(w V) = max(v(p), v(¥))
v(p Ap) =min(v(p), v(V))

- v(p=v) =v(-p V)



Modele d’'une formule

Définition L ’ensemble des valuations d'un ensemble de variables propositionnelles PROP
est noté Val(PROP) (ou juste Val lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur PROP ). Val(PROP) est donc
Uensemble des fonctions de PROP dans {0,1}.



Modele d’'une formule

Définition (Modeéle d'une formule) Unmodele de o est une valuation v telle que v(p) =
L. On note mod(p) I'ensemble des modéles de .

Exemple Si PrROP = {p,q,1} et o= (pVq)A(pV-r) alors 'ensemble des modéles de  est

mod(p) =
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Définition (Satisfaisabilité) Une formule ¢ est satisfaisable si elle admet un modéle
(i.e., si il existe une valuation v telle que v =, i.e. si mod(p) # @)

Définition (Insatisfaisabilité) Une formule ¢ est insatisfaisable si elle n’admet aucun mo-
déle (i.e., si pour toute une valuation v, v(p) =0, i.e., si mod(y) = @)



Définition (Tautologie) Une tautologie (ou formule valide) est une formule vraie pour
toute valuation (i.e., mod() = Val). On note = @ pour dire que ¢ est une tautologie.

Définition (Equivalence) On dit que o est équivalente a 1 si les deuz formules ont les
mémes modeéles (i.e. si mod(p) = mod(1))). On note alors p = .

Définition (Conséquence logique) Une formule 1) est conséquence logique d'une for-
mule ¢ si tout modeéle de ¢ est un modéle de 1 (i.e., si mod(p) C mod(1)) ). On note alors = 1.



traitement de la conséquence logique

Les formules propositionnelles peuvent étre vues comme
un ensemble de contraintes sur les propositions. Ainsi, p A g
contraint p et g a étre vraies. Il est donc tres courant de
considérer des ensembles de formules propositionnelles
pour modéliser des problemes de satisfaction de
contraintes.



Définition (Modeéle) Un modéle d'un ensemble de formules I' est une valuation v telle
que v(w) = 1 pour tout o € I'. On note mod(I") l'ensemble des modéles de T.

Cet ensemble de modeéles est done I'ensemble des valnations quon peut attribuer aux variables
s1 on veut respecter toutes les contraintes de I'.

Définition * (Satisfaisabilité/Consistance) Un ensemble de formules I est satisfaisable
ou consistant si il admet au moins un modéle (i.e., si mod(I') # &)



Définition (Insatisfaisabilité /Contradiction) Un ensemble de formules I est insatisfai-
sable ou contradictoire si il n’admet aucun modéle ( i.e., si mod(I') = @), on note alors I' =1,

Un ensemble I' contradictoire ne peut étre satisfait : par exemple I'ensemble I' = {p, -p} est
msatisfaisable.

Définition (Conséquence logique) Une formule ¢ est conséquence logique de 1" si et seule-
ment si toute valuation qui donne 1 a toutes les formules de I donne 1 a ¢ (i.e., si mod(I') C
mod(i) ), on note alors I = . On note cons(I') Uensemble des conséquences logiques de T,



