Probabilitées



Objectif

Ce cours représente un premier contact avec
les probabilités et aborde les outils essentiels a leur
utilisation en informatique. Les etudiants étudieront
des notions élementaires telles que les variables
aléatoires, etc. A l'issue de ce cours, les etudiants
seront a méme de formuler des solutions
probabilistes a des problemes concrets, ce qui leur
permettra de maitriser l'utilisation des probabilités
dans des cours plus avancés (algorithmes
randomisés, machine learning, etc.).



Espaces probabilisés

Expérience aléatoire
* Introduction

Deux approches s’'imposent et se completent : Lobservation et la
modélisation. Mais un traitement qui ne s’appuie pas sur un modele
solide atteint vite ses limites et peut conduire a des résultats
incohérents appelés paradoxes. La modélisation fournit un cadre
d’étude fondé sur une théorie cohérente qui possede et permet de
développer des outils efficaces et rationnels. Lobjet fondamental de
cette modélisation est I'espace probabilisé qui est un triplet (Q, T, P)
dont les termes sont présentés dans ce chapitre. Par ailleurs,
I"utilisation d’aléa permet la réalisation d’algorithmes parfois plus
efficaces ou l'obtention plus aisée d’algorithmes efficaces. On
proposera donc la simulation de |la plupart des objets introduits en
utilisant un générateur de nombres aléatoires comme point de départ.



Modéliser une expérience aléatoire

En théorie des probabilités, le terme modéliser
désigne l'opération qui consiste a associer a &
trois objets mathématiques, notés et appelés
généralement Q, |'univers, F, l'ensemble des
événements et P, la probabilité.



Modéliser une expérience aléatoire

e Univers

Nous appelons univers associé a € I'ensemble
de tous les résultats possibles de €. Généralement,
I"'univers est noté Q.

e Evénement

Pour représenter les événements, il est
d’'usage d’utiliser la théorie des ensembles. Un
événement est donc associé a un sous-ensemble de
I"'univers, l'ensemble des résultats pour lesquels
I'’événement est réalisé.



Modéliser une expérience aléatoire

Ecriture logique

Ecriture ensembliste

le contraire de A s'est realise Ac

A et B se sont réalisés AN B
A ou B s'est réalisé AU B
B s'est réalisé mais pas A B\ A




Modéliser une expérience aléatoire

* Terminologie des événements :
— (@ est appelé événement impossible.
— () est appelé événement certain.

— Tout singleton {w}, ou w € Q, est appelé
événement élémentaire



Modéliser une expérience aléatoire

e Ensemble des événements

Nous appelons ensemble des événements associés a £
tout sous-ensemble F de P(Q) vérifiant les trois propriétés
suivantes :

1.0 etQEF;
2.SiAEF, alors A€ F;

3. soit | une partie finie ou infinie de N ou de Z. Si (A; )
est une suite d’événements de F, alors

Un ensemble d’événements vérifiant les trois propriétés
ci-dessous est appelé une o-algebre ou une tribu.



Modéliser une expérience aléatoire

* Espace probabilisable

Nous appelons espace probabilisable lié a € le
couple (Q, F), ou Q est I'ensemble des résultats
possibles de € et F un ensemble des événements
liés a €.

« Evénements incompatibles

Nous appelons événements incompatibles ou
disjoints deux événements A et Btelsque AN B =
@, c'est-a-dire qu’il est impossible que A et B se
réalisent simultanément.



Modéliser une expérience aléatoire

 Probabilité

Nous appelons probabilité sur (_, F) une application P de
F dans [0,1] vérifiant les deux propriétés suivantes
(axiomes de Kolmogorov)

1. P(Q)=1;

2. pour tout suite (A, )¢, finie ou infinie dénombrable
d’événements de F deux a deux incompatibles, nous

avons
P(UA,) — ZIP(A,-)
1€l 1€l
c’est-a-dire que la probabilité d’'un événement qui est la
réunion disjointe d’événements est égale a la somme des
probabilités de ces événements (o-additivité).



Modéliser une expérience aléatoire

* Etude de cas

1. Nous lancons une piece de monnaie.

a) Décrivez les résultats possibles.

b) Décrivez I'univers Q associé au lancer d’'une piece de monnaie.

c) Donnez deux événements associés a cette expérience aléatoire.

2. Nous lancons un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6.
a) Décrivez les résultats possibles.

b) Décrivez I'univers Q associé au lancer d’'un dé cubique.

c) Donnez trois événements associés a cette expérience aléatoire.

3. Nous jetons trois fois un dé cubique dont les faces sont numérotées
de1a6.

Décrivez I'univers Q associé a cette expérience aléatoire.



Modéliser une expérience aléatoire

e Solution

1. a) Dans le cas du lancer d’'une piece de monnaie, les résultats possibles
sont « face » OU « pile ».

b) Dans le cas du lancer d’'une piece de monnaie, l'univers Q est égal a {«
face », « pile »}.

c) « Nous avons obtenu face » et « nous avons obtenu pile » sont deux
événements associés a cette expérience aléatoire.

2. a) Un résultat possible est I'un des chiffres inscrit sur la face supérieure du
dé, ouencore10U20U30U40U50U 6.

b) Dans le cas du lancer d’un dé cubique, 'univers Q est égal a {1,2,3,4,5,6}.

c) « Le résultat du lancer est divisible par 2 », « le résultat du lancer est
divisible par 3 », « le résultat du lancer est un nombre impair » sont trois
événements associés a cette expérience.

3. Lunivers Q est égal a {1,2,3,4,5,6}3.



Espace probabilisé

|. Espace probabilisé fini

Nous appelons espace probabilisé fini associé a
une expeérience aléatoire € le triplet (Q, P(Q), P)
, lorsque l'univers Q est fini.



Espace probabilisé

* Propriétés
Pour tous événements A et B de P(£2). nous avons
1. P(A)=1-P(A).dou P(#h) =0 ;
P(B\A)=PF(B)—-P(ANB) :
3.s1 A C B.alors P(A) < P(B) ;:
4 P(AUB)=P(A)+PF(B)—P(ANB) :

o )

5.si A et B sont incompatibles, alors P(A U B) = P(A) + P(B). Plus générale-
ment : s1 Ajp,....A, sont n événements deux a deux incompatibles,

IF(L:JIA;) = Z F(A;).



Espace probabilisé

 Equiprobabilité et probabilité uniforme
Nous disons qu’il y a équiprobabilité lorsque les
probabilités de tous les événements

élémentaires sont égales. Dans ce cas, P est la
probabilité uniforme sur (Q, 2(Q)).

Conséquence : S’il y a équiprobabilité, pour tout
evénement A, nous avons alors
Card(A)  nombre de cas favorables

P(A) =

Card(2)  nombre de cas possibles



Espace probabilisé

2. Espace probabilisé quelconque
Espace probabilisé

Nous appelons espace probabilisé associé a une expérience
aléatoire E le triplet (Q, F P).

Propriétées

Pour tous evénements A et B de F, nous avons encore les
propriétés 1., 2., 3., 4 précédentes, et

5.si A et B sont incompatibles, alorsP (AU B)=P(A) + P(B). Si |
est une partie finie ou infinie de N ou de Z et si (A, ), est une
suite d’événements deux a deux incompatibles, alors nous

avons P(Uf‘u) S Pean.
=y}

=7



Probabilités conditionnelles

La probabilité qu'un événement se réalise peut
étre influencée si on connait des informations
concernant la réalisation d'un ou plusieurs
autres événements. La donnée de la réalisation
ou non d'un événement va ainsi réduire l'univers
des issues possibles.



Probabilités conditionnelles

Exemple

On lance un dé équilibré et on regarde le résultat.

Notons A I'événement : "on obtient un nombre inférieur ou égal a 5".
Notons B |I'événement : "on obtient un nombre supérieur ou égal a 3".
A priori, sans aucune information supplémentaire, on a:

P(A) =2 ; P(B) ==

Cependant, supposons que I'on sache que A s'est réalisé, alors les
résultats désormais possibles sont {1; 2; 3; 4; 5} et B est réalisé si ce
résultat appartient a {3; 4; 5}. Il a donc 3 cas favorables sur 5. La

o e V4 7 . 7 . 7 3
probabilité que B se réalise sachant que A est réalisé est alors de -

_— e 3 _ P(ANB
On vérifie en réalité que - = (4nB)
5  P(A)




Probabilités conditionnelles

Définition

Soit (€, A, P) un espace probabilisé et soit A un événement de probabilité non mulle.
Pour tout évenement B, on définit la probabilité de B sachant A par :

P(ANB)
P(A)

Py(B) =

Alors lIa fonction Py : (€,4) = [0, 1] est une probabilité sur (€, P(2),P). On note parfois P4(B) = P(B|A).



Probabilités conditionnelles

Grandes formules probabilistes
Remarque

Soient A et B deux événements tels que
P(A) # 0, alors par définition, on a :
P(ANB) = P(A)P4(B)
Cette formule peut étre généralisée de la facon
suivante :



Probabilités conditionnelles

fn_'f)?ff-!'riﬁ A, B, C trois événements tels que P(ANB) £ 0, alors
P(ANBNC) =P(A)P4(B)Psp(C)

Soient Ay, ..., A, une famille d’événements telle que P(A; N AN ... N Au_1) #0, alors on a :

P(A,NAyN...NA,) = P(A)Py, (A2)Pa,ay(A3) . . Paynna, (An)




Probabilités conditionnelles

Exemple

Dans un chapeau il y a 10 tickets numérotés de 1 a 10.

On tire successivement trois tickets du chapeau.

Quelle est la probabilité de ne tirer que des numéros pairs ?
Notons A. I'événement : « le j¢™e ticket tiré est pair ».

L'événement dont on cherche la probabilité est donc:4A; N 4, N As.

Alors : P(A4,) = %

A 4 . < - o\ . .
De méme : P(4,) = 5 aui correspond a tirer un deuxiéme ticket pair
sachant que le premier |'est.

Enfin: Py, ng4,(43) = > qui correspond a tirer un troisieme ticket pair
sachant que les deux premiers sont pairs.
Finalement, la probabilité cherchée est :

|
PA4Nn4d,nd)=P, ., (4;)P(4N4,)=P, ., (4;).P, (4,)P(4)= pe



Probabilités conditionnelles

Indépendance d'événements

Définition

On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P si
P(ANB)=P(A) x P(B)

Théoreme caracterisation de I’'indépendance de
deux éevenements.

Sait (Q, P) un espace probabilisé fini et soit: (4,B) e 2(Q)’
SI: P(B)>0,alors 4 et B sontindependants si et seulement si: £, (4) = P(4)



Probabilités conditionnelles

Propriétés
Soient A et B deux événements indépendants, alors :
1. A et B sont indépendants.
2. A et B sont indépendants.
3. A et B sont indépendants.



Probabilités conditionnelles

Remarque

Il ne faut pas confondre indépendance et incompatibilite.

¢ Des evenements incompatibles sont tres rarement indépendants.

En effet, deux événements 4 et B sontincompatibles si et seulementsiona: 4ANnB=9.
lls ne peuvent alors étre indépendants que si . P(4)=0,0u: P(B) =

« Par exemple dans le lancer d'une piece (equilibrée), obtenir Pile ou Face sont deux evenements
incompatibles mais pas indépendants.

En effet P({Fnce})— —P({Pr/’e}] alors que : P({Face|N1{Pile}) = P(@)=0 #

1
.

2 | —

1
2
Intuitivement, si on n obt|ent pas Pile on a de fortes chances (!) d'obtenir Face.



Probabilités conditionnelles

Exemple

On reprend I'exemple 3.1 (un chapeau et 10 tickets numérotes de 1 a 10). _
Si on tire deux tickets successivement avec remise, obtenir un ticket numéroté pair au 2°™ tirage ne
depend pas de ce qu’'on a obtenu au premier tirage.

En effet, en notant 4. I'évenement « le i °™ ticket tiré porte un numéro pair », alors :
P(4,) = > ] =P(4,),et: P(4, NA4,)= 0o | =P(4,).P(4,)
o0 o2 TR T T 000 04 T TR
La deuxiéme probabilite est obtenue avec une probabilite uniforme sur 'ensemble des couples de
nombres de 1 a 10, modélisant ainsi les deux tirages successifs (avec remise).
Il'y a bien indépendance « matheématique » des événements, confirmant l'indépendance « intuitive »

qu’on peut imaginer.



