2 n
1 xnbe, sisisiere st X

Sim X,8$tm 2x, .......

X X 2x nx
ou bien 1,e7,e o ste o s o 0,y © =

Remarque :
— e

I1 peut arriver que % soit une fraction rationnelle .

INTERPOLATION PAR FAMILLE LINEAIRE .

Considérons n+l fonction éo’ §1,...., }n de t[a,b_[ (1'ensemble des fonctions Vi
continnues sur [a,b] ) linéairement indépendantes .

Soit alorsé telle que :

n
%: E_o akék ou les aké IR, pour k=o.n .

On écrit alors

é(x) )=’ ; ak%k (x
=0

=9.-.,n
Les 4, sont alors solutions d'un systéme lindaire de (n+1) équation a(n+1)
inconnues . Cette solution existe si et seulement si le déterminant Ade 1la

matrice suivante :

—

% (x.) % (x )%’ (x,)
? §l(x)

T

o (X,,) §l(xn) ............. e il(xn)

5 A

est différent de zéro .

On peut prendre %o(x) = x%1

RS Xl
@2(’() _ B

%n:l(x) R D 20

|

x
1
~
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Azf(x) = Af(x+Ax)—Af(x) = f(x+ Axs Ax)

= f(x+28 x)- 2f(x+Dx) + f(x)
Plus généralement A" f(x) :An_l f(x+ Ax)-An-1 fix) .

Exemple :

Construire les différences finies de la fonction :

filx) = x5 en considerant le pas Ax= 1

Solution :
Brix) = (xe1)® % - 362 4 a0, g .
Dor@F 300112 30581901 ax4adit) Tt
L5500 o660h) 46 = (6] - &
Mepls) “osk
A (%) = o n>3 .
Proposition :
AN

est un opérateur linéaire sur l'espace ﬁ[a,bj

A(f+g) - O +Ag .
e A\ = AAF V»/\ réel

Preuve :

Soit x ¢  [a,b]

Bibeed (3 = (Fro) e (frg) Tod
=f(x+ Dx)eg (x+Dx) _ f(x) — g (x)

=f(x+Ax)—f(x) +gi (x+Ax) —gbx)
.=Af(x) +ﬂg (x)

Soit A un réel

A Ay

1l

(Af) (x+ Ax)=( Af)(x)
Af(x+Ax) - Af(x)
= /\Af(x).
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X yu =

I frew)
(QU)U(Z-W)=%)**** (Ug=%) (U=X)X=

[u(1-w)-x) = (WX)] (U(g-w)=x)"""" (Ug-X) (U-X) %=

""" (Ug-%) (U-X)X(U*X) =

T e AV

T 19139 ug

(Y(r-u)-xj) """ (Y=%)X=(4(z-u)-X)

- ox13 sed un 1s3 Y RO : [I-U_]x yu = [u]xv

‘U 1o13uUd, 3tos 2nb 1and

. uotatisodoad

305 x sdaole o=y 1s

. oanbarwalx

S = [o]x ssod uQ

© 99X1] 21UBISUOD Un juels Yy

.(q(-[_u)_x) ------------- (qz_x)(q_x) = [u]x
210U uo

juapdsad a1 snb Yy 2p 1132d
J anbeyd 10 x ® 1e8% 183 zotwaad ] 1UOPp sIN21dey U 3P

snid 1S jUBAINS IN31O®

jinpoad o1 X 2aquou np dWRl-U 29s1[0IU8 souessind arradde uQ

il ol
T uontuyyRQ

e 9923119191:98 souessing
()3 M7+ = (xgl )

()3 L(7+1) = (05 (T+g2 *,7) =
(X)F = (I YT (NI, = (X))

(snbiioquis ins1d®y]
= (X)3 + (X ~ (X g+x)d Juop

un wWwod V juUeIdPISUOD U3 ) (X)J(I+V) =

((X)3- (XY = (XY

e uo UOTITULIPP I1Bd .




Corollaire :

n
Azxfn] = Aln-1)h x[n_i] (A)
Es
En effet :
P -
AN x[n] =A(Ax[nj) =N(nh x[n_ll) . n
= nhAxEn_l] (puisqueNest un opérateur A
_ linéaire ).

- (nh) (n-Dh x["~2]
= n(n-1)n? x[n—2] el £n
Plus généralement : Par

AR o ntymea) o (AR 0ok

k=0,1,2, .00 00.,0, :
La démonstration par récurrence sur k est laissée en exercice . ]
Finalement :
A x[n] =n! K" x[c":I =n! h" (A")
¥ n,

Si kdn Ak(x)[-n,J = o (car x[-n:| est un polyndme de degré n,

Vb pour k=n est une constante donc la différence pour k > n est nulle) .

donx
FORMULE D'INTERPOLATION DE NEWTON (OU POLYN6ME DE NEWTON )
Soit y; = f(xi) les valeurs d'une fonction y=f(x) On
Pour X = X ih  (i=0,1,2,..... ;n) (h étant le pas d'interpolation )
il s'agit de choisir un polyndme Pn(X) de degré inférieur on égal & n tel que
o = ou 1
Pn (xi) =S G C o TR 7
3 En r

ce qui est équivalent 3 A™ Pn(xo) = Amyo : m=0,1,2, . Sa

Le polyndéme cherché est de la forme .

Po(x) = ao+a1(x-xo)+a2(x—xo)(x—xl-}+ as(x—xo)(x—xl‘(x—x2)+.......+ a_(x-x.)
......(x—xn_l) (1) .

En utilisant la notation de puissance généralisée , il vient
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yiu Y A Uit
o u o Z o o u
(2) ((X=X) —————tcccc+ X=X)=—=%—— + X=X) ————— LR =N () g
[u] R, RS e T ey ey, (x)
e suoine snou ‘(,1) suep sanafea s3> jueliodax ug
* o&-= oz{ov 12 1=i0 @9sod ® uo,1 o
(u‘.r....fzs-[4o=1) -__I'f‘_if_ = "L'g
: : AV

anb 1suie sanoil uQ

________ = -

o o_. u
szq iz ==k 3(7= ¢ %) sz ouop

[Z_u}?x—#)zquv(t—uw +""+[Ij'(°x-><)992qz@+zq Rudizrd 9+ 0 " -
e L st o0 O 4 oF . 1 & at
[UJ( X X)zv' e +[Z]( X x)zv e +[I]( X X)ZV e + EZV
([u_l(ox_x)ug_'_..-V-+[Z](°x_x-)ze +[I](<-)X-X)Ip +9?)Zv = (%) udzv
T odww 3(

—————— = g 1suty

u
. OAV—_- q Ig =] (ox) dv
: 21Ins aed
. o u o e o Z 1 u
X=X PUE +2° 45 x-x)y‘e¢ + X-X BZ + Yy'e + =1 (i
[I—U]( u J[Z]( )ureg [I]( ) u'ez + 4 0 (x) dv
juata 11 uoiiisodoad el 18 (V) S1eI[NSRI S jueSI[IIN UYF

[u](ox—x)v uE +"“+[Z](ox—)$)v Z'Q +[I.J(°X—X)v I'e +°’ev =

([UJ(°x~—X)ue Fho o [Z](OX—X)ZP +[I](°x-x)le+°e)v= (X) udv
( (,1) P no (1) 2P 3IuU3lA B[3D) O KSR = (ox) ¥

SULSim e e ‘1°0=1 e $91 JI31j11Uapl,p suokessy

(OX—X)IE+OE = (X)ud

(ox—X)uE Hos e [z](ox—X) le +-[I:l

an:




On peut écrire

Ay
P (x) = ———
g 1o i'h*
: A Avyo A Ao
P (x) = OO VY = 5 - SO S S bhissi =25 X )a . 6ok, —x
n Xkl = Yor PR TRR o XXl Unpaig s L ke X X1
P (x.) = y + kAy k1) A 2 ..... ook (E-1 052 ) s e L 13 Aky
n "k 2, K1 o
Car :
Xp = x_ + kh
Xp = Xy°= xo+kh = X{= kh=h = (k-#)h%
En faisant le changement de variable suivant 82
e
h
il vient 1] :
| Mo - bxe) | Gexeh) (x-x0 = (9
;' h t bt h 7 R
, Shlg-0)%4. ... [11 (q=(i-1))
En reportant dans (2) = )
| 2 gamilaay 5 (2
, P (x) B Yo+ qu . __c_;ﬁg—______A Yot e-en T q(q-l)...(q—(n-l)) TAN Yo |'4.
\Q\%\// B 21 S 3
AN .
Ainsi 1'on retiendra LA PREMIERE FORMULE D' INTERPOT:ATION DE NEWTON .
ex. . Construire le polyndme d'interpolation de Newton pou?ia fonctlon f(x)=e*
x| 3,5 3,55 3,60 3,65 3,701 -
- ' = G OS
f(x) 33,1151 34,813 36,598 38,475 40,477
ey F 4
' x__ | f(x) Ar | A% A3y Nl AL oG
=3,30 33,115 ¥ 1,698 ** 0,087 -0,005 0,002 83 I~
3,55 4 34,813 | 1,785! 0,092 | 0,003 : I (49
3,60 | 36,598 ! 1,897! 0,095 \ l
3,65 | 38,475 1,972
1
3,70 | 40,447 ] )
~NY b(% /%4“\
, i y )
SXea 6§

el €
L4 bk ) “ 2 Al

ar W S

Si

P
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Aprés avoir trouvé q on détermine x par :

. Rl N P Xi= x_ + gh
h
SSmp che Utiliser les valeurs de la fonction_“y = log x donnée par
le tableau .
Y ) 5 oD '
E pour trouver la valeur de x
= y 1,3010 193979 194771 telle que y: log Xoz= 1,35
Solution :
X y Ay Azy

201 1,3010 0,099 -0,0177
25 11,3979 0,0792
3041 _1,477%

Si on prend ¥, = 1,3010
- y-yo = 1,35“1 ..'DlO = &90 - :
BV, T TO0%y < ey = 0,506

q; = 0,506 - 119—9122—2— (0,506) (0,506-1) = 0,506-0,023 = 0,483 ,
2x0,0969

2

(e]

on pose q = 0,483
y 5 1116 = WHIORT. 3K
d'ou x = X 0_,483.}1 = 20+0,483x5 = 22,42 .

La premiére formule d' interpolation de Newton (2') est prathugggnt :
incommode pour l'interpolation de la fonction dans 1la partie ﬁnale du

tableau - . 5]

~

Pour cela en recourt a la deuxiéme formule d mterpolatlon ‘de Newton .

Po(x) = yo 4 qun_1 + q(q+1)A2y _p Heesenaa. q(q+1)(qt2)..- (q+n-1)AY

p PABLEN ® At

Fl
e —

avec q= - SXEXOT T
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SL
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(x)lq =1 suoane snou ‘ o= inod
u &1
| x5 quu = o
EHR B0 ‘[‘0:)1. xx = (X)XJ 1s 1e)d
. b

2 L il Rl
( ) S Z(), ) :>uop1a-—']

u

(X)1L 1
3i11ns aed
(ux_}x);....(Iﬂx_lx)(r—zx_xx)......(ox_lx)z(lx).u
(Uxox)seeees veens (Txiy (Ox=x) = (X)IL 11399 U0 15 (ol
:sanbaeway
il gl
X33 () — ) a

4 + ouop 3sd uotrjejodisiul,p s[nwioj e
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(# A ¢ 0

. . 1.1

u‘t=1 A - 1= ('X)1
SJTIZA 19

(Uxtxye e Q+1x_1x) (it oo (Txaf) (Ox="x) .
3 = (M

(ux _X) se v e . (_I+Ix—x) (F'].X—X) R ( -[x_x)( ox_x)
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| Considérons la formule (C) dans le cas ou n=1 et n=2 ,

E P, (””)i /Pk{) e T flx,) + (XX lx=x7) flx,)

(x—xo)(xo—xl)

(x—xl)(xl-xo)

P P_k%) —f:fl—-—-f(x et ;—ftfzz——--ﬂ& s c'est 1'équation d'une
A (m — xo_xl (0] S 1 / i q
hio

droite qui passe par x etx

1
données,

de méme
| () - xexy) (xx,) Gt glbeny) ORI e )
2 0 o P = Yo ¥ ————=—— Yq .+ ) )- Yy
| (xo—xl)(xo-xz) (xl—xo)(xl—x2 ; (xz-xo (x2—x1
5: avec y. = f(xi) i0,1,2
| ?gfx) est 1'équation d'une parabole qui passe par trois points

xo,xl,xz s

ex 1
Construire le polyndme de Lagrange de la fonction y=Stm TIx pour
: - T Bl
les pts X =0 ; Xy = S P Xg = —3r+

réponse :
g A0 U

dans ce cas n=2-et ndis devons chercher un polyndme de degré

inférieure ou égal & 2 (Pz(x)) de la forme .

(x—xl)(x-xz) (x—xo)(x-xz) ’ '(x—xo)(x—xl)
Pz(x) =

s Yeneh Y &
(xo—xl)(xo—xiT o (xl-xo)(xl—xzf 1

: v..
(xz—xo)(xz—x17 2

VS DE8n TR (x-1

L5 DT TG (x) (x-1)
y A,= Stm TT. —'61- bl d'ou Pz(x) = :——;———-7——-.'04- : 2y1+ . Eyz
= 2 (~1)(-1) (1(2-1) L1¢101)
¥, = Swm TI. _%_=1 S BXY 5162 773
L N(xel/2) x(x-%)
A 1 N e
PZ(X) = 171 _1) T—i— 1—(—1— ————— 1 = -3x7+ ——2—- X 5

DETERMINATION PRATIQUE DES POLYNOMES DE LAGRANGE

Dans le cas oy les calculs sont effectués sur machine,la détermination

des (n+1) polyndmes Li(X) peut &tre conduite de la fagon suivante .
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X -0 x -x X -x X -1 -1
of 1 o 72 5 Vi
X, =X x- 1 X, =X, 1 -
1 %o 1 72 & x-1 1€}
6 6
6 6 7
X=X X=X x- 1 )
2 1 1 -1 x=#
2 {26 2
(X = —2=) (x= -2-] x2 - S b
6 6 12
L (x)= =
e (‘ ‘1—) ( - L + 1/12
2
(x - %5 L x2 —g—
LAR) piege e =0 & S iRy e
1 SH( 1 L 1/18
: 5" 6 7
woeo k) 2
LZ(X) = _—I ————_——1—) = ——-T;g---
| 22 6
bien sir Pz(x) = Lo v Lly1 + L2 Yy
E 7 |
L =8 —F3x: g
. NI
,‘ Evaluation de 1 erreurYla formule de Lagrange .
5 Si le polyndme Pn(x) de Lagrange est tel que
P(x):f(x);Pn(x)=f(x); ........... ,P(x) f(xn) S
ou f est la fonction connue en certam; pomts X

’xl"'fif’?sn -
Quelle est 1a grandeur du reste ?

‘IRn(X) = f(x) - Pn(x) ; on sait que Rn (Xi)z\o}i:
(i=o,1,.... .0 S » —

4 : yie

l@ W En Supposons que la fonction y=f(x), a < x bl S XX
NY :

’ [a,b] contenant les pts d'interpolation

P PR, (k) ,f{"ﬂ)(x) existent
Q&/ jusqu'a 1'ordre (u+l) @ compris,

)"X( on établit que .

> R (x) E(x) - P (x) = et IT (%) (D)

(=)
Oou ;dépend de x et repos

e & l'intérieur de segment [a,b]

Ti(x) = (x—xo) (x-xl) . :
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LSl - G i (Px=x) (Px=x) T8 = 0%y
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(E) est 1'erreur de la premiére formule de NEWTON .

De la méme fagon on posant q = -’f.hi_’_c'\

On obtient le reste de la deuxiéme formule de NEWTON .

(n+1)
f - R (x) = -f---—-—lz-)q {g+l) ceqees (q+n)hn+1 (E')

(n+1)! '

Ou fest une valeur intermediaire entre les pts d'interpolation X s Xpaeee e Xy
t le pt x .

n+l . ; .
En supposant que A"y soient quasi-constantes pour la fonction y= f(x)

) - et h suffisament petit et en tenant compte du fait que

m+l
fnAEl A TRy

n+l
' h-—->oh
On peut poser approximativement :
: n+1l
V.
f(n+1)( f y o~ _%;T__g_
h
i La formule (E) devient
P ) o alg=l) (IR g etV RESEEG SRR
‘ n &=
] ‘ (n+1) ! =
et la formule (E') i
B () o L Q@r)@R)e.. ene o) A - s 1@
n n.‘,a I J
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: (Ux_!x)......(I+1x_1x)(1-1x_1x)......(Ix_}x)(ox_lx) A
u ST o
(Uxmxyeeeere (xex) (Ox=x) = (X)L RO

(IX),u'(Ix—X) o=1

u
TR — -

swaioj B[ dp 182 J uo1duoy el 3P s>8ueide op uomnie(odialut,p swouiiod 27
®
© xp(X)] (
q
juswaaniewixoidde 12ANO01} 3P IpUBURP uo
“[a*e] juswBas np Ugerneensnebx® sjutod (T+u) U@
‘ ¢ ‘ !' I
[uée=tes it R O=1) £ = ("X)3

sajuepuodsailod sinaiea §31 11B2UUOD UO ¢ (x)J=A uo11duoy el inod‘anb suosoddng

* gONVdOV1 3d AWONATOd Nnd 4d1V.1 V NOILVIDILNI "V

q

_ £ .
. *XPp(X) J’» f ap nuaiajyipmisd Xp (X)3 f
' q

E :anb jswpe uo 12 ‘[qi‘éj juawdas 91 ans (X)h uotrjejodiaiut, p swguAiod un
aed (Xx)J uotjduoy el soerdwaa uo ‘uomrenitis 33339 suep ¢4 atoae inad au uo

juswa{(aniouod anb anuuod 183U 19 sanbisA(d saanssw 2p 33ns1 § 1O sed 9] sueq

~29ydcoadde apoyipw aun 1211110, P a1qeapyad aa3 2-1nad 11
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‘(e)d- (Q)d = XP (X)3 f
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Donc

f(x), = P (x) + £(x) ou

v 5 &(xi) =0 .1=0,....,n. C’/@
. . , foj
Par suite b b b ' b, ~
J f(x)dx =j (Pn(x) + C(x))dxj Pn(x)dx + & (x)dx.
e T

a a a

Saeil i 7&//
Ou encore b : b : ' i} \\ 4/’\ \R{’
flx)dx = P (x)dx + E () : + G PR
! iofia P ’ )

a

195

| o 4 ¥
ou EL(f) est une erreur de quadrature, TN q é€
Et on a: \

la formule de quadrature approchée

b 0 1
j f(x)dx = il A; y; + EL(f)

& S =0
Puo st idia] doans
avec A. ='f - - i=0,1,2 /vev5 s
i x=x_ I (x.)
i i
[l a

exercice 1:
et A S

Calculer en utilisant le polyndme d'interpolation de lagrange

6 — ;i — SR T
f f(x)dx ol f est donnée par . 1 D el é
1 B iodmp et Ty

A e s B g B
(réponse P (x) = -; (x”-13x“+69x-92) etj f(x)fl»xjs P3(.x,)d.,x‘?»’ 33,20)
il ! 1 =5

exercice 2:
Pt AL ASRCINT

Calculer en utilisant le polynéme d' interpolation de Ingrange
1 30 (l‘,

g(x)dx ol g est donnée par

X 1,10 1,20 1,35

g(x){ 0,90 0,93 0,97

Réponse :

On sait que les polyndmes de lsgrange sont 1nvar1ants par un changement

de varlables linédaire .
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Fle=vy  Tly=ok =, 2800 e
* Lg1i0 = 01’1
[(£60)(£L1°0)*(86°0) (55 1)+(06'0) (997°0)] T'0 = XP(x)B (mewawum
Ei 0g‘1
e G nsn
i Li=@ = 2P (2)1+2) f: 2y
1*

deepa BT ST

(S'1-z)(1+2) i+ %P

(%2-12)(%2-Tz) I-f-
(¢} = IV

(bz-2)(°z-z) ¥
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[—-B.FORMULE DES TRAPEZES

"On considére une subdivision de 1'intervalle [a,b] en n intervalles

égaux ¥ = a+ih 1= Ol enevn. 0]
A
4
he b-a r
n

° g X, Xy B Xne b .’:’
Sur 1'intervalle (xi, X;,1)» on remplace la fonction f(x) par le. segment

: of: ) -f(x.)
de droite d'Equation y-f(x;) = (x-xi) -gtl----——l—-— 3

Puisque chaque trapéze a pour aire

[ Bl f"‘i’] Gy —x) = 1 ot ) +(x) ) . h

2
2
L'lirc Eehuo. Sera
b | :
Ja 0. . [_% £05e) piadltpht £ (slecbinscas § -;_ f(-xn)‘] h

(donc la courbe est remplacée par une ligne brisée ). . “

N
] Re I8! < 1 TS ~ “
Posoms : Th- {—2— f(xo) + i=§1 f(xi) + 5 f(xn.) ]‘h o] .
- b
lj f(x)dx
a
et évaluons 1'erreur commise IEhI = “-Thl‘

C. EVALUATION DE L'ERREUR .
Lemme: Soit £ & C* [ ,B] , ¥ x € [4,B]

R

= ?x € [« ,B] tel que
(1) £(x) = £0x) + (x-ox»f;ﬁ)‘f“’“ - — %) (Bx) (),

25

t De plus 1'application x, _f'"( ?x) est continue sur [O(,ﬁ] :
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