Chap 111:METHODES DIRECTES DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES -

e e i

. INTRODUCTION :

Soit le systéme linéaire AX=B (1) ol A est une matrice carrée et |
x=t(X4 ,X". sy Xn)

it
B= (b‘ 'b"| ss ey bn>

deux vecteurs colonnes .

Si det A;‘o,(l)\admet une solution unique X car .
1 1 it

b LA + oty g st e el A LS RIS SARTTRERAR el o L R o

A7 existe et AT'AX=A"'B 3 x= A7'B .
PRINCIPE DE LA METHODE .
En utilisant les formules de CRAMER: x;= —%i- (o1 D est lebdétert'ninanf E

éme t
colonne a été remplacé par B= (ba.'ba."“‘bn) :

du systéme dont la i
le calcul sera long pour n assez .él.éyé:(.n.s.m.)n!_ opérations élémentaires .
(additions, soustractions, multiplications, divisions,...).

La résolution sera aisée si A_1 peut 8&tre trouvée facilement notament si:

-

A est une matrice diagonale ..,'

5

. ) L2 )

A= Ja. O = A-lg E;'.'
"\

O™ B ;
oy : 4l

A est une matrice orthogonale

s

'AA=D ( avec D matrice diagonale)

dans ce cas-la AX=B  'AAX= 'AB &3 DX= ‘AB

&b X = p~! taB

s

A est une matrice triangulaire supérieure :

Par exemple n=4

Qg XLt G Xt Ty gt B Xy = by
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DESCRIPTION DE LA METHODE DE GAUsSs :

Soit & résoudre le systéme d'équations linéaires :

(1) AX=B ou A€ ¥ .+ XetB g IR"

11 ya deux étapes: la premiére(les pts (a) et (b) de l'exemple et la
triangulation duy systéme) la deuxidme, le pt (c) de l'exemple et la
résolution du systéme triangﬁlaire ..

TRIANGULATION :

Reprenons le systéme (1) et effectuons les opérations suivantes :

"ia a4

(3
i ij- Mia-395 J=2,3, ...., n i=3,3 ,...., n

(2)

Wil

(s () _ L (v)
aw 72&4» soielelateioiois o ik jann X, = b -

—
0..0....:0

On repéte 1'opération précédente sur le systéme des (n-4)derniéres

équations pour éliminer Xy
(2)

e -

e
®)_ (&) @) - g
aij s éij = muazj { J-’! ssee,y, N 1—‘3 ,‘ooau., n

(@) @) @)
b, = by b

godaitin fes skt

Ce qui remplace (2) par le systéme équivalent .
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CAS DU PIVOT NUL:

L'algorithme n'est éxecutable que si le pivot alill:) est non nul ;

plus éxactement, 1' algorithme reste éxecutable si, parmi tous les al(k)

k’
ik, ....., n, il Y en a un non nul qui puisse servir de pivot apréS‘:

écha%e de 1'ordre des équations restantes .
exemple :

XEVZHt o Nk

XAVIQZ b = i s

X=-y- -%-z £ t= e ines

LX+y - -%—t:.......

gt AN AR . ST

3, #0 . La premiére étape donne

@4- Z—85t =

-iy- —-‘3—— Zi=ti = o,

—y- &z - --g— t S esese

a‘f:') = 0, mais é:') =& # 0; on peut e’rliminez_r‘u)" de la derniéfe‘ équatiqn
et permuter la Zéme et 3éme, €e qui raméne & la forme cherchée.
Soit : »

X+Y+Z4t = L.,

-z -%t= ....... q

Retranchons de 1a troisiéme équation 1la deuxiéme multipliée par e

2

oy+ (-&+ ——2—3- = (= —g-— + —%—)t = G oD

' ou bien--g-z—zt=
: 4 ,

Le nouveau systéme équivalent sera
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Tes e 1 Base2 ddio oo 10
556 iy
-4 2 1 1 3

On pivote autour de 34 = 3. On traite la nouvelle colonne absolument

comme les autres,aprés transformation, on obtient
. E ; .
Ty =1 2/3 173 ) 10/3
g s hhd . ive 26
W0 T8I : -62/3 )
O 14/3 7/3 '} 49/3| 2up A1) sn
A T : a2
on pivote ralors_ autour fie Be = - o~ uy
T2 =| 1xG.2/3: ¢ 45/7
b bOovdeg 1A & 188/ 14
. 1
_O (0] ¢ 2 ] 6
on pivote autour de 2 ; i
1
T3 = 1~ Ov (0] :
i° 5 = 3 :
9~ eyl 3
La solution sera dénc x ~=4 ; x,_ P RS

Application :
CALCUL D'UN DETERMINANT . e whi
det A® = a2 .det (A?) ‘ '

A° étant la matrice a 1'état initial et e s

A1a matrice du systéme & 1'état suivant )

1 (1) * X :
det A" = 3, | det (A7)
on a

Lande 1% n

(4 2 A ]
det A°i= TI 3 gh:det A:
=0 i

k ;
ou A" est 1a matrice du systéme a 1'état final
or A" ='1 > det &% = 'det 1 41

Donc le détermimant du systéme A° est dé la forme

n-1
M (k)
et At T 2(k+1) (k+4)

k=0

C'est le produit des inots. ce qui montre. que,si & une étape on ne peut

trouver de pivot non nul,la matrice du systéme est _inversible .
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- A ' 1 =
171 112 1% o) 508
L ey
O 112 ''-9,-6+10
. aie s
Ll o 2548 -28' -17' 31
]
0 3 .9 1% —61,-32' 65
L I ' I =
On pivote autour du 1 encadré ; on obtient 2
B : % : c§F
» 1 -0 %l =2 agt—rhi-S0f
P ' Wit Bes =5 4
2 110 1 2: 3, 99 6,510
N - ;.‘.l
020 3 p 410§ 50011
[ 8 o5
0, 0.3 10 34} 141135
: 1 ! 1]
— I " R

On pivote maintenant autour du 1 encadré; on obtient

P
1 0,0 B+ 46 7]
; i '
T3= Ol Ope=3 witld ¢ 144012
- ! i
gUe 1.3 R0} 211
1 & ' 1 91,8 i
¢ @ LTl N
L. ¢ 4 ! -
Enfin on pivote  pour une dérniére fois 'autouf du dernier élement
de la diagonale a savoir a, =4 ; nous obtiendrons
il %8 0 0: sl A
v A ' 1
0Ll 10 104 =lin o Fi5peb
T = ik $
%5 do-@ A of 23« ey ' 45
' .
: 1 :
0450 @l igom Bog 4
L S f t

Et les solutions sont alors :

x1=3 y1=5 zg = -9
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““ Q"b cee ., ..--..H~
-‘,'41 Qo :

Dk = ‘..- = D (Ak)
oo T : Ty

Ak est le k' -Me mineur Principal de A .

Théoréme 1

Si une matrice symétricjue A est définie positive, elle admet
tous ses &éterminants Mmineurn D:l""’Dn Strictement positifs,
Théoréme 2 .
bt R
Pour qu'une matriceAG/z‘ = (IR), Symétrique, non Singuliére,
< ’
soit le produit A-=B.'p ,d'une matrice B triangulaire inférieyre

Par sa transposée il fayut et il suffit que A soit définie positive,

Méthode de Cholesky

Soit A= (aij) une matrice symétrique, définie positive,cherchons
une matrice R friangulaire inférieure telle que A= R-.tR, par

identification pesons R= (rij) avec rij =o si i ji+

k=n k=n 1
On doit donc avoir aij = = rik ,trk SESEE ke rjk ol iy
k=1 i) k=1 .
Alors : ; k=i
4 = = rik.rjk isH (A)
k=1 4
Identifions le terme a,, 5

L8 56 ;o
cel = = =
a donne ag11 rn.t:” r-u , !;1 + V a“ 40

on choisira lg determination positive

24 = oy . BB TR = .‘311._- (-§=8;-3 2 ....,n)
T34 Taa

d'oli 1a 1™ colonne de R

.eme L A
La i colonne de R sera déterminéde par :

k=i-1
aii = Z rik.rik + ril rii. ( formule encadrée A pour j=1i)
k=1
44
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de (1) on déduira

: b bi- k=a L
- S —— T
¥ Ty Y; 7 e >

et de (2) n

-

; . et x - i Kin e e iy
3 R i~ n
! o ii
: exemple : )
; L:na2is d & D s e S
Mettre A = 2 8 2 sous la forme T'T ou T est une matrice .
:_ 1 .2 .10 triangulaire inférieure .
;

Vi1
ay

2

o~
]

44
a., 1

tyy = —7Ad-_- 1

43 = 'I"=

z
tn = m \/ \{ \] 8-(2)
el
= e i 0\ ( t° ttA ="V - (14 f
f32 = ag;'z b F S U3 csutivsial - tz;

23 1
o= ——l— [a23- Eét'e‘ﬁ :(

tu 0 0 J t“ 5 Vau

22
tyq
1 1
= ——fz—t [ au - I’!‘ t"sj =‘—z— [2 - (2)(1)] A=
Ainsi
t3.3 = 10-1 =.3
d'ou la matrice T .
I_l 0 0 1 2 1
T 2 e [SIIThpeas TIK Bl .
1 0 3 ORN3
46
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Chap IV : METHODES INDIRECTES DE RESOLUTION DES SYSTEMES
LINEAIRES.

INTRODUCTION :

L)
Les méthodes directes sont utilisables actuellement sur des ordinateurs

pour n<£100 au dela, I'influence des érreurs et considérable .

Lk T4 EARS aiHe

De plus, les systémes linéaires & n=1000 sont trés courants,ce sont

%

les systémes obtenus dans une résolution déquations aux différences données

par des systémes différentiels .

Il s'agit de savoir si une méthode qui consiserait & s'approcher pas a pas

de la solution ne serait pas plus "éfficace" qu'une méthode directe (comme

‘celle déja vue au chapitre précédent )."

Rappels sur les normes matricielles .

Soit E un éspace vectoriel sur IR (ou ¢ ).

Une norme de E est une application

_______ N(x) telle que

= Al N(x), ¥ x € E, ¥A€IR.
11) N(x+y)€ N(x)+N(y), ¥ (x,y)e E2

Norme de vecteurs:

Eumplcs:

E = IR" (ou ¢M)

Soit X un vecteur de R

X = (xiA,x ,..........,xn)

Alors N(x) =

Max lxil est une norme (verifier i,ii,iii)
i=4,n

n k ~
N,j(x) -Elxil est aussi une norme
i=4

o
N,= (== IR

, norme de Hdlder
=4
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o s : £ 2 ;
Montrons qu'elle est multiplicative ie, ¥ (A,B)é(ﬂ/l‘n,n (IR)
‘?(AB)S‘P(A)-‘P(B).
En effet :

_f(ABx) P (Bx) )
?-T-x-)- ij —?r 7 S1 Bx £ (o]

on pose alors Bx =y

P(Bx) P(Ay)
et donc Sup -—--—==22 $ ~~§Sup -:--L ., Sup  ———so- .
x£0 9 (x) y;éo -(_X)- LS yfo YP(y) xfo ¢ (x)

Ai’nsi. 5
S¢p (AB)S Spg(A). S¢p(B).

Exemple de normes multiplivatives :

S9f(A) Max Z [aij]

i=4  j=4
%™ ‘2‘ e lale - :
1=4 j=4

\

Rayon spéctral

Det‘m'.,h'a-.Soit AE JZ o (IR), on appelle rayon spéctral de A et on note

(°(A) Max Il\ll, ol les Ai sont les valeurs propres de la matrice A.

l.'{"\
Théoréme : : "
Soit Aé/Z\ (IR), pour toute norr';le " : ©.: sur IR .
Cg SpgfA)
Prewve:

Soit v un’ vecteur propre correspondant a la valeur propre J\de plus grand
module ]

C(A) = Max I/\il = A v#o bien sidr ....
i=19 ’ »)

Av =Av D ?(Av) -‘P(a\v) [A] '{(v) = (’(A)? (v) ('{é.tgnt une norme)‘

. P(Av) Y (Ax)
d'ou. ((A) = Fro¥i-('s s 48 LAY (A).
& (:( "P( v] ng 9 (x) 9%

C g Sqq(A).
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1°) "fA(x) = Lf’(Ax) = 0 est équivalente a x=o
21, (A% ¢ Paly - AP = 1419, 0.

fr 3°) P, (x+y) = ?(A(x+¥)' ) = PlAx+Ay)K Plax)+ Pay)g P, (x)+ P

Donc “FA est norme de vecteurs sur IR" (ou g™ . '

Définition :
A LLARR U D

$ R 0 B el et G B B e i e ) o ) s A O

Pour A matrice Gv/z' n Sur IR® (ot @™) normé par Y .
On appelle "Conditionnement" de A, relatif 4 la norme '10,1e rapport des .
bornes de r(x) = -LP(AX) '

ZP-T)—(')_
K?(A) 5 ’ _11 .
S¢¢(A )S'F‘P(A)

Si A est non Singuliere

Rema rquess que :

Y kde ko ok

0 < ¥yp(arg 1
Xhkdk® (1G] \’ge(A) est proche de O; on dira que c'est un mauvais conditionne"‘mént

XX ALk NECH B’(P(A) est proche de 1; on dira que c'est un bon conditionnement

BEER AR f«e(/lA) = S(P(A) pour tout scalaire A (o)

exercice : 5 oreg

- Montrer que si A est non singuliére Y(P(A_f) =: Xc((A) :

- Montrer queSA et B sont inversiblles, sqq(A-tB—hsqq(B_%\(?i{v@-ﬁ)lfwl‘) ]
ITERATION ET RELAXATION

PrinciEe s

Sur IR" (ou ¢"), normé par une norme 9y .

E Soit le systéme AX=b, ou AX-b-=0, soit Xo une solution quelconque .
? Posons_; -

T

o0 = AXo -b ( La colonne ro est dite le résidu relatif au systéme
pour Xo)

Itération :

X0 ———o < ro = AXo-b

on cherche un moyen de modifier X en X,

52
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Si on suppose¥ maintenant que Xp ----»f, alors ‘P(Ep) --—-20
; Peen o p-—>
et d'aprés (X ) “P(rp) -——-»0, d'ol 1'implication dans un sens .
P —->© :

Si ry —---»%; ‘p(r,) ----»0 et d'aprés (B), nous aurons -

p ——»® Pt
Y (Ep) ---+9 donc Xp ————- ;o

P ———3>» p --See
Remarque :

L'inégalité (B) indique (puisque Tp est connu dés que Xp 1'est ) _
une majoration absolue de la norme de 1'erreur & laquelle on préfére

une majoration basée sur la considération du rapport __\_,!Egl_

Y (xp)
t AFFAIBLISSEMEN'I_‘ RELATIF " des residus en norme ‘f_; et du

rapport __‘f_(EEl_ " ERREUR RELATIVE " en norme "P .

Théoréme :

Pour un affaiblissement relatif donné n = --gﬂ&l— » le rapport

‘f(Xp)
des érreurs relatives extrémes est égal au conditionnement YQ(A) de la

matrice A .

Preuve :

Y(g)_  \(aEp) Y (Ep) R
i ‘Wtfﬁf 'Wffg? ' "QTX;gT' BRSQuE. e - .AEP
donc '
_YeEp) | n /-2 (aEp)
Pixp) 9(Ep)
Mais —-1-_ (.'ﬁé)ﬂ_{ S

. (A)  (ef exercice en fin de paragraphe )
Sag (A7) Py P p (gl " .

¥x#o :

3

Nous aurons par analogie
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3°) Montrer qu'une condition nécéssaire et suffisante d'inversibilité

de A est
3d tq o< d <——"‘%-( 8 5. ¥ xbo

4°) Si A et BeMn,n,montrer que Sq(P(AB)g “,?(A) SplB) -

‘RESOLUTION PAR ITERATION (APPROXIMATIONS SUCCESSIVES )

PRICIPE DE LA METHODE

Sak- AX - B
- 5
2 B [ [
A Gsn a13 b‘l Xy
A = , B= 5 K=
T A, Ay i, X,
831 a!v. ai! b XS
. b
: J - s g

de fagon explicite :

Baa Xat ., X, + 3, X = b,
1 aL| Y Qo X F 623 Xy = b‘L.
Ay Xyt XA X, = by
b . a a
Xy = - Sex e aaa x,)
ad{_ Aa z a-M
I X, = be (2nXe | aoosaaaie )
o L 2
b a
x, = 3—2— (E—L'——xﬂ == } ox, )
_ 33 33 32
Sous forme matricielle 1° donne =
. e
b
xi =y
(1) L= C+ M SEal ar I A
B 7 a
a a
o ~Ean. BEAD b
M = Qun Qa4 = ]
a
e 5 Bas
Qg Qv
a a
s d3e o
233 a;z
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§f Exemple : est

% Résoudre par la méthode des approximations successives le systéme 2

£

£ y

g i QX1+ O,tHx:_— 00fx, =& i
0,03><+1 3 = —0,4{x3 =39 ,

i 0,0 x - %08 %, + lix3 =20

Xy = .?,_0,0sz+ 003 x,

(1)¢s> f X, =3 -0,o3x,+ 80¢ X, (2)
L x3 =S'—o,o1.x#, 002 X,
| 1
: (2) s'écrit | x, 2 0 -0,06 0,02 %,
: , e 2L E | ges Lo o008 J ’
. -0,01 0,02 0 X,

L'approximagion initiale de (1), on prend x; =2

En portant ces valeurs dans ‘le second membre de (2)

-2 - (0,003 + 0,028 - 1,9

, on obtient

x, =5 < 0.0y “aO05ke = 3,15
(4)_ '
X, '= 5 - (0,0)g + (0,02)3 = 5,04

On reporte ces approximations dans (2) ; on obtient
(2)
X3

’

= 1,909 5 %% = 3,194 5 x!*) - 5,006

Aprés une autre substitution on_ obtient .

xf’ = 1,90923 ; x{*) - 3,19495 ; xiz) = 5504485 dte

CONDITION SUFFISANTE .DE LA CONVERGENCE DU PROCESSUS.

-

Théoréme

4 i
Si au-moins une des conditions =

s

s Rijl 1 Get,t,in., )

J:
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Dans 1'équation D le coéfficient de X, est également plus grand que la

~

somme des modules des autres coéfficients: Cette équation peut donc &tre prise

pour la premiére équation du nouveau systéme .

(1) 10x, + 2x, - Xz + 2x4 +4 =0
- 10 AP RS T W S e =0
(111 ) X - 2x, - 5x3.+ X, -2=0
650 BRI S L =0
' I1 nous faut placer maintenant dans (II) une équation dont le co-éfficient

de X, est maximal. En faisant (B)-(A) nous obtenons

(II)-—x1~—5x2—x3+ox4+1=O

=

le systéme s'écrira

(1) 1Ox1+2x2—x3+2x4+4=0
(11) R et R0 Xy + 0X, + =0
‘ (I11) X - 2x2 - 5x3+ X = 2 =0
(1V) A S T =0
: L'Equaﬁon ( Qit necéssairement &tre une combinaison linéaire comprenant

1'équation (C), o

on peut prendre l'equation (D)-2(A)+(B)-2(C) , on obtient

(1IV) —f_’ax1 * 0Xy + OXg + 9x4 + 10 = 0 ,
donc le systéme est ramené a la forme commode d'itération
(1) _123(1A+2x2—x3+2x4+4=0
(11) -X; -‘:_§_x2 - X3 +ox, +1=0
(I11) X - 2x2 —__5_x3+‘ TR 2==0
' (1v) -3x; + oX, + ox3+._9_x4 + 10= O
7‘ Vérifiant les conditions de convergence, les coefficients diagonaux étant

prépondérants .

La résolution du systéme par rapport aux inconnues diagonales conduit

aux systéme .

Xq =Ox1 - O,2x2 + 0,1)(3 - O,2x4 =044 ;
X, =O,2x1 + Ox2 + O,2x3 + Ox4 + 9,2 3
x3 =O,2x1 - O,sz + Ox3+ O,2x4 -0,4

X, =O,333x1+ Ox2 + Ox3+ Ox4 -1,111;

auquel on peut appliquer la méthode des approximations successives .
LA METHODE DE GAUSS-SEIDEL .

- Principe de la méthode

Etant donné le systéme AX=b
On peut tirer Xq ‘de 1a 1°F équaticn ; X, de la deuxiéme équation ;

X3 de la troisiéme équation etc .......
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CONDITION DE CONVERGENCE

Cas d'un systéme normal 3 L

- Définition : Un polyndme homogéne du second degré a n variable s'appelle
forme quadratique de ces variables. Dans le cas général la forme quadratique
s'écrit : _ =
Ul(xs 5 e)=a. . % & 8 PR . +a x2+2a Xi - Xo+28.,.%X, . X,y +
s S 11 71 22 7277 " nn a1 X1 Xpteay5. Xy 3
...... o+ Za(n—l)(n)' X _1%p 2 (1)
ou ai]. (i,j = 1,2,..:..,09. sont ‘des nombres constants .
U(x_1 ' X, ,..‘...,xn) = C (Equation d'une quadrique & centre ).
Si on pose apteshal, ———9Zaij o a5

(1) s'écrit donc <= I 5.0 xSRfol U5k 5557. 35,3597 @ vy
g E ij 133 1772 n
i:ﬂ. J=1

-A = (aij) s'appelle matrice de la forme quadratique (1')
-A est symétrique .

Définition :

Une forme quadratique (1) est dite définie positive (négative)
si elle prend des valeurs positives (négatives) et ne s'annulle qu'en
Xy =X s sreie = x =l

Définition
srao M LORe.

n 3

Le systéme linéaire E = = e 1.2, ) )
=
est dit normal si
::‘ ° = 3 3 . . 14
1°) A = (aij) est symétrique (ie A= 2 /o
ﬁ 2°) la forme quadratique correspondante U = E E aij X, "xj est définie
= i j

positive .

Ramenons le systéme normal (4) par le procédé usuel i la forme spéciale .
? v n :
% x; = E ‘,’(1]. X +Fi
] ] .

a..
vy < - gy pon LD lig

a.. a.

1] ii
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~S
En résolvant ce dernier, on obtient X1 et la valeur améliorée de la

solution de (1) s'écrira
. L]

~ ~
(3) X=X°+X1

Pour apprécier laprécision de cette nouvelle valeur de X, on forme le

residu .

—~ ~J
(4) Ry = b-A(X_+X)).

Si R1 est nul alors la solution de (1) est donnée par (3), sinon

on peut écrire en faisant la difference terme & terme des retations (1) et (4)

~ A~
(5) Ry = AX-(X_+X)] .

En posant X, =

~
” X (Xo+X1)Jla résolution de (5) donne .

~

X, et on obtient X solution de (1) par

X = Xo + X1 + X2

0(1 peut continuer aussi longtemps que nécéssaire; en général une

amélioration suffit
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