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TD 3 : Equations aux dérivées partielles du second ordre

Exercice 1: On considére le probléme

(E1)



∂2u

∂t2
− ∂u

∂x2
= 0, x ∈ R, t ≥ 0

u(x, 0) = ϕ(x),
∂u

∂t
(x, 0) = ψ(x) oú ϕ ∈ C(R2) et ψ ∈ C(R2).

a. En posant r = x−t et r = x+t, montrer que l’équation du probléme (E1) est équivalente
a l’équation ∂2u

∂x∂t
= 0.

b. Résoudre l’équation ∂2u
∂x∂t

= 0 et établir la formule de d’Alembert,

u(x, t) =
1

2
(ϕ(x+ t) + ϕ(x− t)) + 1

2

∫ x+t

x−t

ψ(y)dy.

Déduire la solution du probléme (E1) pour ϕ(x) = ex et ψ(x) = 1.
Exercice 2: En utilisant la méthode de séparation des variables, trouver la fonction u(r, θ)

solution du probléme suivant

(E2)


∂2u

∂r2
+

1

r2
∂u

∂r
+

1

r

∂2u

∂θ2
= 0,

u(1, θ) = cos(4x),

Exercice 3: On considére le probléme

(E3)


∂2u

∂x2
− ∂u

∂t
= 0,

u(0, t) = 1, u(1, t) = 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.

1. Déterminer une fonction up indépendante de t solution de (E3).
2. On pose v(x, t) = u(x, t)− up(x)
a) Montrer que v(x, t) est alors solution du probléme auxiliaire suivant :

(E4)


∂2v

∂x2
=
∂v

∂t
,

v(0, t) = 0 = v(1, t),
v(x, 0) = x− 1 0 ≤ x ≤ 1.

b) Calculer la série de Fourier de la fonction 2π-périodique f : R→ R telle que

f(x) = x− 1 sur ]− π, π].


