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Exercice 1 Pour toute partie A d’un espace de Hilbert H. Montrer que A+ est un sous espace vectoriel
fermé de H qui vérifier :

1. AC B, alors B+ c A+,

2. Ac (AH)L.

3. (At = A+,

4. A+ = (vect A)t = (vecitA)L.

Exercice 2 (théoréme de Pythagor) Soit E un espace préhilbertien sur C. Montrer que

2 2 2
Ve,yeFE, vly <= [z +yl” =zl + [lyll
R |z +iy]® = |2 + ly]I?

Exercice 3 Montrer que les fonctions définies sur|—1,1[ par f(z) = 1 et g(z) = 222 —1 sont orthogonales

relativement au produit scalaire < f,g == f_11 f(x)g(x)\/ldf?, mais non orthogonales relativement au

produit scalaire suivant < f,g == f_ll f(z)g(x)dx.

Exercice 4 Montrer que les polynémes définies par po(x) = 1, p1(z) = x, pa(x) = 322 — 1 et p3(x) =
522 — 3z sont deuz a deuzx orthogonauz dans lespace L*(—1,1).

Exercice 5 Soit H un espace de Hilbert et K un s.e.v fermé de H.
AlorsVe € H A z. € K, x. = Px(x), tel que : Vy € K :<x — 2.,y >=0,
on dira que x. est le projeté orthogonale de x sur K.

Exercice 6 ( Caractérisation de projeté orthogonale sur un s.e.v fermé) Soit H un Hilbert, K
un s.e.v fermé de H et soitx € H etx, € K, <2z —x.,,y ==0Vy € K.
Alors . = Pg(z) ©| v —z. ||= in}f{ |lz—y]-

ye



