1.5- Valeurs propres et vecteurs propres :
1.5.1- Introduction
Exemple 01:

1 2 2 2
SoitA=10 2 1 etx=1(1
-1 2 2 0

Evaluer le produit Ax. Qu’observe-t-on ?

(5 2 2))-()-0)

X est un vecteur propre de A de valeur propre A = 2.
Exemple 02 :

4 6 6 4 3
SoitlamatriceA = 1 3 2 |, etlesvecteursu=| 1 |etv=| 1

-1 -5 =2 -3 -2
Evaluer les produits Au et Av. Qu’observe-t-on ?

SEEETARR
o 5 96

Donc u et v sont des vecteurs propres de A

1.5.2- Définition :

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on dit que A est une valeur propre de A si et seulement si il
existe un vecteur non nul x tel que : Ax = Ax. On dit alors que x est le vecteur propre de A associé a
la valeur propre A et ’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A.

1.5.3- Méthodes classique de calcul :

On suppose que A est une matrice carree d’ordre p. On note a j, j ses coefficients et Xi ceux de
vecteur x.

L’égalité Ax = Ax est présentee par le systéme suivant :

(=2

a1 X1 + oap Xy + o+ oa Xy = AXg

a1 Xi + a22Xo + 0 4 ap Xy = AXp

ap1 X, + ap,2 X> + + Qpp X}, = AX

(11 —-A) X3 + a1z Xo + + a1y X}, =0
an 1 Xl + (0(22 — .jl) Xz + + ag,p Xp =0
Qap,1 X1 + Qap2 X + + (a'p,}, -A) Xp =0

Pour que ce systéme ait une solution non nulle, il suffit que le déterminant de (A — AI), soit nul.
Ax=Ixe (A-Al)x=0=det(A-41)=0.

Le scalaire A est valeur propre de A si et seulement si A — Al n’est pas inversible. Autrement dit si
et seulement si det(A — AI)=0.

On sait qu’il existe n valeurs propres, donc on peut démontrer la propriété suivante :



n n
det(4) = ﬂzi () = 2 A
i=1 i=1

Exemple 01 :
Soit M la matrice réelle 3*3 suivante:
0 2 -1
M=13 -2 0
-2 2 ]

Déterminer les valeurs propres de M.

Solution :
—A 2 -1

e A e e F
-2 2 1—-2A

=1-2)A%*+21-18)
=1-DA+49)A-2)
La matrice M admet donc trois valeurs propres distinctes qui sont : 1; 2; et -4.
Exemple 02 : Soit A la matrice réelle 3*3 suivante:
1 2 2
A= 0 2 1
-1 2 2
1. Déterminer les valeurs propres de A.
2. Déterminer une base de vecteurs propres
Solution :
1-1 2 2
0 2—2 1
-1 2 2—A1

1- det(4 — Al) = =(1-2)

|2 -2 1 | _ | 2 2|
2 2—-1 2—-1 1
=1-D(Q2-D?=-2)+2(1-2
=1-1)2-1)?2
La matrice A admet donc deux valeurs propres distinctes qui sont : 1, 2.
2- on va déterminer un vecteur propre pour chacune des valeurs propres.

Pour 4=1
1-4 2 2 x 0
(A—M)sz:[ 0 2°4 1 ]<y>=<0>
-1 2 2— A \z 0
0 2 21,x 0
-2 3 36)-()
-1 2 11‘\z 0
x -1
:><y>=<—1)
z 1
Pour A=2




