Opérateurs linéaires bornés dans
les espaces normés

2.1 Définitions générales

Définition 2.1.1 Soient X et Y deuxr K -espaces vectoriels normés. Un opérateur linéaire de
X dans Y est une application A définie sur X, d valeurs dans Y et vérifiant, Yz, y € X, YA 2 K,

Alr+y =Alz)+Aly) et A{lex)=AeA(x) (2.1)

Définition 2.1.2 Soient X et Y deur espaces normés de normes respectives || || et || ||y
Un opérateur linéaire A : X — Y est dit borné si.

M =0: VzeX; [A(z)]ly < M|z, . (2.2)

Exemples. Les opérateurs linéaires suivants sont tous bornés -

1. L'opérateur identité - Id, - X — X, z+— Idy (x) = =;
ve € X o [[ldx (z)|| =[]
2. L'opérateur nul : 6: X — Y, x+— 8 (x) =0y (vecteur nul de Y');
e X+ [0 = 0y =0=0. |,
3. L'homothétie vectorielle de rapport k- Hp: X — X, z— Hy(z)=kex
Ve e X || He ()] = |k oz = [k [l]

4. L'opérateur de décalage (shift) :

S:U(R)— U (R), z=(x1.22, . 2n,..) — Alz) = (0,21, 22, ... 2Zn,...)

g -

veel (R): ||5‘(x1||3=(2(5{:ﬂ}}i) =(Ewi‘i) = ll=ll,
k=1

k=1






Exercice 2.1.5 Montrer qu’un opérateur A, défini de X dans Y est non borné si et seulement
si, il existe une suite (x,) d'éléments de X telle que -

|z.]l=1 ¥n et lim A(z,)=+

n—+oo
Exercice 2.1.6 Montrer que lopérateur A - (R[X], ||.||o) — R, défini par :
A(P)=P'(1)
n'est pas borné.

Proposition 2.1.7 51 A : X — Y est un opérateur linéaire borné alors. il reste borné si on
remplace les normes dans X et Y par des normes équivalentes.
Preuve. (exercice) W

Notation 2.1.8 Etant donnés deux K -espaces vectoriels normés, on désigne par L(X,|Y)
l'ensemble des opérateurs linéaires bornés de X dansY (S5i X =Y, on écrit £(X) au lieu de
L(X.Y)). On vérifie facilement que :

1
(A, B)e(L(X,Y))? e AcK=A+ABcL(X)Y);

En d’autres termes, L(X,Y) est aussi un K -espace vectoriel (On verra plus loin qu'on
peut définir une norme dans cet espace).

=

AceL(X)Y) e Bel(Y,Z)=BoAcL(X, 2)
Theoréme 2.1.9 Soit A: X — Y un opérateur linéanire alors, les assertions suivantes sont
éguivalentes
1. A est borné;
2. A est continu sur tout ['espace X ;
3. A est continu en 0.

Preuve. L'implication (1 = 2), découle du fait qu'un opérateur borné est une application
Lypschitzienne done continue. L'implication (2 = 3) est évidente. Il suffit de démonter ['im-
plication (3 = 1). Suppesons donc que U'application linéaire A est continue au point 0 de X
On a alors,

Ve w0, 36.=0: 2€X et ||zly <= [|A(z) = A(0x)|y = |A(2)[y <=

Soit maintenant x € X vérifiant ||x|| # 0. Alors,

2 |lzllxllx 2 2 lzllx /fly 2 =l
En d’autres termes,
A . 2e
zeX et |z, 20— 4G, 2
: ll=ll x Oc

Par conséguent,

J ||x||x -

£

vze X = [|A(z)]|, <



Theoréme 2.1.10 5¢ ['espace vectoriels X est de dimension finie, alors tout opérateur linéanire
A: X — Y est borné.

Preuve. En effet, soit B = {e1, ..., e, } une base X. L'application

(. |
Mo : X — K; [|F= Q@i ®e =  sup |
| i=1 log 1=ti=m
définit une norme sur X, équivalente & la norme initiale ||.||, . Il suffit done de démontrer la

continuité pour la norme |||, On a -

A(Soree)

i=1

A=)y =

n |
Z a;ed I:E;;}|
i=1 I

Y ¥

< 3 lad oAy < Z( sup |ai|) o4 (e,
i=1 i M Zi=Em

= D llzlloellAtedl, =M |zl,, M=) [lAfe)l, > 0.
i=1

i=1

2.2 Norme d’'un opérateur borné

Soit 4: X — Y un opérateur linéaire borné. Posons :

A )
a= sup |[A(z)|,. B= sup [A(z)|,. += sup @ (2.3)

=l = 1 l=ll < 1 Izl <o =l x
On a les propriétés élémentaires suivantes :

1. Les quantités o, 3, - sont toutes finies positives.
2 a= 3=+ En effet, on a

a<f<y e a=1.
3. Pour tout M =0, on a :
([A@)y =Mzlx, VeeX)—a=F=v<M.
4 a=F=y=mf{M =0: ||A(z)|, = M|=z|, . (Y= € X)}. En effet, soit
MA)={M20: [A@)y <M|el,  (vx<X)}. (24)

Daprés 3, @« = § = v £ M (A). Par conséquent, inf (M (4)) < a = 3 = . Toujours
d'aprés 3,

a=F=v=M YMcM{A)—=a=5F=~=Iinf(M(4)).
Don, légalitée a=F=v=inf {M =0: ||A(z)|, < M|=z|, . (vz&X)}

Définition 2.2.1 Seit 4 : X — Y un opérateur linéaire borné. On appelle norme de opéra-
teur A le nombre ||A||, défini par -

Al =inf{M 20: [A()ly <Ml . (vz€X)}



Remarque. D'aprés ce qui précéde,

Az,
JAl= sup 4@y = swp [A@ly =v= sup LA

=l = 1 lell < 1 izl 2o el
et 'opérateur 4 est borné si et seulement 51, |4 < +oc. B

Exemple 2.2.2 L'identité, ['epérateur, Uhomothétie de rapport ket Uopérateur de décallage
(Shift) S, ont pour normes respectives

[dx[l=1, ll8ll =0, [[Hkl =k, [IS]=1

Dans la pratigue, trouver la norme d'un opérateur n’est pas aussi direct et aussi simple que ne
le laissent penser les evemples cités. Le résultat que nous allons maintenant énoncer est une
régle pratique pour le calcul de la norme d'un opérateur borné.

Proposition 2.2.3 Soient A : X — Y un opérateur linéaire borné et M = 0. On suppose
que || A|| < M alors, pour aveir || 4| = M, il suffit que {'une des deuxr conditions suivantes soit
vérifiée -
1. Il existe x € X vérifiant,
l=ll=1 et [lA(z)lly =M

2. Il existe une suite (x,), d'éléments de X, vérifiant -

|z=|l =1 ¥n et m  [|A(zn)|l, =M

n — +oc

Preuve, La premiére assertion est une conségquence directe de la définition de la norme et du
sup. Moentrons la deuxieme. Sous les hypothéses énoncées on a,

W0 In.eN: Wnen, M-—=~<|Alz)|y
Il s'ensuit que,
ve=0, [|Al= sup [[A(z)|=M-=
z|| = 1

En faisant tendre = vers 0 dans cette derniére inégalité, on obtient : |A|| = M. m

Exemple 2.2.4 Montrer gue l'opérateur suivant est bien défini et trouver sa norme

A€o, 1. B), o) — (Lfo - 1) :  AF () = 2f ()

Solution.

1. Montrer que Uopérateur A est bien défini signifie qu’il faut montrer 'implication suivante -

fec(o, 1]1,E)= A(f) EL[Z.,: 1

Ona:
1 1 1 1 2
2 _ 2 2 2 . o
DflAftxM & = Dfle(x)l dxzufx £ (@) dmzufx ( sup l]lf{m}l) da

1
1
- ||f||;fm2dz=§||f||; ~< +oc
o

Par conséquent, A(f) € L[Zn. o et l'opérateur A est donc bien défini.



4
V3

4] = ﬁ Pour cela, considérons la fonction constante f(x) =1 ¥z €[0, 1]. On a -

2. D’aprés la formule précédente, ["opérateur A est borné et || 4] < Montrons qu’en fait,

fec(o 1,R) et |fl. =1

De plus,
1 |
z 2 2 1
41 = [ 147 @) do = [de =3
o 0
D’aprés le point 1 de la proposition 2.2.5, on a l'égalité || 4| = ﬁ

Exemple 2.2.5 Montrer que ['opérateur suivant est bien défini et trouver sa norme :

ARR) —BR): Alz=g, oy,..., Ty,...)= (0, “’_; (1 _%) :rn)

Solution.
1. Pour tout x = (1, xa, ., Zn,..) €1* (),

+oo , +oo 1 2 +oo 1 2 , +oa s 5
SlA@ =Y (“E) o ZZ(“E) el <3 feel = [l
k=1 k=2 k=1 k=1

Par conséquent, l'opérateur A (x) € I* (R) et l'opérateur A est bien défini.

2. D’aprés la question précédente. ['opérateur A est borné et || A|| < 1. Montrons que |4 = 1.
Pour cela, considérons la suite :
™ =1001,0
\—\’—l’
n n

Il est clair que “x{“:'”2 =1 %nz1 De plus,

| _( VR | A

lim HA (a:"r“}) = lim 0,...0, (1 - —),0,---- = lIm (1 - —) =1
n — 4o 2 n — 400 k n ) n — 4oo 1

"'—v_f
n 2
D’aprés le point 2 de la proposition 2.2.5, on a l'égalité || A = 1.
|

Proposition 2.2.6 On a les propriétés suivantes -

1
VAcL(X.Y), [A)ly = |4l YreX

s

(AcL(X,Y) et ||A|| =0= A =0 (opérateur nul)
(Ao Al =[N ||A] YAL(X)Y) et M€K

l VA, BeL(X.Y); [|A+ B[ = |A]+]5l

On déduit de ce point en particulier que 'espace £(X.Y) est normé.



BoAc AcL(X.2)
AcL(X)Y) e¢ BeAcL(Y.Z)=— et
L IBeAl <|A]B]

Theoréme 2.2.7 5i Y est de Banach alors, muni de la norme d’opérateur (formules 2.5 et
24), Uespace £L(X|Y) est aussi de Banach.
Preuve. Soit (A,), une suite de Cauchy d’éléments de L(X.Y). Cela signifie que :

[4n () — Am (=)l

llll x

Fe=0, AN eM: Yn, m= N, ||4An — Al = sup (
a0

) <=z (2.5)

On en déduit que,
Ye=0, AN, eN: Wn, m> N, ||A,(z)— A (z)|y <<zl VYzeX (2.6)

La formule 2.6 signifie que pour tout x £ X, la sutte (A, (x)), est une suite de Cauchy dans
Uespace de Banach Y. Censidérons maintenant [opérateur,

AX —Y zv——Alx)= Lr& A (x) (2.7)

Lopérateur A est bien défini (car Iirgl_ A, (x) existe) et il est linéaire. Montrons que la suite
N— 100
(An),, converge vers A au sens de la norme de L(X,Y). En faisant tendre m vers +oc dans

la fermule 2.6, on obtient :

Ve 0, N EN: n> N etz € X = |4 (@) — A2)lly = [(An — 4) @)y <= el

Ce gui signifie que
Fe=0, IN.eMN: n=N. = |4, - 4| <= (2.8)

De plus,
z€X et n>N.= [A(z)lly < [I(A—A4,) @)y + |4n (@)]ly < (s 4[| 4]} 2] (29)

Les formules 2.8 et 2.9 signifient que A € £L(X, V) et lim A, = A au sens de la norme de
n—s+oo
LIX)Y) =

2.3 Convergence simple, convergence uniforme

Définition 2.3.1 Soient X et} deux K -espaces vectoriels normés. On dit qu'une suite (A,,), d’élé-

ments de £(X,Y") converge vers 4 € L(X,Y) :

1. fortement si,
Yee X, lim |4y (z) — A=)y =0. (2.10)

n o— oo
Dans ce cas, on écrit - A, — A (le symbole s vient du mot anglais "strongly" qui
signifie fortement).
2. uniformément si,
lim [4,—- A4 =0 (2.11)
—_—

L L
Dans ce cas, on éerit - Ap — Aoud, = A.

Remarque.

1. La convergence uniforme d’une suite d’opérateurs bornés est la convergence dans |'espace

L(X,Y).



(4. = 4)= (4. = 4)
En effet, puisque pour tout n, l'opérateur 4, — 4 est un élément de £ (X)) alors,
0= [ An(z) —Alz)]ly = |An — Al llellx ¥z X
D’ou, par passage a la limite,

0< fim _ [An(z)-A(@)ly £ lim [4n - A||z], =0 ¥vzeX

li
n — 4+
. Il existe des surtes fortement convergentes mais qui ne convergent pas uniformément. Soit

(ek):: une basze Hilbertienne de I'espace [* (R). Considérons dans cet espace, la suite
d'oprateurs :

+oo n
Pn:IE(R]—.\EZ{:{j:_ :,1:=Z<:.r., Ep = B n—>Pn{;r}=Z4:m., £ = B
k=1 k=1

Pour tout x dans (% (R),

2

+oo | +oo
| B (z) — z||3 = Z < T, B - el = Z |<z, ex >
(— ly  k=nt

+oc
Cette quantité est le reste de la série convergente E |< z, e, >=|° = ||z||%. Elle converge

k=1
done vers 0 quand n — +co. Alnsi,

+oo
l P, —Id = 1l F, — = li e =T=0 YzeclP(R

Jim (P~ 1d) (@), = lim ([P (2) —zll,= | Tim Y [<z, e zel’(R)

k=n+1

Done, P, — Id. Montrons qu’on n’a pas cependant la convergence uniforme. En effet,
pour tout naturel n = 1. posons x, =e; + .. + e, +e,.7. Alors,

+oc
|(Ba = Id) (@a)lly = [|Pa (2n) — Zally = | D |<ens1, e >[* =1
k=n-+l

D'on, |P, —Id|, =1 pour tout naturel n > 1. Par conséquent, lin}_ | P — Id|, = 1
n— 50

et on n’a donc pas F, = Id.
(4. = H= lim_|4.] = 4]
Cela découle directement de I'inégalité
4=l = ANl < [ An]l = [l A — Al

Comme le montre 'exemple précédent, I'inverse n’est pas vrai. En effet, on n'a pas B, =
I'd mais,
Iim ||Pll= lim (1)=1=|Id|
=]

n— -+ n—+oo



2.4 Théoreme de Banach sur 'opérateur inverse

Définition 2.4.1 Seient (X, ||.||x) et (Y, ||.|ly) deuz espaces normés. Une application A :
X — Y est dite ouverte si ['image de tout ouvert de X est un ouvert de 1.

Remarques.
1. Tout homéomorphisme de X dans }* est une application ouverte.

2. Une application constante de X dans Y ne peut étre ouverte car, I'image de tout sous-
ensemble de X est un singleton done fermé de Y.

|
Pour les éléments de £(X,Y'), on a le résultat trés utile suivant (nous admettrons ce résultat
sans démonstration).

Theoréme 2.4.2 (de l'application ouverte) Sotent (X, |.| ) et (Y. |||, ) deux espaces de
Banach. Alors, tout élément surjectif A de L(X.Y) est une application ouverte.

Définition 2.4.3 Sotent (X, ||.||) et (Y, ||.|y) deuxr espaces normés. On appelle isomor-
phisme entre X et Y tout opérateur 4 € L(XY) inversible et & inverse borné de Y dans
X.
Notation 2.4.4 L'ensemble des isomorphismes entre X et Y est noté Iso (X, YV'). Ainsi,
A bjection entre X et YV
Aclso(X) V)= Ael(X)Y) (2.12)
Ale (Y. X)

St X =Y, on écrit Iso(X) au lieu de Iso (X, X).

Theoréme 2.4.5 (de l'isomorphisme de Banach) Sotent (X, ||| ) et (Y, .
de Banach et A € L(X.Y). Alors,

y) deux espaces

A bijection entre X et ¥ — A £ ls0(X, Y)

Preuve. Notons tout d’abord que ce théoréme signifie tout simplement que l'inverse d'un
opérateur linéaire borné et bijectif est aussi un opérateur linéaire harné. Pour la preuve, 11 suffit
de remarquer que d’aprés le théoréme de I'application ouverte,

A linéaire, bornée et hijective = A linéaire, bornée et surjective

— A linéaire, bornée et I'image par 4 de tout

ouvert de X est un ouvert de Y

= |'image par (J—l _'}_] = A de tout ouvert
de X est un ouvert de ¥

—  D'application A~ est continue de Y dans X

— Al'cL(V.X).



On cherche [ sous la forme :

f R —R flr.y) =az+by

On a,
Ifll = va® + b2 £l = va? + 82 £l = va® + b2
et — et S et
lf{:c,:c]=2:c Yrel l(a+&]:c=2x VeecR L a+b=2
Dou,

b=2—-a
et
IFIIP =0®+(2—a)® =20 —da+4=F (a)
On détermine a & partir de la relation F' () = 0, ce qui nous donne a = b= 1. "Par conséquent,
flzy)=z+y, flzz)=22 et [fll<|fl=V2
Il reste & vérifie qu’il existe bien (x,x) € Xo tel que - |fo (x,x)| = V2. Il suffit pour cela de

V2

prendre x = —.

2

Exemple 2.5.3 Dans l'espace (R?, ||.||,). considérons le sous-espace Xg défini par :
Xo ={(z, y) eR*: z—y=10}
et définissons dans ce sous-espace [‘application :
fo:Xe — B,z y)— flx, y)=—
On cherche f sous lo forme :

f:]E.z—;:{, flx,y) =axr + by

On a,
Ifll = va* + & 1l = va® + b Ifll = va® +
et — et — et
flz,z)=—x VYzxeR lat+blz=—x Vel a+b=-1

Dou,
( b=—-1—a

et
i 11> =a+(1+a)* =2 +2a+1=F(a)

Par conséguent,
, 1 1 1
F {a]:{]:}. da+2=0= a= _Ezbﬁu f{_;r_ly:] =_§g§—§y

On vérifie gue
flez)=—= |l =lfl=

|(2 v2 NEATRRE
)« el 9)-f7

V2
2 ]

De plus,

V2
2




Exemple 2.5.4 Dans l'espace (R3, |.||,), considérons le sous-espace X, défini par :
Xo ={(z, v, 2) ceR?: z+y—z=0]
et définissons dans ce sous-espace ['application :
fo:Xo — R, (2,9 2)— flz, y, z2) =2z
On cherche [ sous la forme :

R —R f(ryz)=ax+by+e

Ona
7 = a? +8 42 T
et — et
| flzyz+y)=2 ¥ryeR | (a+c—2z+(b+c)y=0 Yo ycl
[ 1P =a?+82+c ((IfIP=a®+0+&
— et pa— a=2—c
(a+e—2)=(b+c)=0 h= —c
[ a=2—rc
— b=—
I £)1* =3¢ —4c+4 = F(c)
Par ailleurs,
Fll=0=c=2 a=3 b=—t=f(eys)="¥2%
On vérifie que : :
/8

faye+ty =2 e |hl<lfl=y3
On cherche maintenant U'élément (z,y,z +y) € Xp qui vérifie :
2+’ +(e+y)’=1 e |fy (xry,&,ﬂ)l:”f”:v;g
On doit résoudre [e systéme

— —
(2
3

2| = /2 el = y
2% +2zy + (22 -1) =0 2% +2xy+(22°-1) =0

On vérifie focilement gue ce systéme admet des solutions. Par exemple,

[2 [ 1
£=1VII|I§ — Qyz +y1.'l,u'§+§=ﬂ
—y 2
On a ainsi une équation du second degré en y dont le diseriminant A = (-vf'%) —4 {2%] =0.

Elle admet donc une solution double.

Remarque. L'exemple précédent monire que le prolongement répondant aux conditions de
Hahn - Banach peut ne pas étre unique. m






