OPERATEURS COMPACTS

3.1 Dehnitions et propriétés générales dans les espaces de
Banach

Défintion 3.1.1 Sotent X ef Y deur E -cspoaces de Banach et A: X — ¥  un opémateur
[inéaare. A est dit compact 5t D{A) =X et pour toute suste bornée (xy), d'éléments de X, la

sutte (yn = A (zn)), confient une sous-suite convergenie danz .

On a les deux theoremes fondamentaux swivants :

Theoréme 3.1.2 (de Riesz) Un espace vectoriel normé est de dimenston finte st ef seulement
51, oo boule unité fermée est compacte.

Theoréme 3.1.3 Sotent X ef Y deur K -espaces de Banach ef 4: X — Y  un opémateur
Iinénwre. Les asserfions sutvanfes sont équivalentes.

1. A compact.
2. Pour toute partie bornée M de X, l'ensemble A (M) est compact’ dans V.

3. La fermeture de 'tmage par A de la boule unité fermée de X est un ensemble compact de
Y.

Exemples.

1. 514 e L(X, Y) est de rang fim (dim(R{4)=Im(4)) < +oc) alora, 1l eat compact.
En effet, danz ce caz, le sous eapace B (4) est fermeé et donc un espace de Banach pour
la norme indurie par celle de 'ezgpace 1. Pour touie pariie bornée M de X, 'enzemble
A (M) qui ezt un fermé borné de 'espace de Banach R (A) est compact.

2. L'operateur

PP r— ; . 1 1
A:FE)—F(E); A, z, .y Tp, )= (r], ET:, s Ems )
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ezt compact. En effet, I'image de la boule unite fermée et incluze danz le parallelepipede
s

1 B} ) .
H {z‘; EK: |z = E_P} qui est un produit d'espaces compacts done, lul méme compact.

el

'Dane les espace: métrigues, on & la caraciérisation suvivenie (de Bolzeno-Weiersizass| de la compeciié - Un
sons-ensemble M d'on ecpace meédvigue X est compact gi e senlement si, fonie suiie d'élémenis de M, contiend
une soms-snite covergenie dans M.



I Lopéraiear
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n'esi pas cormpaet. En efet, soil M = {e,, i=1, I, _} 1= baze cancoigue de ¥ (K. I
est elair gue M esi un ensemble borne de [ [K) _DVauire pari,

¥

bA{essa) — Al = lewsa — €aall = Wi=1, 1, ..

Done, 'ensemble A (A7) = -{:._,_-_: i=1, I ]- ne peut condenir ausune sous-suwile conver-
genie. Dene, A[M | n'esi pes compaci.

|
Hemargues.
1. Un opéraieur compact et toujours borns. En effet, le coniraire signifiersdi l'exisience
d'une suite [zy)_ d'éléments de X tells que :
tneN, |e|l=1 v ||A{za]] = =
La suiie (A(zn]). n= peui done contenir sucune sous-suite convergenis, ¢= qui comredit
Is compacite de opémienr A
2 Il exigie des cpérateurs bornss (en direension infinie) gui ne soni pas compacic. En effed,
I'opéraieur Ty 25i borné maiz non compacie car, Ia boule unité ferrase [gui ecd imege
d'elle méme par f'dy ) n'est pa: compecis d'aprés le ithéoréme de Riesz.
u

Motation F.1.4 Seient X, ¥V dews K —sspoces de Banach. Alors, UVensemible des opéroteurs
lindoiras compacts de X dens ¥ | seva modé (XY )

Le résuliai suivani regrowpe les premmiéres principales proprigiés des opérsieurs compaeis
dansz les ezpaces de Banach.

Proposition 3.1.5 Seient X, ¥ =f Z #&rois K —espoces de Banach. Alors,

1. L'enserable psi un scus-espace vectoriel de £ (X, Y]

3} B AEK(X.Y) st FEL(Y, Z) alors, Fo A K(X,Z). De méme_ si A £(X,¥) =t
Fek(Y.Zialens, BFoAsK(X, E).

I HASK(X Y rmdin (X)) =dim[X) =+zo slorn A ne peud pes avoir un inverss bomé.

Preuve. Voir TD. W

Theoréme J.1.6 5@ une swite (A, d6éments de K (X, Y) vers A dars L(X, Y alors, A £
KX, ¥

Preuve. 1 faui monirer que pour ioule sufie bornée (2], de X, | sofie (A (g )}, coniieni uns
sous-suite eonvergenie. L'cpérateur Ay eiani compect, la suiie [z.:':ln conilent une socus-suite

|[z',',:”:| ielle gque Im soite {A-_ (I;I}.] comverge. De méme, 'opérafeur 4, siani compact,
m L]

e sudie {z::g:”:l“ contienmt une sows-suiie |:-:|:-51:I :|l ielle gue l= somie |:A-I |:I-E1: l:|J|‘1 CoIVETRE.
En coptinuant ce processws, oo obiient gque puisque 'opérateur Ay et compact alors la suaite
{z::,"_“:ll poniieni une souws-suiie [-.1:1:-.“]‘ telle que |a suite |L..-1,,. |:.-.'|.'1:-."':|.}|n comverge. Considérons
mainienan la spite dimgonsle

i1 {1 ]
w1, By, g B,



C’est une suite extraite de (xy), et chacun dec opérateurs compacts Ay, Ay, ..., An, ... lo
transforme en une cuite convergente. Si on montre que I'cpérateur borne A lo transforme sussi
en une suite convergente, on aura alors ¢tabli le thecrerme. On o,

e (o) - a et < [ HA() =4 (2N + () - A ()] )
uler)-ales )"( i (=) - 4(=")] )( |

Supposone que [z, ]| < C ¥n et coit ¢ > 0. Choisissons k tel que JA—A4,| < E (ceci est
pocsible car on & convergence uniforme de A, vers A). Scit le naturel N tel que,

>N et vm>N: 4, (o) -4, (=) <

Ceci est aussi possible en vertu de la convergence de la cuite (A. (cf.")) . Finalement, lo
formule 3.1, devient : -

Yr>N et Ym>» N: iiA (:f,'“) ( ""') i < A=A Iz("' I +-+|A A ||:,,, " -e.
’ . ()
En d'autres termes, la cuite (A( )) est de Couchy, done convergente. B

Corollaire 3.1.7 5i A est la limite wniforme d'une suste (A,), d'opérateurs de rangs finis
alors, &l est compact.

Un autre récultet utile est la propecition suivante.

Proposition 3.1.8 Sotent H, et H, deur espaces de Hiloert séparaibies et A € L(H,, H,).
Les assertions sutvantes sont équivalentes :

1. A compect;
2. AA® compact;
3. A" compact

4. A"A compact.

3.2 Quelques classes d'opérateurs compacts

Remarque. Les typec d'opérateurs cites ci-decsous sont tous compacts :
1. Lec opérateurs de rang fini : dim (Im (4)) < +o0.

2. Lec opérateurs de rang precque fini : Ce sont lec opérateurs qui sont limites uniformes de
cuites d'opérateurs de rangs finic.

Exemple :

e 1 A(Ryy ey By o) = (O 8y, ey Oy By o) lim a,=0

3. Lec opérateurs intégraux 8 noysux continus :

A:C(o i x) —Clonx), Af(e)= / K)fO&  (29)



Le noyau X (=,2) E'L'-'|::.:., o] [a. &, X .

l.'.um!lu :
A5 (G ) — (Gom st l) s At = j cos ¢+ 5) 2 () de.

1
B: (G, 1 oe) — (€, 1 ) - B2l = j (1~ s}z (s) s,
i
4. Les ppéraienrs iniégreux & noymox carre-miegrables :
¥
A o gx) — L' s, 0. %) _-'!.f[i':l=fﬁ:[f:t]_f{ﬂlﬂ' {2.3)

Le noyau Kz, #) verifie la condidion :

[
f |B (2, 4)" ditde = 4o (24)
Exemples :
t
A: Ll g— L g Blt)= f (5} d.
L]
E: I.I’_,I 5= zf_,l g Az #) =+ j sx(s)ds,

§. Les opératenrs de Hilberi-Sehmidt @ Ce sond des spérateurs A définic dens des espaces de
Hilbert separables H ei vérifiant 1a eondition : 11 exizgie au moing une base Hilberiienne
(g )ioy telle que :

o
S lAfe)l = +oo (2.5)
=i
Ezemples :
AP — 0 Almy,mg, )= |:’—z—“J
1 n
|
Remargue.

1. 571 exisie A = K* 1el que dim [ker (A — AJd)) = oo elors, Uopéreieur A n'ect pes compaci.
I Nest pas comperd, tout opérateur A de la forme : 4 = B2 K od, B sdmed un inverse
borné et K est compacd.

|
Exercice 3.2.1 Merntrer que [Mspératour

ALy y— Ly, g Aflz)=7Fl=)+2e" [t}
L]

r'ast pas oempact.






