Dualité

4.1 Identifications entre espaces normes

Définition 4.1.1 Ssient (X, || ) e (Y. |.|,) deuz espaces normés. Un opérateur lindaire
A: X — Y esf appelé isoméirie si,

lA (=)l = b=l x YeEX 4.1

11 ezt elair que -

1. Une izomméirie eoi un opéraieur borme de nome 1.
2. Une isoréirie esi toujours injeriive.

7. 5i A et une isometrie surjeciive alors, A £ Tao (X, ¥) et A™" ext une isométrie de ¥
dans X.

4 5 leg espoees X et I osond deux espaces de Hilberi alorns,

Adsométrie <= Yo, 5 £X: <A(x), Alzy) p= <2y, 3, =y

= A"A=Tdy
Exercice 4.1.2 L'opémateur de décolage (Shiff] 5 dons ', est une izométrie nen surjective.

Exercice 4.1.3 L opérateur de multiplication por o fonchon e dans L|’| 1] pat ume iseméteie
surjochive,

Définition 4.1.4 Dewur K —sspaces normés (X, ||y ) e (¥, |||, ), sont dits isométriques 5%
pmiste une isoméirie A définie de X dong V. 5§ er plus, Disoméfrie A est surjactive alers, ils
sond difs isemétriguement Bomerphes of Vopérateur A esf appelé isemorghisme isoméfrigue.

Remargues.

1. 5 A ect un isomerphisme isométrique de (X, ||.| ) dens (¥, [],) slers, A7" esd un
isomorphisree isométrique de (¥, ||.], ) dams (X, |.] )

2. 5i A est un isomorphismme iscrétrique de (X, ||y ) dems (Y, |||, ) ef B est un iso-
meorphisme isomeirigue de (Y, |||, ) dons (2, |.||;) adurs, B o A est un isomorphisme
isométrique de (X, .|, ) dans (Z, | ] ;).

7. On dit de deux espaces normés (X, |||, ) et (¥, ||, ) soméiriquement isormarphes qu'ils
g'ideniifiend 'um & 'auire cu qu'ils somi les réalisetions d'un méme espace. Dians ce cag,
em derit (X, | ) =¥, LI, )-



Proposition 4.1.5 5i X =sf un K_sspace vectorial deo dimensisn finie n. On peut alors défnir
sur uwne norme ||| delle gue fes espaces mormds (X, )] e (K", |.|.o] ssdient isoméfiguent
isomorpkes.

Preuve. Rappelons que s norme ||.||__ dans K™ 2si donnée par Is formule :

o= [, Oy ey O | £ K™ =2 ||n||_:_= = sup |
185 m

Seit dene F = {#1, ., en} une base de X. Lapplieaiion,

le=3 e0el
== ,mell = sup |=4
Il g’ | 1=es=
définii une norme sur X. Considérons I'epérateur -
L
A W — T z=£r|1t|l—-_-‘!.-:'z]=[.1:;|:z-|:..., T | (4.2}

=1

1 =zi trés facile de monirer gue A e2i un iscmorphisme iscmétrigque de X dan: K™ m

Corollaire 41 6§ 5i X 2V sont dews K-espoces vecforiels de dimension finie n alors, on pewt
olors difinir une morme |||, swr X & wne morme |||, swr ¥ folles gue les espoons mormés
(X, ) =¥, |.|l,) soient isoméiriguement izomorphes.

Le propesificn précédenie, 8 son &quivalent en dimension infinie pour les espaces de Hilbert
separable.
Proposition 4. 1.7 Teud sspace de Hiller? sépamble esf isoméfriguement isomorpke & [T

Prewve. Soii & un espece de Hilberi sépaerable, muni du produoit sealaire < .. =. Il existe
done dans & une bese hilberiienne [1.}::: wirifiani :

i —a
zEH=z=E - m e, - we, ot ||.r||1=—:z,.1:"-|-=§ =z e, = {4.7)
=1 =1

Considérons Uopérateur A : F — ¥ denns par Is formule -

Y
A(I=E_—: z.t.‘:—rn) == z..n"-i-:l:':._ﬂ' {44

=1

O wérifie sistément gque I'opérateur ezt bien défimi et que ¢'est isomorphisme iscméirigque enire
H oed I? (dérmsonirer). W

Corollaire 4 1.5 Tous les aspaces de Hilder? sépampias sont isomédmiguemenst isomerphes endre
BT

Remargue. Sciznt (X, ||-lx]) =t (¥, ||| dewx £ -ecpeees ecioriels normés. Une application
A X — 1 est dite anti-linésire si :

Wi ylEX X, YASC: Alz+iey)l=A(z)+Aedy

Dans ce emz, |A| ze definii de la méme menisre gue dans l= e linfasire =1 les résalimts de
coniiouité el de bornétude resient vrais. De méme, oo pourra ideniifier X & ¥ 2%l exisie un
isomorphizmee izoméirigue anti-lindaire entre sux. Nolons enfin que s composés de deux applica-
tions aniilinéaires ezt une application Hnéaire 1 gque |la composée d'une application aniilinédaire
aves une application linfaire esi une applicaticn andilinésire. On adopiers done o définition
suhmnte d’especes complexes isoméiriguernent somorphes . W






Deéfinition 4.1.9 Dews O -espoces normés complazes (X, |.|lx) = (¥, |.|l) sond difs dzemé-
triguement iserorghas o' asishe un izomorphisme [lindoire su onhilindoire) isomérigue snire
gz

Proposition 4.1.10 Tows fes sspaces de Hilbert séporailes sont isoméiriguement isomoreies.

4.2 Espace dual d'un espace norme

Définition 4.2.1 Sedt (X, ||y ) un ewn. On appels -
I, dual aigibrigue de X, Nemsemible des applications limdaires sur X. Le dusl clgdvrigue de
X et maté X °.
2 dual tepelagigue de X Demsemible £(X, K| des applicatisns lindsires continues de X
dams K. Le dual tepolegique de X est nodé X
5. Les éléments de [Mespace X "=r (X, K), sont appelés fonctionnelles lindatres contirues
{(rormdes).

Remargmes.
1. D'une manitre génerale, ¥~ C X * . En dimensicn finie, il coincideni.
2. Le dusl iopologique ¥~ = £ (X, E) et un K-scpoce de Banach.

]

Propositien 4.2.2 Peuwr fouf noturel non muln, Je dusl fopologigues de (A", |.];] #idensifi=
8 (B, |-l a) fut meéeme | ||.]; désigne lo norme swolidéenns).

Preuve. Fappelon: gue

1
= 1
2= (1, onta) £ B == ], = [E |n|’)
=1
Scit dene B, = {&;,..., £, } 1& base cancnique de B"™. Alors, pour tout lément f £ (R™)",

IER“=-2=Z_I|1 ¢|=-;F[I:I=E:|._f[q:l

i=1 =1
i,
" | "
FE = (3 et o) < 3kl If (e (43)
[ i=1 =1
1 1 1
L] . E m . . E n . . E
o Y Yol ) = X 1F A1) D=l
=1 =1 i=1
Par ailleurs, i I'sen pose
1
NP T T . :
a= [Zlfu.m ) (Fle) s Flea)) (4.6)
i=1

alors,

1
- = 1
lal, =1 e [fla}l= (E I.f-.’-:.‘.ll‘] {47

i=1



Les formules [£.5] B8 1 [£.7 monireni gue.

et | st

£l = (ilf[ ) ’) {4.5)

Considérons mainienant 'spératenr :

T (B0, — (B% 1, ) FeTifl=3 Fla)e e (4.9)

=1
Omn vérifie facilement gque I est un isomorphicme isoméirigue (démonirer). W

y
Proposition 4.2.3 Peurtewtp £ |1, +oo], |:;f': I"’.] s identifie & |:|!"'1 ||_||1J| ot %ﬂ-% =1.

Flus préoisdment,

+oo
Filzl= Ea..z. W= -:'z.':l::-f er
=1

et

qelr, |.||,]|‘ = Jla = (o)t T 1" {4.10]

1

Il = a1, = (f E‘Iq:] 7

Preuve. Suppescns pour fixer les idees que le corps de base esi K = B Pour tout a = [m]:: =
19, gpn définid Papplicedion Ly : [ — T par s reladion

]
F |:;.'r = -:'z;':ll_::'::l = E g Ty [4.11)
i=1

L appicaiion Ly esi bien définde en veriu de 'inégelité de Helder. Elle exi mussi linéaire ei pour
tout = = (= )y € {7,

1

e -
F
(E Ir.l’) = |lall I=1,
i=1

gy |

+aoo +oa
|Ea{=)] = |E&""'I = |egomma] = (E n:l":]
i

=1
Do,
IZall = Nl -

Far aillears,

ful | =

lell, =1

[ foon
= (E |J T ==,
=1 IEa (8)] = lall,

=1
Ainsi dene, pour tout & = (o) F 219, L= fF: |||,:| .

Considérons mainienani 'spplication
b .
z:e*—q‘Lz?: |.|,} ; gl — Lia) =L, [4.17)

On =,
Lie+ kb)) =L, + AL, Ya, bS¥ et YA K



L]
Dene, Mapplication I est linéaire ei isomeétrigue (done injeciive) de ¥ dans I.{'!:l: ||-||,:| . 5 on
" B h
démontire quelle esi en plus surjecinve, on aura établi que [ ef [n!", ||-||:.'] somt isoméiriguement
W
isomorphes. Soil B ={e, 85 .... 8, ..} |2 base eononigue de I7 et coit f £ (E’, ”":'.:I - Alors

=i
= E X w ey

-
x = F =2 aveo = flz)=D _zufle). [4.17)
+ao i=1
E ey " = =oa
i=1

Posons & = -:','F[n]:l::. [l esi elmir que f = L (a]. Monirons que o £ 7. Pour toui ¥ & H°,
PLELILE

[ _1
e ia.rl F_?{g-ﬂ[_f':.ﬂll:']lf[h:lq_l IR
L= ':'-!'1].=._ awes og = - <
“ 58 i = I

On alors, o £ 17 ed ”‘5'":- = 1. De plhas,
1 1

(i I [e.n"J ) ;}f | (o) = (i I ie.n")] : (4.14)

FRGT

L

N
= ( |r[=.:|*]“'f_:||f||
i

=1
Comme o relation T3 est vraie pour tout & & H® alors,
1

(f |.f-:=.3|°]5 < Il

i=1
clest & dive que o = (F (&)}, S19. 0
Exercice 4.2.4 Troiter le cos K =T en posant,

S
. {: = -.’zs“.'._:} = E gy
i=1
Pour les espaces de foneiions & puissences iniégrables, on & le sésuliad similsire suivani :
Proposition 4.2.5 Peuwridsui p £ ]1, 4o, aspace réei |:I5' 21, - ?:| sidemtifiz & Mespace

. 1 1
neee{ﬂ ). |.||q]| o, ;+;=1. Flus précisément,

Fiz) = ! o it} g (t) dt

et

Fe(zrim, I,) =39 e (27(m), 1,) : § (4.15)

iy | =

IFl=lglo=§ [ (21"




Dams [p oos cermpisre, la fonchieonmnelle f osd de o forme -

Fl=l= f = (#) g Bt
e

FPour lez ecperees de Hilberi, cn & le ihfcréme d'identifinciion soivans.

Theoréme 4.2 6§ (de reprézentotisn de fissz] Four towt espace de Hilbert H [réel ou ocsm-
plapa | Ie ducl fopelogigue H™ stidentifis & &

Preuve. Soit H un espace de Hilberi (gu'on supposera complexe pour fixer les idees), muni du
produii sealaire = _, . . Foor iout & £ H, désignons par fu application défimie par -

Fa i H — T Tr—+ falzl=—<o,a* [4.18)

L appliceiion f. ainsi définie esi linémire. De plus, pour iout = € H on daprés Uintgelite de
Cruchy-sebwmri=

|fa (=)l =< =0 | < lallg - b=l g == lIF]l < ll=l&
FPar aillears,
b= == lblg=1 & |fEl=]aly
H
Dene, || Fll = llallg- ©n en conclui que fo = H*.

Considéron: mednienani Vepplicetion
L:H — HY a— Lla)= f (417

Dpprés ee qui précéde, L esl bien défindie, elle esi aniilinéaire =1 isoméirigue done, injeciive.
Four monirer gue H* s'identifie & &, il suffii de monirer gqu’elle est surjeciive. Soit done f = I~
et montrons qu’il existe & & H del que F = Lfa) = f,. On suppeosera gue Ff mn'esi pas identi-
querzeni nulle (car dans le cac coniraire, cna F=L(0g]). Scit N({fl={=zcH: §Fflx)=0}
Clesi un sous-espece fermé de T (car f oesi comtinue]. f oplédeni pes idemiiguersend nulle, l=
sous-espmce (W (F)17 est de dimension 1. Ainsi dene,

rEH=oc=y+Aed, YyEN(Fl, be(N(FfII" e |ilz=1 [4.15)
Par conségquent,
Flel=Afbi=—x, Fibleb> = <z, o, a= flb]=bc H. [4.19)

Deit, f = L{a) = fo- W

4.3 Espaces réflexifs

Scient X un espece normé e X" son dusl fopologigue. Toreme X est aussi un espace
norres, oo peut dene parler duo dusl [X7)° de X, L'ensemble [ X" 52 noie X% i est appels
bidual de X. MNoire but dans ceiie secfion est d'&iablir le ien pouvani exisier entre un espace
norres of son bidual.

Scit done X un espece normé =1 X~ son dusl tepelogique. Foor toai @ & X, eonsidérons
I'applicaticn -
TF:E" — K F—T{Fl= Fi=) (4200

On vérifie facilemment gque Uapplicaiicn & est lintaire. De plus,

IFl = sup |[F{fil= sup [fi=}|Z sup |F||l=lly =T=lyx- (4.21)
IF =1 1Fl=1 1Fl1=1



esi & dire que |Z] = | =]y, Par silleurs, d'aprés le ihéoréme de Hahn-Banach (conséguences
du théoréme dans les espaces normmés), il existe f S X telle que :

IFfl=1 & fi=)=[]=ly (4.22)
Dene, ||7]| = [|=]| - En d'sutres termes, pour tout 2 € X, T est un élémment de X",
Soit mainienani U'espplicstion :
J- X — X" r— Jrj=&% [4.23)

Dpprés ce qui précéds, J =si bien définie e iscméirique (done injeciive). De plus, on vérifie
facilement qu'elle e51 Enéaire.

Définition 4.3.1 L=space normé X est dit véfeeif oi Vapplicadion J est surjective [c'est & dire
bijective |. Cale signifi= gue X stidentifie isemétriguement ovee son Mduael X,

Proposition 4.3.2 Un sspoce normé réfeeif X ast nécessairemert de Banaoh.

Prewve. Soit (x| une suite de Cauchy dans ¥, Comme Uspplication J esd une isoreéirie
emize X ei K77, elle =oi uniformémeni comiinue. Done, (J (o)), #51 une sufie de Cauchy dens
X" qui esi commpled. Soit y = lm J(n]. Alors,

T HyleXx et J"[;-]:J-'-[ lire J[I,_',)= lim J'{Jiz,}i= lm =,
— [ ———_E P —

|

Remargme. IVaprés |a proposiiion que nous venons juste d'&isblir, les espaces normeés non
complets fourniseent des exemples d'espaces non méflexife. I et & noder cependeni qu'il Bused
exizgie des sspaces de Fanach qui me somi pas réfexifs. Par exemple, les espaces e LT ()
ne somi pas réfexifs. En effed, le raisconemeni swivi dans s preuve de |a pru‘pu-sitiun@

s'applique su cas p =1 ce qui donne (I', I-Il; i =(r=, [|-l| oo ¥ Bvee =
== {z = [z.':-:f.:: oy e K et sup x| = —n-u} et "II:-:- = sup |z, [4.24)
i g
On démonire cependani que [i:', |||J:I iz 1%, |||.|':-' (intlusion siricie).
De méme, on peut monirer que(Z° (01, [L1)" = (2= (0), |]..) evee :
L=y={f:2—K: flornée pp.surfl} et |f|o= sup |Fl¢) [4.25]
LY
|

Proposition 4.3.3F Toul espace de Hildert est reflemf.

Preuwve. Il sufii de démonirer que dans ce cas, UVapplication J est surjective. Soif done g £ X",
On a
g X" — & f—gif
Par aillears, d’eprés le théoréme de représeniaiion de Hi:s::
FeX =3acsX: f=Lial==., a+ e glfi=(gol)(a) [4.26)

L'appliestion : £ — [gel) [x) d&finii une fonetionnelle linsaire eoniinue sur X. Done, toujours
d'aprés le théoréme de reprécentation de Riesz [£1.6]

e X: (gol)|m=—<m b= TreEX (4.27)
Far conséqueni,
YFEXY, glfi=(goLllfa)= =a, b== =b a== F(E)=4[F
Do, g=J(§). W
Proposition 4.3.4 Peur fout p €)1, +oof, leapace ' of eapace L7 () semt réflaxifs.

Preuve. Déccule direciement de ls prewve de ls propesition [ £.1.3] W



4.4 Opérateur Adjoint (Définition et propriétés générales)
Definition 4.4.1 Seient (X, |.|x) ef (¥, || lp] douz espases de Bonoch st A= £(X Y. On
appelle adjeint de A Ueopératenr A° défini par

A" ¥ — X f— A (fil=Ffnd [4.28)
Proposilion 4.4.2 A s £[Y", X*) et || A% = ||A].

Prewve. Remarquons foui d'abord que U'epérateur est bien défini 1 son demaine ez 'espace
Y dout endier. Par gilleurs, pour tous £, g £ & doud sealaize A = K

A (f+reg) = [f+regloA=FfoA+(Aeglod
FoA+isige A=A [fl+red (g

Done, 'opératear A® esi linésire. I'suire part, pour towi f £ 177,
A LAl = IF = Al = [ Al == fas] = |4 [4.29)

On en déduit que 4° & £(Y", X"). Montrens quen & en véalité égalité dec normes snire A

. : — _ Afa] — 1 =
et A® En effei, soit @ € X tel que Alz) & 0 &1 posons y = m_ﬁ-':- Comme |yl =1, 1
existe d’aprés le théoréme de Hehn-Hanach une fonetionnelle Enéaire g definie sur ¥ telle que :

lsll=1 et gly) =yl =1. En d'swires termes, g (A (x)) = || A(z)]. Des relations,

[l-4 (=] gldlz)) =A% (g)} (=) = |47 (g}l =]l 5

= 1A sl =l e = 1A el 5
découle que [ A < ||A%]. =
Corollaire 4.4.3 Sedert (X, |5} (¥, )]} deue especes de Banack et A € L(X,T).

Alors,
A=0+= foAd=0 Yfe¥"

Preuve. on s :
A=l 4| =0+ 4" == A" =0
D,
A=b+= A" (fl=0=fcA ¥f=sl¥"*

4.5 Cas des espaces des espaces de Hilbert

Seoient maintenani & et H; deux ecpaces de Hilbert munis des produits sealmires = . =
et = .. respectivernenti e AE L [H;h H:]. Moire buai immediad es1 de denpoer une formule
simaple relisnt Vopérateur A ot son edjoint A® pvee les produiis sealaires = . = ot =€ =,
Seit dome f £ H.° D'aprés le théoreme de représenistion de Riesz, f o'identifie & un Slémert
unique & £ Hy tel que :

Il =18l, e SycH, flyl==<y b (4.30)

Par milleurs, A" (] & H,". Done, de la méme maniere =t pour lec mémes raiscns, A° [f)
t'identifie & un élfreeni unique a & 5y 1el que -

IFl=llsll, e ¥z, A" (fllzl==z am= (4.31)

Corame A* (fi(x) = (fed)l(z) = F{A(x]) alors, on cbiieni compie des identicaiions f =
bei = A (F):
Ye £ Hy, = Alx), b=y= == A"(§) =,



Definilion 4 5.1 Seient mointenont 5y of Hy dewr sspoces munis des produifs scoloimes =
ce 1 ot = Lty respectivement st A S £ (Hy, Hy). Alers Uepératewr A” € £(Hy, Hy) of est
défimi par lo relation -

Yre Hi, ¥y Hr: < Alz), prr=~x, A" (y) =1

(4.37)

Remargme. Avani de pagser & des exemples illusiratifs, notons que dems le eaz hilbertien,
I'adjoini de I'cpérateur nul esi Vopératear nul ef que U'sdjoind de I'dentiié ezi lideniité elle-
méme. H

Exemmples.

1.

Ceongidérons mainienani I'opératenr linémire -

B:'(C) —1'(C); Bizm,my,.-) = (T, Tp - Bp, ).

11 25t elair que F £ £ (1* (T]) et que ||B]| = 1. Comme le produit sealsire dans I* (T} est

donné par la formule :

i
<moy==Y mgE
=1
amlors de la relsiicn
< FBir), y-=== F [yl = ¥ ygei(C),
découle que,

—_— T L]
~z B ygl== E Eat il = E-I,;.-,._: =m0+ Ea:,.yg,_-_
=1

=1 =1
Do,
B (y)l=1(0, ;. g1, -1 ;)

o INoperaiewr lintaire borne
1
€: L,y — Ly, 13 E-.'f”.--.'zf-=iff (&) o
=
Le produii sealsire dans LE‘ 1 es1 donmé par la formule -
1
<1, o= [Fl=)aTa
[

Far conséquemnd,

A

1 1 1
cif). o= [(EU) =)aTe = [ | [(e)at | 5T
-] L] H
11 1 #+
= ifff[ﬂﬁdhh—:ifff[ﬂﬁdr&
P = [ A
| + 1 | B
ff-ft] ifﬁa': &:f,-rr_t] f-_’—ig (=) dx | ot
1 -] -] 1

= ff'.rt] —1'f5--fz]|iz d’t:f-f[_r] —if_g[t]uﬂ‘ iz
1 H 1 1

(4.37)



Done,
=
< Z(fl. g===F, (g = " (5] [a:_|=—1'fg- () &
1
|

Proposition 4.5.2 Seierd Hy, Hy of Ty treis espoces de fildert. Alsrs,

1. AL fﬂ'-l: Hylet Ae k= A+ A w B =A"‘+E- B*.
2 ASE(Hy, Hi) ¢# BEESL(Hy, Hz) (Fo A =40 5",
3. AETeo(Hy, Hi)== (A7) =[4""".

Preuve.

1. Y= £ Hyi, Yy € Ha
= (A+raFlz), yry==<Alx), g1+ A= Flxl, ¥y
= =z Ayl 1+ i<z Filyl=—=x A (gl =1+ =z A5 (y) =
= m A"+ AF [y 1= <, (A" + AB%) (y) =1
I Spiemt A S L(H,, H,] ¢ BFesdl(H,, H.] Al Yos H, Y:s H;
~ [(BoAlix), s=s= < FB[Alx)), 2 =z== Alx), B* (2] =

= - =, A [3' |:.a=':-_| 1= =< m, I:..-'.n.+ o B [a':- ——
7. Sont A S Fso[Hy, Hy) Alors,

[ I:A_.':ld — .'Aa'\:l—'-

4’ Ty, =A™ 0 A Tdg, = (A0 A" =A" o (47"
L

Idy, = Ao A™" | Tdg, =(Acd )" =(4"")" cA"



