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0.1 Différentiabilité

L’unique dérivée d'une fonction d’une variable réelle, lorsqu’elle existe, est liée aux variations
de la fonction tandis que la variable parcourt 1’axe des abscisses. Pour une fonction f : R? — R,
dont le graphe est une surface de R3, la situation est trés différente. En effet, 'axe réel n’offre
que deux types de mouvements possibles a gauche et a droite tandis que le plan R? posséde une
infinité de directions. Il peut s’avérer intéressant d’étudier comment une fonction f : R? — R
évolue lorsque la variable suit I'une ou l'autre direction du plan. Pour cela, considérons d’abord
la direction horizontale. Prenons le point (z,4y) du domaine de f . Son image est f(xg,y0) €
R et le graphe de la fonction, qui est la surface d’équation z = f(z,y) de R3, comporte le
point (o, Yo, f(zo,¥0)). L'intersection du graphe de f avec le plan vertical y = yo est la courbe
d’équation z = f(x,yy) de R3. Le point (z9,y) étant fixé, on peut alors interpréter cette courbe
comme le graphe de la fonction f,, d'une seule variable définie par f,,(z) = f(z,v0). Si fy, est
dérivable en xg, alors sa dérivée nous renseigne sur la variation de la fonction f lorsque (z,y) se
déplace le long de la droite horizontale de R? passant par le point (zg, yo)-
Rappel 3.1 (Dérivée)
Soit f : I € R — R une fonction dérivable sur un intervalle /. La dérivée de f au point a € I est

donnée par :

) — i L0 @) @) fla)

h—0 r—a T —a
Si f:UCR"™— R™etae U. 'expression précédent n’a pas de sens parce que on ne peut
pas diviser par un vecteur. Par contre, si on fixe toutes les composantes du vecteur x sauf une,

on peut définir les dérivées partielles de cette fonction f de la fagon suivante.



Definition 0.1.1. (Dérivée partielle) Soit f : U C R™ — R une fonction réelle de
plusieurs variables et a € U, La dérivée partielle de f en a par rapport a la i éme

variable est la limite, st elle existe

of (a) = lim flay,...,a; +h,...;a,)) — f((a1,...,a,))

axi h—0 h
— lim flay,....mi, . a,) — flay, ..., a4, ... ap)
Ti;—rQ; Ii_ai

Pour une fonction de deuz variables f : U C R*> = R en un point a = (z9,y0) € U les

dérivées partielles de f en (xo,y0) se calculent de la fagon suivante :

of . flxo+ h,yo) — f(w0,%0)
ax (x()ay(]) - fng% h
of . fl@o,y0 + h) — f(z0,90)
a—y(%,yo) = }ng(l) h

On les note parfois 0, f, 0y f.

Exemple 0.1.2.

1. si f:R* = R est définie par f(zx,y) = 22 + 2xy, alors :

af B of _
%(a, b) = 2a + 2b, a_y(a’ b) = 2a
2.
fla,y) =9 °
0 SINon.
— 8i (z0,90) # (0,0)
of _y(a? 4+ y?) — 2z(xy) =Y+ g
—($07y0) = 2 2)2 - 2 22
o (22 4 12) @owo) (23 + 1Y)
of _ —Toys + 7
5y ") = T 2y



— S0 (anyO) = (070)

af L f(0+h,0)—f(0,())_ . 0-0
gz 0 = i n = jim =~ =0
De méme on a
dy h—0

alors f admet des dérivées partielles au point (0,0).

Remarque 0.1.3. Dans cet exemple la fonction f posséde des dérivées partielles au point (0,0)

en revanche f n’est pas continue au point (0,0).

Venons maintenant au cas général d’une fonction vectorielle de plusieurs variables réelles. La

définition est similaire.

Definition 0.1.4 (Dérivée partielle d'une fonction de R* — R™). Soient f : U C R* —
R™ wune fonction vectorielle de plusieurs variables et a € U. La dérivée partielle de f

e

en a par rapport & la i™¢ variable est la limite, si elle existe :

of o flay, . ai by a,) = flag, . an)

_ (Zf (a),...,%—‘ij(a))

Remarque 0.1.5. Une dérivée partielle d’une fonction vectorielle est un vecteur.

Exemple 0.1.6. Les dérivées particlles de la fonction g : R® — R? définie par g(x,y,z) =

(sin(z%y — 2), cos(xz* — yz)) sont donné par :

g—i(x, Y, z) = [%(Sin(ny — z)), %(COS(IL‘Q — yz)]

= (cos(a®y = 9) - (aty — 2), (sinfa® - y2) e(a — )

%(m, y,2) = (2zy cos(z?y — 2), 2z sin(2® — yz))



Avec la méme procédure on trouve

g—z(x, Y,z) = <x2 cos(z’y — z), zsin(z? — yz)),

et

%(.T, Y, Z) = ( - COS(ny - Z),ySiH(Q]Z - yZ))

0.1.1 Dérivées partielles suivant un vecteur

Definition 0.1.7. Soit f : U C R® — R™ wune fonction vectorielle de plusieurs
variables et a € U. la dérivée partielle de f en a suivant le vecteur v € R™ est la limite

st elle existe :
o flat o) = f(a)
h—0 h

on la note 0, f(a).

Exemple 0.1.8.
f: R? — R
(v,y) — xy*+3z

La dérivée suivant tout un vecteur v = (v1,v2) de la fonction f au point a = (0,0) existe en effet :

9u1(0,0) = tim L) = SO0 Jhwi o) = FO.0) _y, RPures + 3k

h—0 h h—0 h h—0 h =30

Exemple 0.1.9. La dérivée directionnelle de [’application

f=(ffa): R — R?
(2,y,2) +— (2y® + 32,y27)

dans la direction v = (vy, vy, v3) et au point a = (z,y,z) € R3 est donnée par

Buf (a) = (34 y*)v1 + 2xyvy, 2°v2 + 22yv3)



0.1.2 Propriétés des dérivées partielles

Les dérivées partielles d'une fonction qui est obtenue par des opérations algébriques sur
d’autres fonctions (somme, produit, fraction) suivent les mémes régles. Les dérivées partielles

d’une composition de fonctions sont plus compliquées.

Dérivée d’une fonction composée

Definition 0.1.10 (Dérivées des fonctions composées (chain rule)).

f:UCR"— DCR"™ g:DCR" — RP

z— f(x) y = g(y)

h:UCR"—RP

y = h(z) = g(f(x)).

es fonctions telles que les n dérivées partielles de chacune des m composantes de f en
x € U existent et g en f(xg) € D soit une fonction contindment dérivable (i.e. ses
dérivées partielles existent et sont continues) alors pour tout i = 1,...,n; et pour tout
j=1..pona:

1. chaque h; possede une dérivée partielle par rapport a x; au point x,

2. on a la formule suivante pour i =1,....n

] _ _ 8gj afl agj afm
P i(fﬁo) = ~om, (o) = a_yl(f(x"))ﬁ_g:7;<x°) + ot ay—m(f(ﬂfo)) oz, (o).

Exemple 0.1.11.

pour les fonctions z = ze™, v =t*, y=1t"1, onaz= f(x,y), x=g(t), y = h(t), calculons

% La chain rule donne

dz_0fdr  0f dy
dt — Oxdt Oy dt



alors

dz_0fdv  0fdy
dt  Oxdt Oydt

= (€™ + yze™) (2t) + 2’ (—t %)

= 2t (™ + yre™) — t 2re™

Différentiabilité

Théoréme 0.1.12. [1] Soit f : R — R, f est dérivable au point o € R si et seulement
si JA € R tel que f(xg+ h) — f(xo) = Ah + a(h)h, avec }llir% alh) =0
—

Nous allons maintenant généraliser cette notion au cas des fonctions vectorielles de plusieurs

variables réelles.

Definition 0.1.13 (Différentiable au point a).
Sotent U un ouvert inclus dans R™, f : U C R" — R™ wune application et a € U.

On dit que f est différentiable au point a si et seulement s’il existe une application

linéaire L : R® — R™ wvérifiant f(a+ h) = f(a) + L(h) + a(h)||h]|. Avec }lLirr(l) a(h) = 0.
—

L’application linéaire L est alors appelée la différentielle de f en a. on la note D, f.

Remarque 0.1.14. dans la définition précédente, o : R™ — R™ est une fonction vectorielle de

plusieurs variables.

Definition 0.1.15. L’application f : U C R™ — R™ est dite différentiable si [ est
différentiable en tout point a € U.

Proposition 0.1.16. [8] Soit f : R — R, et a € U. f est différentiable en a si et

seulement si f est dérivable en a. on a alors :

Dof :h— f'(a).h.

Démonstration. Les applications linéaires L : R — R sont les applications de la forme h — A\h

avec A € R. n



Proposition 0.1.17. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a. .

Démonstration.

f(x) = fa) + Dof(x = a) + ||z — alja(z — a).

Avec a(x — a) —0 lorsque * — a O

Différentielle et dérivées partielles

Proposition 0.1.18. [1]
Soit f une application définie sur un ouvert U de R™ a valeurs dans R, différentiable

en a € U. La différentielle de f en a est donnée par

of
8(Ei

Dof:h €R" > hi="-(a).
=1

Pour montrer la différentiabilité en un point, dans la pratique on utilise la définition suivante

Definition 0.1.19. On dit qu’une fonction f : R® — R est différentiable en a € R"
sl existe une application linéaire continue cette application est la différentielle en a

telle que Do f : R? — R avec

fla+h) = f(a) = Duf@)h _

nlh |

Exemple 0.1.20. Montrer d’apres la définition que la fonction :f (x,y) = x> +y? est différentiable

dans R2. a fonction f est différentiable au point(zo,yo) € R? ssi

f((%0,¥0) + (h1,h2)) — f((x0,¥0)) — Daf((X0,¥0))-(h1, ha)

lim =0
(h1,h2)—(0,0) |(hy, hy)||
lim f((X07YO) + (h1, hz)) - f(XO>YO) - hlaxf(ffo,yo) - h2ayf($o7yo) —0
(h1,h2)—(0,0) [(hy, o)
pusque

f(xo + ha,yo + ha) = 2 + h3 4 2xohy + v + h2 + 2yohs

Oy f (o, y0) = 220, Oy f (20, Y0) = 2y



Alors on a
h? + h3
lim ———2 = lim /A2 +h3=0
(h1h2)=(00) /B2 + 2 (hahz)—00) V17
Exemple 0.1.21. Une fonction différentiable avec des dérivées partielles discontinues Considé-

rons la fonction définie sur R? par

-'52“1’?/2

0 if (x,y) = (0,0).

o) = (x2+y2)sin( 1 ) if (2.9) £ (0.0)

[ est évidemment continu sur R* — (0,0). f est également continu & (0,0) comme pour (x,y) #

(0,0)

<22+ y? =||(z,y)|? — 0
S (Y

2 9y 1
(x +y)sm(\/m)

f est également différentiable du tout (x,y) # (0,0). En ce qui concerne la différentiabilité a

(0,0), nous avons

‘ﬂ%w—f@ﬂ> L R P

— 0
V2 +y? V24P (z,)—(0,0)

Les dérivées partielles de f sont nulles a 'origine. Par exemple, la dérivée par rapport a x est

calculée par

0.0 = iy T2
2 .
— tim h?sin(1/|h]) =0
h—0 h

= %ﬂ%hsm(l/’h’) = 0.

Un calcul similaire donne g—f((), 0) =0.
Yy



Si (z,y) #10,0) on a

8
o

1
g(af ) = 2xsin ! - - ( x2+y2>
ox Y /22 4 12 24y

g(w ) = 2ysin ! —yCOS

Ces deux dérivés oscillent énormément prés de origine. Par exemple, la dérivée par rapport a x

(=)

I2+y2

le long de l'axe x est %(w,()) = 2xsin(1/|z|)?sign(x)cos(1/|x|),
pour x # 0, ou le signe(x) est 1 selon le signe de x. Dans ce cas, le terme sinus passe a zéro prés
de l'origine mais le terme cosinus oscille rapidement entre —1 et +1. D’ou % est discontinu a

l’origine. De la méme maniere, on peut montrer que g—i est discontinu a l’origine.

Exemple 0.1.22. Une fonction ayant des dérivées partielles non différentiables Nous considérons

maintenant la fonction g Défini par

\/L%yg if (v,y) # <0a0)

0 if (x,y) = (0,0).

g($’y) =

Pour tout (v,y) € R? nous avons 2> < 22 +y? dot |z| < /22 + 42 = ||(2,y)||. De méme,
ly| < 22+ 42 = ||(z,y)|| et donc |g(z,y)| < ||(x,y)|. Cette derniere inégalité étant également
valable a l'origine. Par conséquent, g est une fonction continue.

Les dérivées partielles de g égales a zéro a l'origine.

Par conséquent, si g était différentiable a 'origine, sa dérivée serait égale a zéro et on a

l9(z. 9l _
(w)=00) ||(z, )]
2 |g(x7 y)| — 1 ) . - .
Ce n’est pas le cas car pour x # 0 on a m =5 Enfin f n’est pas différentiable. Nous avons
T,y
ausst
dg v? dg .
) —_—J I =
I (.1'7 y) (12 N yg)% ) 837( >y) Szgn(y)

ce qui prouve que 22 n'est pas continu & lorigine.
ox



0.1.3 Différentiabilité, Continuité et dérivées partielles

Proposition 0.1.23. Une fonction f : U C R* — R™ est différentiable en un point

x € U alors f est continue au point x.

Démonstration. Avec les notations de la définition 3.1.14 on a h € R"

1f(a+h) = f@)l < [[Daf )] + l[Allllea(P)] < [[A]-Da(A + llaa(R)] =40 O.

[
Proposition 0.1.24. Si f est différentiable en a, alors elle est dérivable en a suivant
tout vecteur v € R™ — {0} et cette dérivée vaut D, f(v).
Démonstration. Soit v € R™ — {0}. Pour ¢ € R assez petit on a
fla+1tv) = f(a) + Do f(tv) + |[tv||au(tv) = f(a) + tDyf(v) + 0r0(t).
Cela prouve que t — f(a + tv) est dérivable en 0 de dérivée D, f(v). O

Proposition 0.1.25. On suppose que f est différentiable en a. Alors toutes les dérivées

partielles de f existent au point a et pour tout v = (vy,...,v,) € R" on a

Démonstration. Le fait que les dérivées partielles de f existent au point a. Par linéarité de D, f

on a
n

D, f(v) :Daf<zn:7}kek> ZUkD f(ex) Z k@axi< )

0.1.4 Opérations élémentaires

Théoréme 0.1.26. St f : U € R" — R™ est constante, alors f est différentiable en

tout point a € U et la différentielle en a est ’application nulle.




Démonstration. Pour tout a € U, on a f(a+h) = f(a)+0

Théoréme 0.1.27. [§]

st f: U CR"™ —= R™ est linéaire, alors f est différentiable sur U et pour tous x € U et
h e R",

Théoréme 0.1.28 (Opérations élémentaires).
Soit U un sous-ensemble de R™.Soient f : U - R™, g : U - R™ et A : U — R des
fonctions différentiables en a € U. Alors,
1. \f + g est différentiable en a, et on a :
Do(Af + 9)(h) = ADo(f)(R) + Da(g)(h).
2. de méme fg est différentiable en a, et on a :

Da(fg)(h) = g(a)Da(f)(h) + f(a).Da(g)(R).

Démonstration. Pour tout a € U, on a

1.

(f +9)(a+h) =fla+h)+gla+h)=(f(a) + Daf(h)
+ [|hlle(h)) + (g(a) + Dag(h) + [|h]|a(h))

= ([ +9)(a) + (Dof + Dag)(h) + [|h]|a(h)).

(f9)(a+h) =f(a+h)g(a+h) = (f(a) + Daf(h)
+ [Ihllec(h))-(g(a) + Dag(h) + [[A]la(h))
= (f9)(a) + (9(a) Da(f)(h) + f(a)-Da(g)(h)(h) + [|h]|a(h)).

En effet :
[Daf(R)| < I Dafl-IIPI, [Dag(h)] < 1||Dagll]-| Al




Donc

Daf(h)Dag(h) = [[Alla(h),

avec a(h)) =00

Théoréme 0.1.29 (Fonctions composée). . Soient U € R” et V € R*. Si f : U -V
est différentiables en a et si g : V — R™ est continue en f(a), alors go f : U — R™ est

différentiable en a, et on a

Da(g o f) = Df(a)g © Daf

Démonstration. Pour tout a € U, on a
fla+h) = f(a) + Daf(h) + ||hllar(h)
gla+k) = g(a) + Dag(k) + ||kl o2 (k)
(g0 fla+h) =g(f(a) + Daf(h) + ||hl[ea(h))
= g(f(a)) + Dy(a)g(Daf(h) + [[h]|cr(h))

+ 1Daf(h) + |[Allea(h)[[a(Daf(h) + [[Allea (h))

= 9(f(a)) + Dg(a)g(Daf(h)) + Dy(a)g(ar(h)) + az(Daf(h) + [|h]las(h))

Notons que :

[Dy(a)g(ar(h)] < [[IDg(a)gll]-llen(h)]] = [|hllalh)

De plus :
[ Daf (W) < [ DafIlI-]2];

ce qui implique que :

laa(Daf(h) + [[Allea ()] = ([[Daf (h) + [[Rllax ()] a(h)



avec a(h)) —p0 0

Alors
(9o f)la+h)=g(f(a))+ Ds(a)g(Daf(h)) + [|h]lcr(h)||)ex(R)

avec a(h)) —p0 0 O

0.1.5 Vecteur gradient et matrice jacobienne

Definition 0.1.30 (Ve

On suppose dans ce paragraphe que m = 1, c’est-a-dire que f est & valeurs réelles.| vecteur

Proposition 0.1.31. Pour tout a € U le gradient V f(x) est l'unique vecteur tel que

pour tout h € R™ on a

Daof(h) = (Vf(a),h)

ot pour deuz vecteurs u = (Uy, ..., Up) et v = (v1,...,v,) de R™ on a noté (u,v) le produit

scalaire usuel E UjV;.
i=1

Démonstration. C’est clair d’apreés la proposition 3.1.19. O]

On revient au cas général ou f peut étre a valeurs dans R pour n’importe quel n € N.

Definition 0.1.32 (Matrice jacobienne).
La matrice des dérivées partielles de f: U C R™ — R™ s’appelle la matrice jacobienne

ou la Jacobienne de f. On la note J¢(a),a € U , elle a n colonnes et m lignes :

0 0
%(a) %(a)
Jy(a) =
Ofm Ofm
aLml(a) afg—n(a)
Definition 0.1.33. Si la matrice jacobienne est carrée (n = m), son déterminant

Jacf = det J; s’appelle le jacobien de f.
Exemples




e Soit f: D C R*> — R donnée par f(x,y) = z*y. Alors

Ji(z,y) = (2my m2>

e Soit h : R? — R? donnée par h(u,v) = (v?v,3u). Alors

2uv 2u

3 0

Ip(u,v) =

Jach(u,v) = —3u?

e Soit v : R — R? donnée par y(t) = (2¢,t> + 1). Alors
L) = "(2 3t?)
e Jacobien du changement de variables en coordonnées cylindriques :

h(p,p,z) = (pcos p, psing, 2)

On a
cosyp —psinp 0
Jn(p,,2) = | sing pcosp 0
0 0 1
et

Jach(p, p,z) = pcos® p + psin® p = p

e Jacobien du changement de variables en coordonnées sphériques :

h(r,p,0) = (rcos@sinf, rsinpsin, r cos )

cospsinf —rsinesinf rcosycosf
Jn(r,0,0) = | singsin® rcospsin®  rsinpcosf

cos 0 —rsind



et
Jach(r,p,0) =r?cosf ( sin? @ sin @ cos § + cos? ¢ sin 0 cos 9)

—7rsinf (7“ cos? psin? @ + r sin? ¢ sin? 0)
= —r2sinfcos®f — r?sin® 0

= —r2sinf

Cas des applications a valeurs dans R™

Pour calculer la différentielle d’une application f d’un ouvert U de R™ & valeurs dans R™ |
on est amené a reproduire le méme processus calculatoire pour chaque application coordonnée
fis -y fm qui sont des applications a valeurs dans R. Considérons une application f définie sur un

ouvert U de R™ a valeurs dans R, différentiable en a € U. Pour tout h = (h4, ..., h,) € R" on a

af

Dof: heR”thax a),

La matrice jacobienne en a est réduite a une matrice a 1 ligne et n colonnes ; la relation précédente
peut aussi s’écrire

Duf(h) = Jy(a). 'h

0.2 Fonctions contintiment différentiables

Dans ce chapitre, on a commencé par définir les dérivées partielles. Puis on a dit que ce
n’était pas une notion de dérivée satisfaisante, en particulier parce que l'existence des dérivées
partielles n’implique méme pas la continuité. On a ensuite défini la notion de différentiabilité,
qui elle est satisfaisante. C’est une notion plus forte, puisque 'existence de la différentielle im-
plique en particulier 'existence des dérivées partielles. Malheureusement c’est aussi une notion
plus compliquée, alors que les dérivées partielles ne sont finalement que des dérivées usuelles. Le
but de ce paragraphe est maintenant d’introduire les fonctions de classe C!. Cela généralise la
notion connue en dimension 1. Mais le véritable intérét est que c’est une notion plus forte que
la différentiabilité, et pourtant plus simple & vérifier. Ainsi, bien souvent, pour montrer qu’une

fonction est différentiable, on montrera plutot qu’elle est de classe C* (tout en gardant & 1’esprit



que ce n’est pas parce qu'une fonction n’est pas C' qu’elle n’est pas différentiable).

Théoréme 0.2.1. [8] Si toutes les dérivées partielles de f: U C R™ — R™ existent et

sont des fonctions continues sur U, alors f est différentiable.

Cela introduit la définition suivante :

Definition 0.2.2. On dit que f: U C R™ — R™ est continument différentiable ou ( de

classe C*), si toutes les dérivées partielles de f existent et sont des fonctions continues

sur U.

Exemple 0.2.3. La fonction f : R?> — R donnée par
(z,y) — xy* + 3z

est de classe C' sur R? car

of o of B
aﬁ(x,y)—y +3 et ay(w,y)—?xy

sont existent et continues.

Exemple 0.2.4. L’application f : R® — R? donnée par
(2, y,2) = (2y® + 3z, 2%)

est de classe C' sur R?® car

of _ 5 of _ of _
83: - (y _'_370)7 ay - (ny,O) et 82 - (0722)

sont existent et continues.



Comment établir la différentiabilité d’une application de R" a valeurs

dans R?

Pour établir qu’une application est différentiable en en utilisant la définition n’est pas toujours
aisé. Tout comme pour étudier la dérivabilité des fonctions de R dans R.
Pour cela dans la pratique on peut décomposer la fonction de R dans R en sommes, produits,
quotients ou composées d’applications dont il est plus aisé d’établir la différentiabilité et utiliser

les propriétés algébriques. Et de plus on peut

Exemple 0.2.5. Montrons que l'application f de R* dans R définie par

@ sin () i) £ 00
: i (5.0) = (0,0,

flz,y) =

est différentiable sur R?, mais n’est pas de classe C* sur R? n’est pas

e Si (z,y) # (0,0) on a f est différentiable comme composé fonctions différentiables, et on a

1

of ' . T CoS ( Tﬂﬂ)
——(z,y) = 2xsin -

O vVt +y? Vot +y?

1

TP A T W )
—(x,y) = 2ysin - :
dy Va2 +y? Va2 +y?

e Si (z,y) = (0,0) on a

0 0:0) = fi T2
_ o Bsin(1/[h) =0
h—0 h

= }lll_r)r(l)hsm(l/]h]) = 0.

Similaire on trouve

of
5,00 =0

on a les dérivées partielles existent sur R?. De plus les dérivées partielles au point (0,0) sont



continues alors f est différentiable (z,y) = (0,0).

Donc f est différentiable sur R?. Mais si (z,y) # (0, 0) les dérivées partielles ne sont pas continues.

En effet 2 (z,0) = 2z sin (1/|z|) — sign(z) cos (1/|z|) . Alors f mais n’est pas de classe C* sur R?

0.3 Fonction de classe C*

Notion de dérivées d’ordre supérieur

k un entier naturel non nul.

Definition 0.3.1. Soient f une application d’un ouvert U de R™ a valeurs dans R™ et

1. On dit que f est de classe C* si f est k fois différentiable et si Dy f est continue.

2. On dit que [ est de classe C™ si elle est de classe C" pour tout r € N*.

Si les fonctions dérivées partielles admettent elles-mémes des dérivées partielles, ces dérivées

sont appelées dérivées partielles secondes, ou dérivées partielles d’ordre 2, de f . On peut, de la

méme fagon, introduire les dérivées partielles d’ordres supérieurs.

o°f
ox?
o0 f
oxdy
0 f
0yox
0 f
oy’

Definition 0.3.2. Soit la fonction f : U € R?> = R ou U est un ouvert de R%. On a 2

dérivées partielles d’ordre 1 et donc 4 dérivées partielles d’ordre 2 ainsi notées :

o (0f
=550
o /0f
=3 (ay)
o /0f
=3 (as)

o 0f
=5, (5

Exemple 0.3.3.

Considérons f (z,y) = ze "’




Nous calculons des deux dérivés de premier ordre.

fo(z,y) = eV — 2%P2e™V

2

fy (@.y) = —2yate ™",
Maintenant, calculez les deux dérivées partielles mixtes du second ordre

fay (2, y) = —2yx2e_‘£2y2 — 4x2ye_””2y2 + 4x4y3e_”ﬂ2y2 = —6x2ye_3”2y2 + 4:}@“{7J3e_$2y2

fye (2,y) = —6yxle "V 4+ dyPrte Y.

Lien entre dérivées partielles et différentielle d’ordre 2

La différentielle de f : U € R® — R™ en a € R™ est une application linéaire de R™ dans R™

est s’exprime a l'aide des dérivées partielles de f par
D,f:heR"— hi—(a),
/ g 72, (@

La différentielle d’ordre 2 est donnée par

n n an
D*f - R" x R™ ki ———(a).
2f (k) ER® X R™ 5 > ) hik; S, (a)

i=1 j=1



Théoréme 0.3.4. [1] [Théoreme de Schwarz|
Soient f une application d’un ouvert U de R™ a valeurs dans R™ et a € U.
0 f 0 f

8xi8xj ct E)x](%z

1. Si pour (i,7) € ({1,...,n})?, les deux dérivées partielles

des applications continues en a € U alors

(=2 )
8:16,093]- N 8:17]3931

2. Si Uapplication f est de classe C? sur U alors pour (i,j) € 1,....,n* on a

9% f 9% f

va € U’ 8902(%] a) B 83:]8% CL)

sont

Exemple 0.3.5.
Considérons f(z,y) = cos (2x) — z%e’ + 3y*

Nous calculons des deux dérivés de premier ordre.

fe (z,y) = —2sin (2z) — 22e”

fy (z,y) = —52%e” + 6y
Maintenant, calculez les deux dérivées partielles mixtes du second ordre

fee = —4cos (2z) — 2e”
foy = —10z€” = f,,

fyy = —252%™ + 6

et donc le théoreme de Schwarz a été vérifié pour cette fonction.

Exemple 0.3.6.

22 a2

Considérons f(x,y) = f(x,y) = $y$2+zg-

Nous calculons des deux dérivés de premier ordre si (x,y) # (0,0).

8f( ) ot 4a?y? — oyt
—I\Xr pr—
9: Y TV Ty ey




et :

ﬁ( - gt + day? — 2t
ay T @y
Au point (0,0) on a

of _,_9f

On en déduit que f est de classe C sur R%. On va prouver que f ne peut pas étre de classe C?

en niant le théoréeme de Schwarz. En effet, on a

Pf 0.0y 20 =500 _
oyox y ’
oxoy x o

Les deux dérivées partielles croisées n’étant pas égales, la fonction ne peut pas étre de classe C*

sur R2.

Proposition 0.3.7. [1] Soit f une application d’un ouvert U de R™ a valeurs dans R™

et k € N* . Si toutes les dérivées partielles d’ordre k de f sont continues sur U alors

Uapplication f est une application de classe C* sur U.

Cas des applications a valeurs dans R

Definition 0.3.8. Soit f une application définie sur un ouwvert U de R™ a valeurs dans
R, supposée deux fois différentiable en a € U. La matrice hessienne de [ en a est la

matrice définie par :

0 f " 0 f (a)
81’181’1 8$18(En
Hf(a) =
02 f 02 f

07,071 (a) - 02,0T, (a)




