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Introduction

Je mets entre les mains de nos étudiants de mathématique 3éme année LMD ce document
de géométrie différentielle tout en éspérant qu’il sera pour eux un aide et un outil de base.

Notre objectif est de faire comprendre aux étudiants de 3éme année LMD les concepts de
la géométrie différentielle et le calcul différentiel sur les sous variétés réelles par des méthodes
simples et logiques.

Pr Mustapha Djaa
Professeur de mathématiques
Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane.
Mai 2017

A tout chercheur de la vérité.

Pr Mustapha Djaa 2017




Chapitre 1

Espace Vectoriel Normé

1.1 Définition et propriétés d’une norme

Définition 1.1.1. Soit E un esapce vectoriel sur le R ou C. Une norme sur E est une
application

N:E — R+
r +— N(x)

vérifiant les conditions suivantes :

1. Nz)=0&2=0

2. N(A\x) = |A|N(zx)

3. N(z+y) < N(x)+ N(y)
oux,y € E et A€ R ouC.

Proposition 1.1.1. Si N est une norme sur un espace vecoriel E, alors pour tout x,y € E
on a

S
A IA
=2
S
_I_
s
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1.1 Définition et propriétés d’une norme 5

Preuve on a :

N(z) = N(z+y-y)
< N(z+y)+N(-y)
< N(z+y)+ N(y)
d’ou
N(z) = N(y) < N(z +y) (1.3)
de la méme fagon on obtient
N(y) — N(z) < N(z +y) (1.4)

des équations (1.3) et (1.4), on obtient
—N(z+y) < N(z) = N(y) < N(z +y)

donc
IN(y) = N(z)| < N(z +y)

La formule (1.2) est obtenue en remplagant dans l’équation (1.1) la variable y par —y. =

Exemples 1.1.1. :

1
N: - R"
r=(r1,...,x,) — N(x) 28171211113\ZUZ|
2
N: — R" .
T = (T1,., Ty) N(x)=Z|Iz|
i=1
3

N:C[a,b] — R.,_
b
= = [ Il

ot Clap) = {f : [a,b] = R;continue} désigne l'ensemble des fonctions continues sur
[a, 0]

Remarque 1.1.1. La démonstration du troisieme exemple nécessite le lemme suivant

Lemme 1.1.1. Si f : [a,b] — R, est une fonction continue, alors :
b
/ f)dt=0= f=0.
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1.1 Définition et propriétés d’une norme 6

Preuve Démontronstration par la négation.

Soit f : [a,b] — R, une fonction continue non nulle. Il existe alors = €|a, b tel que

f(z) > 0.
En vertu de la continuité de la fonction f, pour 0 < & < f(x), il existe n > 0 tel que
]1’ —77735"’77[ - ]avb[a

Vy€lx —nx+nl : fly) >e¢

d’on

b z—n a+n b
t)ydt = t)dt t)dt t)dt
[ = [ sars [ g [ g
a+

7
> f(t)dt
a—n
a+n
> / edt
a—n
> 2em
> 0.
]
Exemple 1.1.1. Soit p € [1,+o0[, on pose
N, :R" — Ry
n 1
T = (21, wn) > Ny(z) = [Z |xi|p]p
i=1
N est une norme sur R". La démonstration repose sur les lemmes suivants :
Lemme 1.1.2 (Inégalité de Holder). Soient p,q € [1, +o00| vérifiant % + % =1 (% =1- %),

alors pour tout x,y € R™ on a :
D lallysl < Nyp(x)Ny(y)
i=1

Lemme 1.1.3. Soient a,b € Ry, alors pour p,q € [1,+0o0[ tels que % + % =1lona:

a? bl
ab < — + —
p q

Preuve Du Lemme 1.2.1
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1.1 Définition et propriétés d’une norme 7

Soit k €]0, 1], on pose :
fk : [17+OO[ - R+
t o= fult)=k(t—1)—t"+1
La fonction dérivée de f; est donnée par

1
k—1
on déduit que f;, est une fonction croissante sur [1, +oo[. Pour ' > b > 0 et k = }D, on obtient

/

f%(%) =

p p
a v 1,01
AN (oA
p q
En posant a’ = a? et b/ = b%, on obtient :
ppa
4z > ab
p q

Preuve Du Lemme 1.1.2

Soient = (21, ....,x,) € R" et y = (y1, ..., ¥o) € R” non nuls. Du Lemme 1.2.1 on a
| |yl |z il
Np(w) Ny(y) = pNp(x)P N, (y)?

par sommation sur l'indice 7, on trouve

@il i I ¢ L 5
< — |z;|P + |y
Np(@ Nq(y) pr(x)p ; qu(y>q zz—l:
< Np(x)p Nq(y)q
o pr(x)p qu(y)q
1 1
< —4-
p g
<1

d’ou l'inégalité de Holder

n

> lzillyil < Np(x).N(y)

=1
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1.1 Définition et propriétés d’une norme 8

Proposition 1.1.2. Inégalité de Minkowsky.

Pour rout x,y € R", ona :
Np(z +y) < Np(z) + Np(y)
Preuve De La Proposition 1.1.2

N)(x+y) = Z]xmLyi\p
i=1

D (il + Dl + gl

i=1

Z il s + ysP Z lyill i + P~
i=1 i=1

n n
< Y fllad + 3 luill<
=1 =1

ou z = (|$1 + y1|p_1, ---- 5 |xn + yn|p_1>‘

IN

IN

En utilisant I'inégalité de Holder, on obtient
Né’(f +y) < Np(x).Ny(z) + Np(y)-Ny(2)

< :Np(JT) + Np(y)_ N, (2)
= :Np(m) T Np(y): : Z |z; + yil(p—l)q] 7
- :Np(x) +Np<y): | Z |mi+yi|pr ? <(p— 1)g =P>
< :Np(x) + Np(y): . :N}f(x n y)} .
d'otl
Nﬁfg(ery) < Ny(@)+ N,(y).
Np(x + Z/) < Np($> + Np(y) ) (p — g — 1)

De I'inégalité de Minkowsky on déduit la proposition suivante

Proposition 1.1.3. Soit p € [1,+o0[, alors
N,:R* — R,

= (z1,....r,) — Ny(z)= [im'p];
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1.1 Définition et propriétés d’une norme 9

est une norme sur R™.

Définition 1.1.2. Deux normes Ny et No sur un espace vectoriel E, sont dite équivalentes
sl existe deux réels positifs m, M > 0 tels que pour tout x € E, on a

m.N1(z) < No(x) < M.Ny(z)

Exemple 1.1.2. Sur R™ on considére les normes :

Ni(z) = Zm"

No(z) = max |z

Soit x = (1,...,x,) €ER", on a :

n
max |z;| < Z |z;| < n. max |x;|
1<i<n p 1<i<n

d’ot
No(z) < Ny(x) < n.Ny(z)

Ny et Ny sont équivalentes (icim =1 et M =n).

Exemple 1.1.3. Sur Cjo1) = {f : [0,1] = R; continue}, on considére les normes

Ni(f) = IIfllh = / F()dt
Noolf) = | floe = max |(2)

0<t<1

on a :

N(f) = = / o

/0 Noolf)t
Noolf):

IA

Soit la suite de fonction definie par

_[o, si xel0,1—1]
f”(x)_{n(:c—l—l—%) si xell—=1 1]

oun € Nx. On a

1. f, € 6[071]
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1.2 Application Continue 10

2. fn est une fonction croissante

4.
! 1
5 = [ =14 e
1—1 n
n 1,71
= |—(x—1 _2]
[Q(x +n) 1-1
1
2
pour M > 0 il existe n > M et on a :
M 1
M.Ni(f,) = — < = < Noo(fn
1(fn) on < 9 < (fn)

ce qui montre que N1 et Ny ne sont pas équivalentes.

1.2 Application Continue

Définition 1.2.1. Soient (E1, Nq) et (Ey, No) deux espaces vectoriels normés. Une application
f (B, N1) — (Ey, Ny) est dite continue en xog € Fy si

Ve>0, dIn>0; (xe€kE) Nix—x9)<n = Nof(x)— f(zo)) <e
Si f est continue en tout point x € E, on dit alors que f est continue sur E.
Définition 1.2.2. Soient (Ey, Ny) et (Ey, No) deux espaces vectoriels normés. Une application
f (B, Ny) — (Ey, Ny) est dite uniformément continue sur Fy si

Ve>0, In>0;, (zr,y€E) Nlz—-y)<n = N(f(z)—fly) <e.

Remarque 1.2.1. Toute application uniformément continue est une application continue. La
réciproque n’est pas toujours vraze.
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1.2 Application Continue 11

Exemple 1.2.1. Soient By = R?, Ni((z,y)) = |z| + |y|, Es = R, Ny(x) = |z| et

Fi(R%EN) — (R N,)
(z,y) = fl(z,y)=2+y

sie >0 on prendn = ¢, alors pour (z,y) € R* on a

Ni((z,y) = (o, 0)) <n = No(f((z,9)) — [((z0,%0))) = |z — 20 + y — wo|
= No(f((7, ) — f((z0,%0))) < |z — 20| + |y — w0l
= Na(f((7,9)) — f((z0,90))) < Ni((2, ) — (w0, %0))
= Nao(f((z,9)) = f((z0,90))) <e.

Exemple 1.2.2. Soient £y = E; =R, Ni(z) = Na(z) = |z].

f:(R,N) — (R, Ny)

v = f(r) =2

est une fonction continue non uniformément continue, en effet

No(f(x) = f(y) = [f(x) = f(y)]

|z? — 4|

= |z +yllz -yl
= |z +y|Ni(z —y)

Comme
lim |z +y|=+o0

T,y——+00

on déduit que f n’est pas uniformément continue.

Soit E un espace vectoriel de dimension fini n. Si (ey, ..., €,) est une base de F, on pose
Nao(r) = i [z (15)
1=

oux =X xe; € L.

Lemme 1.2.1. §i N est une norme sur E alors il existe M > 0 tel que pour tout x € E on a

N(x) < M.Ny(x).
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Preuve On a:

N(z) = N(Z Tie;)

n

< > |l N(e:)
i=1
< ms , .
< max |4 ZlN(el)
< M.ufixa
< M.Ny(z)
ou M = Z?:l N(@l) |

Proposition 1.2.1. Soient E un espace vectoriel de dimension fini n et (ey, ..., e,) une base
de E. Si N est une norme sur E alors

N:(E, Noo) — (R,].])
xr — N(x)
est une application continue.

Preuve De la Proposition 1.1.1 et du Lemme 1.2.1, on obtient
IN(z) = N(y)| < N(z —y) < M.Nw(z — y)
d’ott N est uniformément continue donc continue.
m

Proposition 1.2.2. Soient E un espace vectoriel de dimension fini n et (ey, ..., e,) une base
de E. Si N est une norme sur E alors

R L) — (E,N)

x=(x1,..x,) — T=f(x)= ixiei
i=1

est une application continue.

Preuve

N(f(z) = fly)) = NE -7

n

Z |25 — yi| N (e:)

=1

< ms . ,
< max|z; yz|2N(ez)
< M|z -yl

IN

ot M =37 N(e;). Ainsi f est application uniformément continue donc continue.
]
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1.3 Application Linéaire Continue 13

Théoréme 1.2.1. Soient E un espace vectoriel de dimension fini n et (eq,...,e,) une base
de E. Alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

Preuve Soient N une norme sur F et S = {z = (z1,...x,) € R"; ||z]l« = 1} la boule
compacte de R™. De la Proposition 1.2.2 on déduit que

S=f(S)= {x = zn:xiei) €E; Ny(z)= 1}

est compacte dans E (voir le cours de topologie : espace metrique et continuité). Utilisant la
continuité de l'application N (Proposition 1.2.2), N admet un maximum et un minimum sur

S ie.

Ja,b € S; N(a)=inf N(z) >0, et N(b)=supN(x)>0

z€S z€S

VreS: N(a)<N(z)<N(>b)
Soient m = N(a), M = N(b) et z € E*, on a :

r = Neo(2) es
N(a) < N(z) < N(b)
m < Ny <M
N(z)
m < N (2) <M
m.Neo(2) < N(z) < M.Ny(2)

Ce qui montre que N et N, sont équivalentes sur F.

1.3 Application Linéaire Continue

Proposition 1.3.1. Soient (E, Ng) , (F, Nr) deuz espaces vecoriels normés et f : E — F
une application linéaire, alors f est continue si et seulement si

Ve >0; dn>0 telqueNg(x —y)<n = Np(flr—y))<e
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1.3 Application Linéaire Continue 14

Preuve La preuve découle immédiatement de la linéairité de f et la définition de conti-
nuité des applications.

Ne(f(z) = f(y)) = Ne(f(z —y))

Théoréme 1.3.1 (Caractérisation d’'une application linéaire continue). Soient (E, Ng) ,
(F,Np) deuz espaces vecoriels normés et f : E — F wune application linéaire. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E

2. f est continue en 0 € E

3. f est bornée sur la boule unité B,y = {r € £; Ng(z) <1}
4. f est bornée sur la sphere unité Sy = {x € E;  Ng(z) =1}
5. (3IM >0); (VezeFE): Np(f(r)) < M.Ng(x)

Preuve On démontre le cycle fermé (1) = (2) = (3) = (4) = (5) = (1)
(1) = (2) est obtenue par définition de la continuité.
2 = ()
On suppose que f est continue en 0 € F. Soit € > 0 il existe n > 0 tel que :
(Ne(z = 0) = Ng(z) <n) = (Ne(f(z) = f(0)) = Ne(f(2)) <e¢)
Si z € Bg,), on pose x = & alors Ng(z) = Ng(%) <% <netona

Ne(f(2)) = NF(f(%I)) - %NF<f<x>> < %

donc [ est bornée sur B,y
3) = (4)
Puisque S(o,1y € B(o,1) et f bornée sur B(g ) on déduit que f bornée sur S )
(4) = (5)

Si f est bornée sur S 1) alors il existe M > 0 tel que Np(f(x)) < M pour tout & € S(o1).

Soit € E* on a 55— € S(o,4) et

=

X

~—

(x

Ne(f(x)) = Ne(f(

2)) = Np(@)Np(f(5

E(m))) < M.Ng(z) (1.6)

)= 1)

Pr Mustapha Djaa 2017




1.3 Application Linéaire Continue 15

De la formule (1.6) on obtient

Nrp(f(x) = f(y)) = Ne(f(z —y)) < M.Ng(z —y)

Ce qui montre que f est une application uniformément continue, donc continue.
]

Théoréme 1.3.2. Soient (E, Ng) , (F, Nr) deux espaces vecoriels normés et f : E — F une
application linéaire. Si E est de dimension finie alors f est continue.

Preuve Soit (eq,...,e,) une base de E, pour x = ¥;x;¢; € E on pose

Ny(z) = sup |z

1<i<n

D’aprés le Théoréme Thl1.1.0, il existe m, M > 0 tel que m.Ng(x) < Ny(z) < M.Ng(x). On
a

Np(f(z)) = SxiNp(f(e))
< [ZiNF(f(ei»] Noo()
< [SiNp(f(e)|.M.Np(2)
ou M= MY;Np(f(e;)). D’apres le Théoréme 1.3.1 on déduit que f est continue. "

Théoréme 1.3.3 (Caractérisation d’une application multilinéaire continue). Soient (E, Ny), ..., (E, N,)
, (F, Np) des espaces vecoriels normés et f: E = Ey X ... x E, — F une application multi-
linéaire. Les conditions suitvantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E

2. f est continue en 0 € E

3. [ est bornée sur la boule unité By = {r € E; Ng(z) <1}

4. f est bornée sur la sphére unité Sy = {x € E;  Ng(x) =1}

5. (3M >0); (Vo= (x1,.....,xp) € E):  Np(f(z)) < M.Ny(x1)No(z2)....Np(xp)

ol
Ng(x) = sup N;(x;)

1<i<n

On suppose que f est bornée sur S 1) i.e.

(HM > 0), (\V/LL’ c 5(071), NE<LL’> = 1) = NF(f(LL’)) < M.
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1.3 Application Linéaire Continue 16

Soit © = (x1,....,xp) € E, 8"l existe i € 1,...,p tel que z; = 0 alors (5) est trivialement
verifiée. On suppose que z; # 0 (i = 1,...,p), alors z = (%, s %) € S(,1) et on a
M o> Ne(f(2)
T Tp
> N .
= F(f«Nl(xl) Np(xp))))
1
> N x
NiGen) - Nylay) )
d’on
Np(f(z)) < M.Ny(x1)....Np(z)p)
(5) = (1)

On le démontre pour n = 2. Soit (x,y), (h,k) € E = Ey x E,, on a

fl+hy+k) = [z, 9)+ f((z, k) + f((hy) + [(h,F))

Ne(f((x +h,y+ k) = f((z,9) = Ne(f((z,k))+ f((h,y)) + f((h k)))
M(N1 (2)Na(k) + N1 (R)Na(y) + Nl(h)Nz(k)).

IN

Si Ni(h) < 1et Ny(k) <1 alors Ng((h,k)) <1 et

Np(f((z+hy+k) = f((z,9) < M(Ni(2) + Na(y) + 1)Ne((h, k).

Pour € > 0, il existe n < min(1

T el aue
Ng((h,k)) <n = Np(f((z+hy+k) = f((z,y) <e
d’out la continuité de f en (z,vy). =

Exemples 1.3.1. :

1. frx=(x1,...,2,) ER" = f(x) = x129...5, ER

2. Soient f : (E1,N1) = R et g : (F2, No) — R deuz applications linéaires continuent,

alors h = f®gqg: (x,y) € By x By — h((x,y)) = f(x)g(y) € R est une application
bilinéaire continue.

8. f:(r,y) eR® = f((v,y)) = ary € R
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1.4 Espace des applications linéaires 17

1.4 Espace des applications linéaires

Soient (£, Ng) et (F, Nr) deux espaces vecoriels normés sur R. On pose
L(E,F)={f:FE — F;linéaire continue}
alors L(E, F') est un espace vectoriel normé sur R, muni de la norme

Ifll = sup Np(f(z))

Ng(z)<1
D’aprés la continuité de f on déduit que
Np(f(z)) < [IfIINg(x), Vo e B

Si||f]l=0etze E* alors

) <|fl=0
on déduit que f(z) = 0 et parsuite f = 0.

Proposition 1.4.1. Soient (F1, N1), (Ey, N1) et (F, Np) des espaces vecoriels normés sur R.
Si f € L(E1, Ey) et g€ L(Es, F) alors go f € L(E, F) et on a

lg o £Il < llglllLf]

Preuve En effet d’apés la continuité de g et f, si x € E; alors

Np(go f(x)) < [lgllN2(f () < llgllllfIN1(=)

1.5 Espace de Banach

Définition 1.5.1. Soit (E, ||.||) un espace normé. Une suite (x,), C E est dite convergente
vers v € I si

lim ||z, —z||=0
n——+00

i.€.
(Ve >0), (InoeN): (Yn>ng), |x,.—z|<e

Définition 1.5.2. Soit (E, ||.||) un espace normé. Une suite (x,), C E est dite de Cauchy si
(V& > 0)7 (EInO € N) : (vpvq > nO)a ||xp - xt]” <e

Proposition 1.5.1. Soit (E, ||.||) un espace normé. Alors toute suite (z,), C E convergente
vers © € E est une suite de Cauchy (la réciproque n’est pas toujours vraie).
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Preuve Soit ¢ >0), (IngeN): (Vn>ng), |z, —2[ <3 dou
(p:q = n0) = |[zp — gl < llzp — 2| + [Jlzg — 2| <e
"

Contre-Exemple 1.5.1. (Q, |.|) est un espace normé sur Q, il existe une suite (x,), C Q qui
converge vers v/2 dans R, alors (x,), est une suite de Cauchy dans (Q,|.|) non convergente

dans (Q, |.]).

Définition 1.5.3. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||.||) complet (i.e
toute suite de Cauchy dans (E, ||.||) est convergente dans (E, ||.||)).
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Chapitre 2

Applications differentiables

Dans la suite, les espaces vectoriels normés sont considérés de Banach.

2.1 Différentiabilité

Définition 2.1.1. Soient (F,||.|g), (F,||.|F) deux espaces de Banach et U C E un ouvert
de E. Une application f : U — F est dite différentiable en a € U, si il existe une application
linéaire L : E — F' telle que

lf () = fla) = L(z — a)l[r

-0
lz—a]l 5—0 |z —allg
ou h L(h
lim | f(a+h)— f(a) = L(h)|F _0
Il 5 —0 7] &
On note

D,f=L:E—F

Proposition 2.1.1. Soient (E,||.|g), (F,||.||r) deuz espaces de Banach et U C E un ou-
vert de E. Si f : U — F' est une application différentiable en a € U, alors f est continue en a.

Preuve De la définition de la limite

L If e B = fla) = L(B)lr

=0
Il 5 —0 7] &
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pour1>5>()ilexiste0<n<mtelque

[f(a+h) = f(a) = L(R)||r <ellh]g,
d’ou
[fla+h) = fla)llr < [L(A)|r+cllhle
ILI7] 2 +ellhllz
(1L + ) |7l e

LI+ DAl
E.

A

VANVANRVAN

Exemple 2.1.1.
f:R — R?
r — (2,27

Si Ni(x) = |x| désigne la norme sur R, Ny((x,y)) = maz(|x|, |y|) désigne la norme sur R et
g Uapplication linéaire continue définie par

g:R — R?
h +~— (h,2x.h)
alors
_ No(f(x+h)— fx) —g(h) . No((z +h, (x + 1h)?) = (z,2%) — (b, 22.h))
lim = lzm|h|_>0
|h|—0 |h| |h|
, No((0,7?))
p— l ———————————
lz'm|h|_>0]h]
0.

Exemple 2.1.2. 57 f : U C R — R est une fonction dérivable en a € U, alors f est
differentiable en a et on a :

D.f:R — R
h s Do(h) = f(a).h

Définition 2.1.2. Soient (E, |.||g), (F,||.||r) deuz espaces de Banach et U C E un ouvert de
E. Une application f : U — F est dite différentiable sur U si et seulement si elle differentiable
en tout point x € U.

On note

Df:U — L(E,F)
t = Df(z)=D,f
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Définition 2.1.3. Soient (E,||.|g), (F,||.|F) deux espaces de Banach et U C E un ouvert
de E. Une application f : U — F est dite continuement différentiable ou de classe C* sur U
si elle vérifie les conditions suivantes :

1. f est differentiable sur E.
2. Df:U — L(E,F) est continue sur U.

Exemple 2.1.3.
fR* - R?
(z,y) = f((z,9) = (& —y,y°)
De la définition 2.1.1, on déduit que f est differentiable sur R* et on a :

Dyl R — R
(h,k) = Dy f((h, k)= (h—k,2yk)

o ‘ . -1
est une application linéaire de matrice associée [ 0 2y ]

Si ||(z,y)|| = maz(|z|, |y|) désigne la norme sur R?, alors

D@y f — Dap fll = |h|8‘1§><1 D) f(hs k) = Diapy f(h, k)|

= sup |[(h—Fk,2yk) — (h — k,20k)|
Ih,|k|<1

= sup [[(0,2(y —b)k)|

Ihlk|<1

sup 2|y — b|k|

Ik|<1

= 2|y — b

< 2||(z,y) — (a,b)]|

d’ot Df est une application uniformément continue, donc f est de classe C*.

Théoréme 2.1.1. Soient (E, ||.||1), (F,||.|r) deuz espaces de Banach et ||.|o une norme sur
E. Si||.]1 et ||.||2 sont équivalente alors toute application differentiable de f : (E,|.|1) —
(E)||.||) est une application differentiable de f: (E,||.||2) = (F,||.||r) et inversement

Preuve Soient 0 < m < M tels que m||.|[; < [|.]]la < M||.||1, on a

1f(z+h) = f(@) = De(Wlr _ [If(z+h) = f2) = De(Wllp _ [If(z+ 1) = f(2) = Da(B)l[r
M[h]; B 17212 - ml|hlly

Théoréme 2.1.2. Soient (E,|.||g), (F,||.]l1) deux espaces de Banach et ||.||a une norme sur
F. Si|.]x et |.]|2 sont équivalente alors toute application differentiable de f : (E,|.|g) —
(F)||.]|1) est une application differentiable de f: (E,||.|r) = (F,|.||2) et inversement
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Preuve Soient 0 < m < M tels que m||.|[1 < [|.]]la < M||.||1, on a

mlf@+h) = f@) = D)1 _ [f(e+h) = f@) = Da(h)|l2 o M||f(x +h) = f(x) = Da(h)[ln

17 2 N 17 2 - ip

Théoréme 2.1.3. Soient (E, ||.||g), (F,||-llr), (G, ||-|l¢) des espaces de Banach, U C E (rep
VCF)ouertde E (repF). Sif:UCE—=V CFetg:V CF — G sont differentiable

ena €U etb= f(a) € V respectivement, alors go f est une application differentiable en a et
Dag © f = Dbg © Daf
Preuve Soit

A(x) = llgo f(z) —go fla) = Dogo Duf(x —a)llc.

lg(f(z)) = g(f(a)) = Dog(f(z) = b)llc + [ Dog(f(x) = b) = Dog(Daf(z — a))llc
lg(f(2)) = g(f(a)) = Dog(f(x) = b)llc + [ Dugll|[ f(2) = b= Daf(z — a)lla

IA A

De la differentiabilité de f en a, pour € > 0 il existe n > 0 tel que

o alls < = D=L <y gy o
d’ou
Alr) 9l @) = g(f(@) = Dig(F(x) =)lc , [Dsglllf (x) b~ Duf(x —a)|
lz—alz = Iz —alls Jz—alls
= (@) = 9(f(@) = Dyg(f(x) = B)lle | f &) = FB) 1
= 1f () = F )l = —alls
Dl () =b = Duf(a —a)|lr
Iz —all
lg(f () = 9(f(a)) — Dyg(f(z) = b)llc
< (IDafll +e) 17 (@) = F®)][x
+|| Dy 17(z) = lﬁ;_D;ﬁx = a)lr

De la continuité de 'application f en a (i.e. (||x — a||lg — 0) = (||f(x) — b|]|[r — 0)), on
déduit
Aw)

1m —_— =
lz—alz—0 ||z — al|g
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Propriétés 2.1.1. Soient (E,|.|g), (F,|.||r) des espaces de Banach, f : (E,|.||g) —
(B |l7) et g: (B, |||lg) = (F,||.||r) deuz applications differentiables en x € E, alors

1. f+ g est une application differentiable en x et on a : D.(f +¢g) = D.f + D.g.
2. Si A € R alors \f est une application differentiable en x et on a : D Af = \D, f.

Exemples 2.1.1. :

1) Si f:(E,|.|lg) = (F,||.|lr) est une application linéaire continue, alors f est differen-
tiable telle que D, f = f.

2) Soient (E,||.|g), (F,||.||r) des espaces de Banach et f : (E x F,|.||) = (G,||.||lg) une
application bilinéaire continue, alors f est differentiable et sa differentielle est donnée par
L:Df(a,b):EXF — G
(h,k) = Dfay((h k) = L((h, k)) = f((h,b)) + f((a, )

ot ||(h, k)| = sup(||h||g, ||k|| 7). En effet L est une application linéaire continue

L((h,k)+ X', KE)) = L((h+ M0 k+ M\K))

= f((h+AW.0)+ f((a,k + \K))

= f((h,0)) + Af((R,0)) + f((a, k) + Af((a, k')
= AL((h,k))+ AL((IW,K")).

la continuité de L est une consequence de la continuité d f, de plus

[f((a+h,b+k) = fla,b) = L(h, k)l = [If((hk))lc
< [IflIAlelkllF
< (I (h, B)[®

d’ou
i M@t h b+ k) = fla,b) = Lk, K)lle _
1(hyk)[—0 (R, K)|

3) Soient (Exv, ||-||11),--s(En, ||-[n), (F,||.||r) des espaces de Banach et f : By X...x E,, — F)
une application n-linéaire continue, alors f est differentiable et sa differentielle est donnée
par

4) M, (R) désigne l’espace des matrices carrées d’ordre n.

f:M,(RVE; — M,(R)
X - X™
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Dxf((H)) =) X"'Ax™

i=1

(Remarque : le produit des matrices n’est pas commutatif).

5) Soit (E,< . >) un espace de Hilbert sur un corps K, alors

fExE — K
(r,y) = <mzy>

est une application differentiable telle que

Dy f((h k) =<z, k >+ <hy>

2.2 Différentielle partielle

Soient (E1, [|.|[1)s--s(En, ||-|ln), (F,]]-]|#) des espaces de Banach, on désigne £ = Ey x...xX E,
I’esapce de Banach produit muni de la norme

[(z1, .oy znlle = sup [|z];
1<i<n

Pour ¢ € {1,...,n}, on note P; la iéme projection et u; la iéme injection définies par :

E

Z;

P FE

r=(T1,...,Tp)

=

_>
}_>

y — (0,...,y,...,0)

Propriétés 2.2.1. :

1. V1<i<n) Powu;=Idg

: 0 sii

Z?:lui OPi = IdE

. B, est une application linéaire continue donc différentiable.

S

co

SIS

u; est une application linéaire continue donc différentiable.
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Théoréme 2.2.1. Soient (Ey, ||.||1),---,(En, ||-]ln), (F,||.||F) des espaces de Banach. Alors
f:UCF — E; x .. xE, estdifférentiable si et seulement si pour tout i € {1,...,n}
P;o f:U — E; est différentiable.

)

Si on note f; = P;o f, alors

D,f = ZH:UZ oD,f;
i=1

ouzxr eU.

Preuve Si f est différentiable, alors d’apreés le théoréme de la composition des applica-
tions Théoréme 7?7 on déduit que P; o f est une application différentiable.

Inversement, si P;o f (1 < i < n est une application différentiable, d’aprés les propriétés
2.2.1 on déduit que f =" ,u;0P;o f = Idg o f est une application différentiable.
[

Exemple 2.2.1.
f:R — R?
v (2% e, sin(z))
On a
fi=Piof(zx)=2a’, fo=Pof(z)=e" fs=Psof(x)=sin(z)

sont des fonctions différentiable, donc f est une application différentiable et

3
D,f(h) =Y u;o Dyfi(h) = (32°.h,e".h, cos(x).h)
=1

Définition 2.2.1. Soient (E1,||.||1),--(En, ||-lln), (E,]-]|r) des espaces de Banach, U un
ouvert de E = Fy X .... X E,. On dit qu’une application f : U — F admet une différentielle
partielle par rapport o iéme variable z; en a = (ay, ....,a1), si Uapplication

i = f((ay, i1, T, Qg e Gn))

est différentiable en a; (1 <i <mn). On note alors

of
a) = Da' i
Proposition 2.2.1. Soient (Ey, ||.|[1),---,(En, ||-][n), (E,].||F) des espaces de Banach, U un
ouvert de B = Ey X ... x E,. Si f: U — F est une application différentiable a = (ay, ....,a1)
alors pour tout v = 1,...,n, f admet une différentielle partielle par rapport a la ieme variable
x; et on a

D.f = a) o bP;
ou P; désigne la ieme projection.
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Preuve Soit ¢ € {1,...,n}, on pose

xT; +—r (al, i1, Ly Qg ]y eeey an)

L; est une application différentiable telle que D, L; = u;. On a

g = fol;
Daigi = Daf o DaiLi
= Dafoui

Dy,gio Py = Dyfoujob,

d’oi

Za%(a)opi = ;Daigiopi
= iDafouiolji
=1

= Dafozn:uiopi
=1

= DafO]dE
= D,f

Exemples 2.2.1. :
Ex1)

FRZ=RxR — R
(z,y) +— 2x%+sin(27y).
Au point a = (1,1), on a

g:R — R
v o~ f(z,1) = 22"

g :R — R
y — f(l,y) =2+ sin(2my)

Dygy :%(a) R — R

ox
h — 4h.
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Digy = %(a) R —- R
k — 2nk
d’ot

0 )

@)+ S @®) = ah+2(1 4wk
= (4,2m) ( Z )
= D.f(h, k)

Ez2)

f:R*=R*xR* — R?
(z,y,8,t) — (22° 4" + 5,50+ ty).

Au point a = (1,1,0,1), on a
g1 IRZ — R2
(r,y) = flz,y,0,1) = (22 +e,y).
¢ R? — R?
(s,t) = f(L1,st)=(2+¢ +s,5+1)

on note X = (z,y) et y = (s,t)

COf e 2
Dlgl—a—X(a).R - R
(k) = (4h,k).
Dlgzz—f(a):R —- R
oY
W) > (W +ek I +k)
h
AT N / / / no__ 4 01 e k
D.f(h,k,h k)= (4h+h' +ek' k+h +k)_(0 11 1). Y
%
d’ot of of
Daf(h7kah7k;):a_X(a)(hak)+a_Y(a>(hvk)
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Ez3) Soient Ey, Ey, F, G des espaces de Banach, f : Ey x Ey — F une application
bilinéaire continue, L1 : G — Ey et Ly : G — Ey deux application linéaires continues. alors

g:G —» F
v = f(Li(x), La(7))

est une application différentiable et on a :

lanm = )
Llank) = flak)
DZL1 = Ll

DzL = Ly

ot a = L1(2) et b= Ly(2). Par suite

D.g(h) = D(a,b)f(Li(h), Ls)
af af

= (@ D)(Li(h) + a—y(a, b)(La(h))

= f(Li(h),b) + f(a, Ly(h))

Proposition 2.2.2. Soient F;.....E,, Fi......F,,, G des espaces de Banach, f : U C Fy X ... X
E, -V CF x..xF,etqg:V CF x..xF,— G des applications différentiables en
a €U etb= f(a) €V respectivement. Alors go f est différentiable en a et on a

dgo f = 9g ,,.0f;
o (a)zza—yj(b) (a) (2.1)

j=1
ol fj = _PJOf

Preuve En utilisant la formule de la différentielle composée, les paropriétés 2.2.1, le
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Théoréme 2.2.1 et la Proposition 2.2.1, on a

Oho f
aZ’i

(a) = Dgy(ho fol;)
= Df(a)hODafOUi)
oh
= Y 8_k(f(a)>oPkoDafoui)

1<k<m
= Z g—hopko Z us © Dy fsouy)
1sksm Yk 1<s<m
oh
= ¥ guU@eno] X wobit]ow
oh af.
= Y grU@ene| 3 wo( Y FE@eon)|ouw
s 1ssm 1<j<n
oh a7,
B ,;G_yk(f(a»OPkO“SOa—%W)OBoui)
. oh O fx
puisque Pj o u; = 7. ]

2.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 2.3.1. Soient (F,||.||r) un espace de Banach, f : |a,b] CR — F et g : [a,b] C
R — R deux applications continiues. Si f et g admettent des dérivées a droite telles que

Ifa(@)llr < go(x) (Vo €]a,b])

Alors
1£(b) = fla)|lr < g(b) — g(a)

Preuve Soit € > 0, on pose

A = {zefabt]; |f(x)— fla)lr < g(x) —gla) +e(z —a) +e}
B = {yed oy CA}

Onaa € Aetac B,donc A # @ et B# . De la continuité de la fonction || f(z) —
fla)|lr — (g(z) — g(a)) — e(z — a), on déduit que A est un ensemble fermé et B n’est pas
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réduit a {a}. Si on note par ¢ = supB, alors ¢ € A (puisque A est fermé compact) et que ¢
est une limite d'une suite croissante d’élément de B, i.e.

Ayn)n TC B; c=limy,

donc
[aa C[: Un[a»yn] CA

d'ott [a,c] € Aet c € B. Si z € A alors de la dérivabilité a droite de f et g il existe n > 0
tels que pour tout h €]0, 7] on a

] ;l?+h — f(x||lF
g +h — g

d’ou
If(x+h) = fzllr < g(z+h) —g(z) +ch +e
doncz+heA(VO<h<mn). Comme c € Aetc=sup(B), on déduit que ¢ =b € A. Ainsi

1f(b) = flal|lr < g(b) —g(a) +£(b—a)+ <; Ve>0

d’ou
1£(b) = flallr < g(b) — g(a)
n
Théoréme 2.3.2. Soit g : [a,b] C R — R une fonction continue sur [a,b] admet une dérivée

a droite en tout point de la,b|, alors g est une fonction croissante sur [a,b] si et seulement si
pour tout x €la,bl on a  g,(x) > 0.

Preuve Si g est une fonction croissante alors

)t 220 @)

>0
0<h—0 h -

Inversement, si x,y € [a, b] tel que z < y on pose

g:lr,y] — R

—
B
=

111

=l

Du Théoréme 2.3.1, on déduit que 0 < g(y) — g(x).
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Corollaire 2.3.1. Soient (F, ||.|r) un espace de Banach et f : [a,b] C R — F une application
continue sur [a,b] admet une dérivée a droite en tout point de |a,bl. Soik K €]0,4o00] tel que

v €la,bf: Ifa()llF < K

alors

1F(b) = fla)llr < K(b—a)

Preuve Il suffit d’appliquer le Théoréme 2.3.1 a la fonction g : z € [a,b] — g(z) = Kz €
R.

Définition 2.3.1. Soient (E,||.||g), (F,||.|F) des espaces de Banach et U un ouvert de E.
Une application f : U — F est dite K -lipschitzienne (K > 0), si pour tout z,y € U on a

1) = F@)llr < Klly — 2]z

Théoréme 2.3.3. Soient (E,||.||g), (F,||.||r) des espaces de Banach et U un ouvert convexe
de E. Si f:U — F est une application différentiable et K €]0,+00| tels que

Vo eU: ID.f| < K

alors f est une application K -lipschitzienne

Va,yeU: 1f(y) = f@)lr < Klly — =&
Preuve Soient
g:10,1] — U
t = glx)=tly—x)+=x
he0,1] — F
v o h(r) = f(Hy - ) +2)

D’apreés la convexité de U, la fonction g est bien définie dérivable sur [0, 1] tel que ¢/'(t) =
y —x. Comme h = f o g alors

1A () e 1Dyt f o g'(B)]1
< Dy flllg'(®)lle
< N Dg fll-ly — 2l
<

Klly — || &.

Par application du Théoreme 2.3.1 aux applications h et g, on obtient

1) = F(@)llr = [|n(1) = R(O)||r < Kly — 2]z

Remarque : On peut appliquer le Corollaire 2.3.1 a I’application h et la constante K’ =
Ky — 2. »
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Théoréme 2.3.4. Soient (E,||.|g), (F,||.|r) des espaces de Banach et U un ouvert connexe
de E. St f: U — F est une application différentiable telle que

VeeU: | D.f]l =0
alors f est une application constante sur U.
Preuve Soit 2y € U, on pose
A={zeU; f[f(x)=f(z0)}

De la continuité de I’application f on déduit que A est un ensemble fermé. Soient y € U
et r > 0 tels que y € B(y,r) C U ou B(y,r) désigne la boule ouverte dans E de centre y et de
rayon r. par application du Théoréme 2.3.3 & l'application f : B(y,r) — F et une constante

e>0 (‘v’x € B(y,r), [|Df|| < 5), on obtient
Ve € B(0,7): 1f(y) = f@)lr<e

Cette derniére inégalité est vérifiée pour tout € > 0 d’ou B(y,r) C A, ce qui montre que A
est aussi ouvert, de la connexité de U, on déduit que A = U. |

2.4 Applications du Théoréme des Accroieesement finis

Théoréme 2.4.1. Soient (E, ||.||g), (F,|.||F) des espaces de Banach et U un ouvert convexe
de E. Si{f,:U — F}, est une suite d’applications différentiables telles que :

1. 3a€U: (fu(a)), est une suite de cauchy dans F'.

2. La suite Df, : U — L(E,F) converge uniformément vers une application g : U —
L(EF).

Alors
1. la suite { f,}n converge uniformément vers f sur chaque partie bornée de U.

2. f est une application différentiable telle que Df = g.

Preuve De la convergence uniforme de {Df,}, vers g, on déduit que {Df,}, est une
suite uniformément de Cauchy :

Ve>0, INeN: VeeUVYn>N, |D.f,—g(x)]| <e (2.2)
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Ve>0, INeN: VeeUVp,q> N, ||D.(fp— f)ll =Dufp — Dufyll < e (2.3)

Par application du théoréme des accroissements finis Théoréme 2.3.3 & application (f, —
fq) et la constante €, on obtient :

LA = fo)(@) = (fo = f)WllF < ellz —yllz, (Vz,y € U), (Vp,q = N).
2. I(fp = fO) (&) = (fp = f)(a)[|lp < ellx — al| s, (Ve € U), (Vp,q = N).
3. 1fp(@) = fo(@)llr < [l fp(a) = fola)llr + el — alle, (Ve € U), (Vp,qg = N).

4. {fn}n est une suite de uniformément de Cauchy sur U.

ot

. {fn(2)}, est une suite de Cauchy dans F', (Vz e U).
6. Comme F est de banach alors la suite { f,,(z) },, converge vers y, € F (y, = lim,, f,(z)).

Si on définit I’ application f par

f:U — F
= f(2) =y, =lim fu(2)

Alors la suite {f,}, converge uniformément vers f sur toute partie bornée de U, en effet
de la propriété (2) on obtient :

1fp(2) = fo(@)llr < lfp(a) = fo(a)llr +ellz — alle, (Ve e U), (Vp,q = N)

En faisant tendre ¢ — +00 on a

1fp(2) = f(@)llr < I fp(a) = fla)llp + elle — al| s, (Vo e U), (vp = N)

Pour ¢’ > 0, soient N’ > N tel que ||f,(a) — f(a)||r < & et M > 0 tel que ¢ < 557, alors
(Vx e UN B(a,M)), (Vp> N) on a

1fp(@) = F@)llr < lfola) = fla)|lr +ellz —alle

< .

Pr Mustapha Djaa 2017




2.4 Applications du Théoréme des Accroieesement finis 34

Pour la différentiabilité de f, si on note

A(h) = [[f(z + h) = f(z) = g(x)(h)]| »

alors

Ay < [ fla+ k) = @] = [falw+ 1) = fal@)| e
1 fal@ 4+ 1) = Fa@) = DafulWllr + [ Defulh) = g@)(B) e (24)

De la propriété (1), on a

1(fo = S (@ +h) = (fp = ) (@)l < ellh]l e, (Vp,q = N)
en faisant tendre ¢ — +o00, on obtient :
1(fp = D+ 1) = (fy = N@)lr <ellhlle, (Vp = N) (2.5)

En substituant les formules (2.2) (2.3) et (2.5) dans (2.6), on obtient

A(h) < ellblle + [[falz + h) = fu(x) = Do fu(h)llr + | Dafro — g(2) [ 2]
< ellblle + [fale +h) = fulz) = Defu(B)||r + ellb] 2

d’ou
m A0 o i W@+ 1) = Ju(@) = Defu(b)llr
h=0 |7l h=0 1711
o 4 0) = @) = 9@ Bl _
h=0 i

cette inégalité est vérifiée pour tout € > 0, par suite

o 1@ 1) = £(2) = g@) (B

=0
h—0 Il &

Théoréme 2.4.2. Soient (Ey, ||.|[1),-----,(En, ||.||ln) €t (F,||.||r) des espaces de Banach . Si
f U — F est une application définie sur un ouvert U C Fy X ... X E,, alors les conditions
sutvantes sont équivalentes

1. f est une application de classe C' sur U

2. f admet des dérivées partielles continues i.e.

of

G U = LB F)
of
r (?xz(x)

est continue Vi =1, .n.
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Preuve Soient £ = E; X ..... x E,, a=(ay,...,a,) € U, on note
lzlle = sup [lill;
1<i<n
L:PU)CE — F
T; (al,...,ai_l,xi,aiﬂ,..,xn)
w: P(U)CE — F

T; (O, i, 0,25, 0, ,O)

ou P; désigne la iéme projection. Si f est différentiable alors f o L; est différentiable et on a

gi-(a) =D, (foL;) =D,f ou;

af
oy U = LEF)

r gi(:c):Dxfoui

ce qui montre que 2L est une application continue telle que
ox;

0 )
155 (2 4 1) = 02 @) = 1Dranf i = Duf 0wl < 1Dusnf = Dufl ]

Inversement, soit a € U. De la continuité de I'application (,%f U — Fona

of . 9f

(Ve >0), Bn>0): (o —alle <n) = IIaxi () oz, (a) <e

Soient x € B(a,n) C U et i € {1,...,n}, on pose

gi: Pi(B(a,n) CE; — F

Eorr (@i, i ) = 5 (@)t - a)

alors g; est une application différentiable telle que
of
a&:i

Par application du théoréme des accroissements finis (Théoréme 2.3.3), on obtient

Dtgi = H (&17"'7ai717t7$’i+17"7$n) - o (CZ)H <€

ng(%) - gi<ai)HFH < Hf((ala ey 1,5 Ty g1y -oy xn)) - f((ah ey Qi—1, Ajy Tijg 1 -+ l‘n))

of

(a)(z; — a)||F
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d’on

Hf Z 61’ ai)HF - H Z gz xz gz az ]HF
Z lgi () — gi(as)l|

n

< D el — aill

=1
< nellr; — ail|g

IA

ce qui montre que f est différentiable de différentielle continue

2.5 Théoréme d’Inversion Locale

Définition 2.5.1. Soient (E,||.|g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach, U C E etV C F
deux ouverts de E et F' respectivement. Une application f: U — V' est dite difféomorphisme
de classe C si et seulement si f verifie les conditions suivantes

1. f est bijective.

2. f et f~1 sont différentiablement continues (de classe ct).

Soient (E,|.||g) et (F,].]|r) deux espaces de Banach. On note par L(FE, F) 'espace de
Banach des applications linéaires continues de £ dans F' muni de la norme

1Pl = sup [[A(z)]r

lzllp<1
et Isom(E, F) 'ensemble des isomorphismes de E dans F.
Lemme 2.5.1. Siu € L(E,E) tel que ||u|| < 1, alors (Id —u) € Isom(E, E)

Preuve Puisque ||u|| < 1, alors la série d’applications ) | u" est normalement convergente
et on a

(Id — u) Zu (Z i)([d—u)zld—u"“

=0
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comme

n+1:0

lim w
n—-+00

on déduit que

(Id — u) Zu - (Z ")(Id—u)zfd

n=0

d’ou (Id —u) € Isom(E,E) et (Id —u)~t =" u™ "

Lemme 2.5.2. Soient (E, ||.||g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach. Alors Isom(E, F) est
un ensemble ouvert de L(E, F)

Preuve Soient u € Isom(E,F) et h € L(E, F) tel que ||h| < ”u =T On a
(u—h) =u(ld —u 'h)
comme [[u~th|| < [[u”!||||1]] < 1, d’aprés le Lemme 2.5.2 on obtient :
1. (Id —u™'h) € Isom(E, F)
2. (u—h)=u(ld—u"th) € Isom(E,F)
3. B(u,r) C Isom(E,F)our < m
et par suite [

Lemme 2.5.3. Soient (E,||.|g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach. Alors

U:Isom(E,F) — Isom(F,E)

u — ut

est une application continue.

Preuve Soient u € Isom(E, F) et h € L(E, F) tel que ||| <1 on a

||’

(u—h)"'—ut = (Id—u'h) tut —u?
= [(Id —uth) ™t = Idju™!

- [ (uh)" = 1du™
>

(u1h) }
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l(w—h)"" —ul|| = [[(Id=u"h)"u™ —u™"|
—+00
= D )
n=1

+o00
< O TR e
n=1
—'h|]
< 1 [|u
= Il
d’ont
lim [[(u—h)P—u Y| = lim ||(Id—u'h) 't —u?
L I N [ ) ||
el
< lim u! Hu—zO
= Jkl=0 T b= [u=th]|

Théoréme 2.5.1. [Inversion Locale (1ére version)

Soient (E, ||.||g) et (F,]||.||r) deux espaces de Banach, U C E etV C F deux ouverts de E
et F' respectivement. Si f : U — V est un homéomorphisme, alors f est un difféomorphisme
de classe O si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. f est différentiablement continue (i.e. de classe C')

2.VxeU :D,f € Isom(E,F).
Preuve Si f est un diffécomorphisme de classe C!, alors f~to f = Idg et fo f~! = Idp.
Soient x € U et y = f(z) € V,on a:
Do(ftof)=DyftoD,f=1dg et Dy(fof™')=D,foD,f " =1Idp
d'ou D, f € Isom(E, F).
Inversement, soit a € U, on a D,f € Isom(E, F) et

I/ () = f(@) = Daf(z = a)|lr

lz—aliz—0 |z —alle

=0

si on note par b = f(a), y = f(z),p = <Daf>_1 € Isom(F, E) et
f(@) = fla) = Daf(z — a)

[z = alls

() =
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De la linéarité de ¢ on obtient

po(z)lr—allp = ¢of(z)—¢o fla)—(z—a)
= o(y) — ) — (fy) — (b))
= —[f "' y) = FHb) — oy —b)]

1) — 120) — oy — D)l o le—alls
Ty —ollr loev@lley, =3,
= Jpor(a)p I tlE

e = 7@l

Comme f est différentiable et lim,_,, ¢ (z) = 0, alors % est bornée et

B
i @) = F7(0) — oy = B)llm
y—b ly —bllr

|z —allp

2)— f@llr

= glclir(ll ||90 © 77Z)(‘/L.)||E ||f(
-1
d’ou f! est différentiable en b = f(a) et Dyf 1 = (Daf> :

Reste & montrer que Df~!: V — L(F, E) est une application continue. D’aprés le Lemme
2.5.3 I'application

U:Isom(E,F) — Isom(F,FE)

u = ut

est continue. Si y € V alors

D, ft = (fol(y)f> B
— (Do)
= WoDfofy)
d’ou
DfT'=WoDfof!

est une composée d’applications continues.
[

Théoréme 2.5.2. [Théoréme du Point Fixe| soit (E,|.|g) un espace de Banach. Si
f: E — E est une application K-Lipshitzienne (0 < K < 1) (voir Définition Def2.2.1), alors
il existe un unique x € E tel que f(x) = x.
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Preuve :
1) Existence :

Soit xy € E, on définit une suite (x,), par

Tn = f(Tna) = f"(70); n>1

On a
|Zni1 — 2l = [|f(2n — f(zn1)lE
S KHxn - In—lHE
< K"[|r1 — ol

P
[Znsp — znlle = | Z(In+z — Tpyio1) || B
i=1

p
= Z [(@nti = Tnyi-1)l e
i=1

P
< ZKnJrilexl_xo”E
i=1
1 - KP
< K= llen = 2ol
< B o — ol
= 1K X1 — Xo||E

Ce qui montre que (z,), est une suite de Cauchy dans E. Comme F est un espace complet
alors il existe z € E tel que

z= lim =z,
n—4o0o

De la continuité de f on déduit

flz) = lim f(z,)

n—-+o0o

= lim Tn+1
n—-+00
= X

1) Unicité :
Soient x,y € F tels que x = f(x) et y = f(y), on a
ly —zlle=f) = f@)le < Ky —zlle

comme k < 1 alors ||y — z[[g = 0 et donc y = x.
u
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Théoréme 2.5.3. [Inversion Locale (2¢me version)]

Soient (E,||.||g) et (F,||.||r) deuzx espaces de Banach, U C E un ouvert de E et f : U — F
est une application de classe C*. Sia € U tel que Dof € Isom(E, F), alors il existe un ou-
vert V. C U woisinage de a et un ouvert W C F tels que la réstriction f :V — W est un
difféomorphisme de classe C*.

Pour Démontrer le Théoréeme 2.5.3, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 2.5.4. Si on note par

v:U — FE
T x—(Daf>1of(a:)

alors 1 est une application de classe C* telle que pour tout 0 < K < 1 il ewiste r > 0, 1 est
K -Lipschitzienne sur la boule ouverte B(a,r)

Preuve
Dy:U — L(E,F)
1
r - Id—(Daf) oD, f

et DyY(a) = Dy = 0. De la continuité de 'application D1, si 0 < K < 1 alors il existe
r > 0 tel que :
| D] < K, Vx € B(a,r) CU

Par application du théoréme des acroissements finis (Théoréme 2.3.3) on déduit que v est
une application K-Lipschitzienne sur la boule ouverte B(a, )

(Vo,y € Bla,r): lv(y) —¢(@)le < Ky — zlle
Lemme 2.5.5. St on définit [’application ® par

¢ :U — FE X
T (Daf>_ o f(x)

alors @ est une application différentiable injective sur B(a,r),

Preuve en effet :
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[2(y) —2(2)[z = [[((y) —y) — (®(z) —2) + (y —2)[|p
> ly—zllp = [(2(y) —y) — (2(z) — 2)||p
> Ny —zlle - lv(y) — @)k
> |y ==zl - Kly —=zl&
> (1=K)lly—zlg
d'ou (®(y) = ®(z)) = (y = ). n

Lemme 2.5.6. Soit b = ®(a). Siy € B(b,(1 — K)r) alors il existe un unique élément
x € B(a,r) tel que y = ®(x).

Preuve L’unicité se déduit directement de l'injection de ®.
L’existence est une solution de I’équation
y=>(x)=—¢()+z (2.6)
Si on note
g, B(a,) — B(a,r)
=yt o)
alors g est une application bien définie, en effet

lgy(x) —alle = lly+¢(x) —alle
ly +¢(z) —b+b—ale

> ly=blls + lv(z) = (a — ®(a))lle
> |y = blle + [[v(z) —(a)lle

>y —blls + Kllz — all

> (1-K)yr+Kr

> r

>

(1= K)lly — =l

d’ot

(Vx € B(a,r)) = (g,(z) € B(a,r))

D’autre part, si z,2’ € B(a,r) alors
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[(x) = ()] e

Kllz — 2/l

gy (%) = gy(2") |

IN

donc g, est une application K-Lipschitzienne, comme B(a,r) est un ensemble férmé de F

donc (B(a,r),||.||z est un espace complet. En vertu du théoréme du point fixe, il existe un
unique élément x € B(a,r) tel que

gy(z) =2 =y + () (2.7)

Lemme 2.5.7. Si on note V.= & 1(B(b,(1 — K)r) alors V est un ouvert de B(a,r) et la
restriction de Uapplication ® : V' — (B(b, (1 — K)r) est un homéomorphisme.

Preuve Soit g I'application définie par

g:B(b,(1—K)r) — Bla,r)
y = gly) ==

ou x est solution de 'équation g,(z) = x.
De la formule (2.7) on déduit que

(z=9(y) &y =)

dou V = g(B(b, (1 — K)r)) = @ (B(b, (1 — K)r)) est un ouvert de B(a,r). Comme g est
injective (unicité de la solution) alors g : B(b, (1 — K)r) — V est une application bijective
telle que g~! = ®.

Siy,y € B(b,(1 — K)r) et x,z’ €V tels que x = g(y) et 2’ = g(y') alors

lg(y) —g@W)lle = llv—2'e
ly +¥(x) —y" —¢(@)|e

< lly=vlle+llv(z) —@)|e
< ly=vle+ K|z —2'|e
lg(y) —9W)lle — Kllz =2z < lly—¥le
I=K)lgw) —glle < ly—9le
1
l9() =9z < T—lly—¥le
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d’oul g est une application ﬁ—Lipsohitzienne, donc continue et on a
d=g':V = Bb(1-K)r)

est un homéomorphisme. [
Preuve Du théoréme d’inversion locale (Théoréme 2.5.3).

D’aprés le Lemme 2.5.7, 'application
d=g': V= Bb(1-K)r)

est un homéomorphisme différentiable de classe C* tel que

Dd — (Daf>_1on:V — B(b,(1—K)r)

v s D= (Daf>_loDxf

-1
est une application continue, comme D,P = (Daf> o D,f = Idg € Isom(E,E) et
Isom(E, E) est un ouvert de £(E,E) alors il existe un ouvert V voisinage de a tels que

acV CVet DO(V)C Isom(E,E) (ie. Ve € V D, ® € Isom(E, E)).

D’apreés le Théoreme 2.5.1, on déduit que & : V= @(\7) est un difféeomorphisme de classe
Cl.

Si on note W = D, f o @(‘7), alors W est un ouvert de F' et I'application
f=D,fo®: VW
est un difféomorphisme de classe C*. [

Corollaire 2.5.1. Soient (E,||.|g) et (F,||.|r) deuzx espaces de Banach, U C E un ouvert
de E. Si f:U — F est une application injective de classe C* tel que

VeeU: D,f € lsom(E,F)
Alors f(U) est un ouvert de F et f: U — f(U) est un diffé¢omorphisme de classe C'.

Remarque 2.5.1. Si (E, ||.||g) et (F,||.|r) sont deux espaces de Banach de dimensions finis

et f: U — F est une application de classe C* telle que f est un difféomorphisme local en
z €U (ie. D.f € Isom(E,F)) alors dim(E) = dim(F).

Corollaire 2.5.2. [ Cas de dimensions finis| Soient (E, ||.||g) et (F,||.||r) deuz espaces de
Banach de dimensions finis. Si f : U — F est une application de classe C*, alors f est un
diffémorphisme locale en x si et seulement si

det(M(f)) # 0

ot M,(f) désigne une matrice associée ¢ D, f.

Pr Mustapha Djaa 2017




2.6 Téoreme de Fonction implicite 45

2.6 Téoréme de Fonction implicite

Théoréme 2.6.1. [Fonction implicite/

Soient (E,||.||g), (F,||.||r) et (G,|.||c) des espaces de Banach et U un ouvert de E x F.
Soient (a,b) € U et f : U — G une application de classe C* telle que f((a,b)) = 0. Si
g—i((a, b)) : F' — G est un isomorphisme linéaire (i.e g—g((a, b)) € Isom(F,G)), alors il existe
V C U ouvert de E X F wvoisinage de (a,b), W C E ouvert voisinage de a et g : W — F une
application de classe C* tels que les conditions suivantes sont équivalentes :

1. (z,y) €V et f((z,y)) =0
2. xeW ety=g(z)

((wy) € V. f((zy) = 0) & (v € W,y = g(x)

Preuve Si on pose

alors ¢ est une application de classe C telle que ¥((a,b)) = (a,0) et

Idg 0
Dignth = € Isom(E x F,E x G
(¥ (%«a,b)) z—z;«a,b))) som(E x F, E x

est un isomorphisme linéaire d’inverse

B Idg 0
(D(a,b)¢> = < _<g_£((a’b))>1%((a,b)) (%((a,&))l )

D’aprés le théoréme d’inversion locale, il existe V' C E x F voisinage de (a,b), W; C E
voisinage de a et Wy C G voisinage de 0 tels que

V. VCEXF — Wi xW,CExG
(z,y) = (2, f(2,9))

est un difféomorphisme de classe C1. Si

w—l : W1 X WQ - V
(z,2) = ¥ ((2,2)) = (Wi((z, 2)), ¥2((2,2))) = (2,92((2, 2)))

désigne I'application inverse de 1, alors

g:W — F
= g(x) =a((z,0))
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est une application de classe C'. Si (z,y) € V tel que f((z,y)) = 0, alors x = ¢, ((x,y)) € W,
et on a

g9(x) = a((2,0))
= ¥o((z, f((z,9)))
= a(¥((2,9)))
W»(

= Pyoy~ Yo (xay))
= PQ((xvy»
=Y

ou Py: (z,y) € EX F — Py((z,y)) =y € F, désigne la deuxiéme projection.

Inversement, si x € Wj et y = g(x), alors

(Qf,y) = (3779(55)) = ($>w2(<x70)) = ¢_1<<x70)) ev

et on a

(@, f((z,9) = (& f
= (z.f

d’ou f((z,y)) = 0.

Remarque 2.6.1. (Unicité de la solution)

Si W1 est un ouvert connexe et h : Wi — F une application continue telle que

h(a) =
(z, ()) , VeeW

(:r h? )) , Yz eW
alors h = g. En effet, si on désigne par
A={zeecWy; h(z)=g(x)}
alors A est un ensemble férmé et on a
re€A = h(x)=g(z)
= (z,h(2)) = (z,9(x)) €V

comme V' est un ouvert il existe deuz ouverts Vi C E et Vo C F tels que (z,h(zx)) € Vi x V, C
V. De la continuité de application h, on déduit l’existance d’ouvert Wi C Wi N Vi wvoisinage
de x tel que :
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1. h(Wy) C Vs
2. z€Wy, (z,h(2)eVixV,CV
donc pour tout z € Wy on a :
e f(z,h(z))=0
o (2, h(2)) = (2, f(2,h(2))) = (2,0) = (2, [((2,9(2)) = ¥(2,9(2))

Comme ) et bijective on déduit que
h(z) = g(z), VYze W
donc Wy C A, ce qui montre que A est un ouvert. De la conéxité de A on conclu que h = g.
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Chapitre 3

Théoréme du Rang

Définition 3.0.1. [ Rang d’une Application]| Soient (E,||.|g) et (F,||.||r) deux espaces de
Banach et f : U C E — F une application de classe C*. Si Im(D,f) = {D.f(h); he€ E}

est un espace vectoriel de dimension fini, on dit alors que f est de rang fini en x et on note

rang,(f) = dim(Im(D,f))

Remarque 3.0.1. Soient (E, ||.|g) et (F,||.||r) deux espaces de Banach et f:U C E — F
une application de classe Ct. Si E est de dimension fini, alors

dim(E) = dim(Ker(D,f)) + dim(Im(D,f))

d’ou

rang,(f) = dim(Im(D,f)) = dim(E) — dim(Ker(D,f))
Remarque 3.0.2. Soient (E, ||.||g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach de dimensions finis
et f:U C E — F une application de classe C*. Si f est de rang p en v € U, alors il existe
{e1,....,en} une base de E et {ey, ....,€,} une base de F telles que {D,f(e1),..... Do f(ep)} est
une base de Im(D,f) et {epi1,...., en} est une base Ker(D,f). Relativement & ces deux base
la matrice M, (f) associée a D, f est donée par

"1 ... 0 0. 0
S, 0.0
0 .. 1 0.0
M(f) = 0 ... 0 0.0
e 0.0
0 .. 0 0. 0
ol
1 0
0 ... 1
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est une sous matrice carrée d’ordre p. On déduit que le rang de f en x est l'ordre (rang)
de la plus grande sous matrice inversible de M,(f).

Définition 3.0.2. Soient (E,||.||g) et (F,||.|r) deux espaces de Banach et f : U C E — F
une application de classe Ct. On dit que f est une immersion en v € U si D,f : E — F est
une application injective (i.e Ker(D,f) = {0}).

f est dite immersion sur U si elle est immersion en tout point x € U.

Définition 3.0.3. Soient (E,||.|g) et (F,|.||r) deux espaces de Banach et f : U C E — F
une application de classe Ct. On dit que f est une submersion en x € U si D,f : E — F est
une application surjective (i.e Im(D,f) = F).

f est dite submersion sur U si elle est submersion en tout point v € U.

Remarque 3.0.3. St E et F' sont de dimensions finis alors d’aprés la remarque 3.0.1, on a

1. f est une immersion en x si et seulement si rang,(f) = dim(E)

2. [ est une submersion en x si et seulement si rang,(f) = dim(F)

Remarques 3.0.1. [ Cas Réel. |

Sotent E =R", F =R"™ et
f:UCR" — R™
v = (21, w) = f(@)=(fi(@), .., fn(2))

alors

~

. [ est une immersion en x si et seulement si rang,(f) =n

NS

. [ est une submersion en x si et seulement si rang,(f) =m

3. f est de rang p en x si et seulement si il existe {i1,...,1,} C {1,..,n} et {j1,....,5p} C
{1,..,m} tels que :
iy 0fiy
[T Bzip
det| : 1 |0
ip Oip
Oz 7 8%
et, Vi=1,..,n,Vj=1,..m
Ofiy i 9
[T Oa:ip ox;
det| o, o1, oty | =0
Oz "7 Bzip ox;
f; ofi  0f;
aiEil o Bxip 8:131
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Exemple 3.0.1. Si g : R — R est une fonction dérivable, alors

f:R — R?
r = flz)=(z,9(x))

est une immersion sur R (D, f = (1,4'(x)) # (0,0)).

Exemple 3.0.2.

f:R — R?
x —  f(x) = (cos(x),sin(x))

est une immersion sur R (D, f = (—sin(x), cos(x)) # (0,0) ).
Exemple 3.0.3. Sin < m alors

f:R* — R"

r=(x1,...,2,) +— f(x)=(T1,.... 20,0, ...

est une immersion sur R™.

Exemple 3.0.4.
fR" - R

= (r1,....,2,) — flz)= —1+Zx?

est une submersion sur R™\{0}.

Exemple 3.0.5. St m < n alors

f:R* —» R™

T = (21,0, Ty ooy ) = () = (21, 00y Tp)

est une submersion sur R™.
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3.1 Théoréme de Caractérisation d’une Submersion.

Théoréme 3.1.1. Soit f : U C R™ — R™ (de classe C', m < n) une submersion en xo € R",
alors il existe un ouvert V-C U ouvert vosinage de xo, W un ouvert de R™ et g: V — W un
difféeomorphisme tels que :

fogt:W — R™
Y= (yla"'aymv"'7yn) = (ylv-'wym)

est une projection canonique, i.e. le diagramme suivant

f:v = R™
g: l S
w
est commutatif.
Preuve On a
f:Uv — R™

= (21,0, Tn) = (fr(@),..., fm(T))

est une submersion en xg (i.e. rang,,f = m).

A des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer que

of Ofh
o1 Tt Oxzm
det | : : # 0.
Ofm Ofm.
o1 T Oxzm (z0)
Si on pose
h:U — R"
T = (xh y Lmy 7In) — (fl(x)a ,fm(x),xm+1, 7In)
alors
[ Of1 ofh  _Ofi Of1 7]
Ox1 U 0z OxTmyr T Ozg
Ofw 0w Ohm Ofm
Dmoh — Ox1 Tt Oxm 0xpy1 Tt Ozp
0O ... 0 1 ... 0
0 0 0 (N
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afr Ofh

o0z Y Oxm
det(Dyh) = det | : : £ 0.

Ofm Ofm

0x1 Y Oxm (z0)

Du théoréme d’inversion locale (Théoréme 2.5.3), on déduit 'existence d'un ouvert V' C U
vosinage de zg et un ouvert W C R™ voisivage de h(xg) tels que h : V. — W est un
diffeomorphisme. Si z € V et y € W tel que y = h(z) alors

Y= (yla vy Yy ooy yn) = h($) = (f1($)7 ) fm(x)a Tm+15 >$TL)

d’olt
y; = fi(x); VYi=1,...,m.

Sion pose g=h:V — W alors

fog ') =flg' () = f(@) = (fi(@), -, fun(®)) = (Y1, -, Ym)

est une projection canonique sur R™. [
Remarque 3.1.1. Toute submersion est localement surjective.

Applications :

Exemple 3.1.1. Soit f : (z,y) € R* — f(z,y) = ze¥ € R. Définir un difféomorphisme
g:V CR2 = W CR? tel que fog ! est une projection canonique sur R.

Soit (z,y) € R?, on a

Diayy f = (¢, we?)(

est une application linéaire de rang 1 (e #0; Vy € R). On définit une extension de f sur
R par application :

g:R* = R
(z,y) = (f(z,y),y) = (ve?,y)

e¥ xeY
D(x,y)gz ( 0 1 )
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det(Diyy)g) = €” # 0

de plus g est injective, d’apres le théoreme d’inversion locale (Corollaire 2.5.1) on déduit
que g est un difféomorphisme globale et on a

g R o R?
(z,y) = (ze™y)
d’ou fog((x,y)) = f((ze ¥, y)) =x, fog ! est une projection sur R.

Remarque : Le choiz de lapplication g n’est pas unique, en général on choisis g = (f, h)
tel que
e¥ xeY
oh  oh
ox dy

= ey% —xey@ # 0

det 3y B

Il suffit donc de choisir h tel que g—Z # az%.

Exemple 3.1.2. Méme question pour [’application
f:R® = R?
(z,y) — (2,zsin(y))
On a

1 0 0
D(x,y,Z)f - ( 0 zcos(y) Siﬂ(y) )

On distingue les cas sutvants :

1. Siz=0ety=kn (k€Z), alors rang(z,,.f =1 donc f n'est pas une submersion.

2. Sty # km, alors
det

0 .
0 sin(y) ' = sin(y) # 0

On définit une extension de f par
g:R* — R

(z,y) = (2,y,zsin(y))

et on a
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1 0 0
D(%yyz)g = 0 1 0
0 zcos(y) sin(y)

det(D(:r,y,z)g) == Sln(y) 7é 0
donc g est un difféomorphisme locale tel que localement on a g~ (z,y, z) = (z,y, sz(y)
et fog t(z,y,2) = (2,2).
3. 85iz2#0 ety#2k2—+17r alors

1 0

det 0 zcos(y

|- o

On définit une extension de f par

g:R3 — RS
(z,y) = (z,2sin(y),2)

et on a
1 0 0
D@yg=1| 0 zcos(y) sin(y)
0 0 1

det(D g y,-)g) = zcos(y) # 0

donc g est un difféomorphisme locale tel que localement au voisinage de (x,y,z), on a
97 (z,y,2) = (v,arcsin(¥),z et fog ' (z,y,2) = (z,9).

remarque : le choir du voisinage de (x,y,z) est conditionner par le domaine de défi-
nition de la fonction arcsin(¥).

3.2 Théoréme de Caractérisation d’une Immersion.

Théoréme 3.2.1. Soient U un ouvert de R" et f : U — R™ (de classe C', n < m) une
immersion en 1o € U, alors il existe un ouwvert V.C U ouvert vosinage de xo, W' un ouvert
de R™ wvoisinage de f(xg), W un ouvert de R™ et g : W — W' un difféomorphisme tels que :
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gof: V. — WCR™
y=(x1,...,xy,) — (T1,...,270,0...,0)

est une injection canonique, i.e. le diagramme suivant

f
V - W
N\ lg
%4
est commutatif.
Preuve On a
f:Uv — R™

r=(x1,..,2,) — (fr(x), . .folT),...; fin(T))

est une immersion en ¢ (i.e. rang,,f = n).

A des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer que

h of1
oxr1 7" Oxn
det| : £ (.
Ofn Ofn.
or1 7" Oxn (z0)

Si on pose

h:UxR"™™ — R™
T=(T1,0s Ty oy T) = (f1(2), oy fr(@), fra1 (@) + Zogy ooy frn(T) + T)

ou x = (T, ..., Ty).

Alors Tp = (29,0), h(ZTo) = h((x0,0)) = f(xg) et on a

— 8f 8f -
8_:1:1 ﬁ 0O ... 0
8].% : 8}% o
D(zo0)h = o o
n+1 n+1
8—; ﬁ 1 ... 0
8}7” : a}m oL

- (:UOvO)
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of1 of

ox1 Tt Oxzm
det(D(m,O)h) = det # 0.

ofp Ofm

8$1 T 8l7m x0

Du théoréme d’inversion locale (Théoréme 2.5.3), on déduit U'existence d’un ouvert W C
R™ vosinage de Ty et un ouvert W’ C R™ voisivage de h(Ty) tels que h : W — W' est un
difféeomorphisme. Si on note g = A= : W’ — W, alors

97 ((2,0)) = 1((2,0)) = (f1(2), oos fn(@), fas1(2), o, fn(2)) = f(2)
d’ou
go f(x) = (2,0) = (z1,...,2,,0,..,0), Yz eV =Ff"*W)

f
vV — !
¢

L

= 7,5

Remarque 3.2.1. Toute immersion est localement injective.

Applications :

Exemple 3.2.1. Soit f : z € R — f(z) = (fi(2), fo(x)) = (z,€%) € R%: Définir un difféo-
morphisme g : V C R? — W C R? tel que go f est une injection canonique sur R?.

(1)

est une application linéaire de rang 1, donc [ est une immersion sur R. On définit une
extension de f sur R par :

Soitx € R, on a

h:R? —» R?
(z,y) = (v,e"+y)

alors
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det(Diggyh) =1#0

de plus g est injective, d’apres le théoreme d’inversion locale (Corollaire 2.5.1) on déduit
que h est un difféomorphisme globale et on a

h':R*> — R
(I,y) = (ﬁ,y - 633)
Si on pose g = h™t alors go f(x) = g(x,e*) = (,0), fog™ ' est une injection dans R

Remarque : La fonction g n’est pas unique, on peut choisir une fonction h sous la forme

h:R* — R?
(@,y) = (ful2), fao2) + y.k(2)) = (2,€" + y.k(x))

tel que k(x) # 0. Dans ce cas on a :

1 0
det(D g H = det e Ly (x) k() |~ k(x) # 0.

h(@,0) = g7 (2,0) = (z,€") = (fi(z), fo(x)) = f(2)

d’ot go f(zx) = (z,0).

3.3 Théoréme du Rang Constant

Théoréme 3.3.1. Soient U C R"™ un ouvert de R"™, f : U — R™ une application différentiable
de classe C' et p < min(n,m). Si f est de rang p constant sur U (i.e. Vo € U, rang,(f) =
p), alors pour tout xo € U lls existent un ouwvert V. C U woisinage de xy, un ouvert W
voisinage de f(xg), un difféeomorphisme ¢ : V- — (V) C R" et un difféomorphisme ¢ : W —
(W) C R™ tels que le diagramme suivant est commutatif

f
Vv — %4
wl jw
(V) — Y(W)
Yo fopt
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w © f ° wil((yla "'yp>yp+1'--'7ym)) = (ylv yp7070)

Preuve On ax = (1,...%p, Tpi1...., ), (f(2) = (fi(x), .., [o(@), fosi(a)s -oos S (2)) €t

[ 9N 9f ofi 7
O1 e oz, Ce O
ofp Ofp Ofp
91 e By RN o7
D,f =
8fp-&-l 6cho-!—l 3fp+1
_3961 e _Bmp ce _an
Ofm Ofm Ofm
L Oz o Oxp T Oxp x

Comme rang,f = p, & des permutations prés (voir Remarques 3.0.1) on peut supposer
que

oh of1
ox1 °° Oxp
ofp fp
Ox1 7 Oxp (z0)
Vi=1,..,netVj=1,...,m,ona
aft ofi  Ofr
dry 77 Ozp Oz
det\ o5, o, o, | =0
oxr1 = Oz ox;
315 9 ol
Oxy 77 Ozp Oz (z0)

En utilisant la continuité de 'application multilinéaire det (déterminant), on déduit I’exis-
tence d'un ouvert V' C U voisinage de x tel que

on N
ox1 °° Oxp
det| : : £ 0. (VxeV)
Ofp Ofp
Ox1 " Oxp (2)

Si on pose
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0:V — R"
T = (T1, 0, Tpy ooy ) = () = (f1(2), oo, (@), Tpia, o, T)

alors ¢ est une application différentiable de classe C*, tel que :

~ Of of1 9f1 7
or c dm, -t Dun
oh 9 oh
Boy 't Bm, " Don
Dyp =
0 0 1 0
0 0 O 1
L Sz
of1 ofi
Ox1 77 Oxp
det(D,,p) = det | : : #0.
fp Ofp
ox1 " Oxp zo

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Vcv voisinage de xq tel que
0 :V CR" = (V) C R" est un difféeomorphisme de classe C*.

On remarque que si Yy = (Y1, .oe; Yps -, Yn) = @(2) = (f1(2), ..., fp(@), Xpi1, ....., z,,) alors

Si on désigne par h = fog@ " : (V) — R™, alors pour ¥ = (Y1, ..s; Yp, -+ss Yp) ON &

hy) = (h(y), s hp(y), hpsa (Y), ooy n(y)

f1($), "'~7fp(x)7 fp+1($)a 7fm($))
YLy oo Yps lipa (Y), o B (1)

(
(
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1 0 0 0
0 . 1 0 - 0
D,h =
Ohpi1 Ohp+1  Ohpi1 Ohpi1
dyr " Oyp Aypr1 "7 Oyn
L On T Oyp Oyp+1 7T Oyn 1y

Comme f est une application de rang p et ¢ est un difféomorphisme, on déduit que h est
une application de rang p, par suite

—‘3’;;:; (y) ... —83511(?;) N
: » : =0, (Vy € p(V)).
) o G

(est une matrice nulle d’ordre (m — p,n — p)).

Ce qui montre que hy41, ..., Ay, sont des fonctions indépendantes des variables (ypi1, ..., Yn)-

hi(y) = hi((y1s s Up)), p+1<j<m.

Soient W C R™ un ouvert voisinage de f(zo) tel que zo € fH(W) C V et ¥ une
application définie par

v: W — R™
2= (21, 2m) = (2150 2y Zp1 — Pp1(2)s ey 2 — b (2)).
alors
1 0 0 0]
0 1 0 ... 0
Dy =
Oh, Ohp+1
_Wjjl o .. _aLyp 1 .. 0
o I
i _8_?,11 —a—yp 0 o1 1.
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donc ¢ est un difféeomorphisme locale, de plus v est injective, en effet, si ¢)(z) = 1(2’) alors

/
Zp = 2z,
Zpr1 — hpy1(z) = Zjlo+1 — hpa () = Z;;H — hpt1(2)

Zm — hm(2) = 2 —hn(2) =2 — hn(2)

d’ott z = 2/. Comme 1) est un difféomorphisme locale et une application injective sur W, alors
d’aprés le théoréme d’inversion locale (Coroolaire 2.5.1) 1 est un difféomorphisme sur W.

Si on note par V = f~1(W) alors le diagramme suivant est commutatif

et on a

Yo foo ™ (Y, Yp Yprir¥n) = VW1, Yps i1 (Y), ooy hin ()
(Y15 Yp Ppr1 (Y) = hpr1(Y), oo B (Y) — han(y))
= (y1,---Yp, 0....,0).

Remarque 3.3.1. Si f est une submersion (resp. immersion), on retrouve le théoréme de
caractérisation d’une submersion (Théoréme 3.1.1) (resp immersion (Théoréeme 3.2.1)).
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Chapitre 4

Sous Variétés de R"

4.1 Plongement

Définition 4.1.1. Soient U C R"™ un owvert et f : U — R™ une application de classe C. f
est dite plongement si

1. f est une immersion sur U.

2. f est injective.

Remarque 4.1.1. Si f est un plongement, alors d’aprés le théoréme du rang constant, il
existent un ouvert W C R™, un difféomorphisme ¢ : U — @(U) C R™ et un difféomorphisme
v W — (W) CR™ tels que :

Yo foo Hay,..,zn) = (71,...,7,,0,....,0)
Définition 4.1.2. Soient U C R™ un ouvert et f : U — R™ une application de classe C*. f

est dite plongement régulier st

1. f est une immersion sur U.
2. f est injective.
3. f:U— f(U) est un homéomorphisme.
ot f(U) est muni de la topologie T (f(U)) induite par celle de R™

TfU)={6nfU); 06 ouvert de R™}
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Exemple 4.1.1.

f:0,27] — R?
t — (cos(t),sin(t))

f est un plongement régulier.

Exemple 4.1.2.

f:R — R?
t +— (cos(t),sin(t))

f est une immersion non injective.

Exemple 4.1.3. Soit D = {(z,y) € R?; 22 +¢*> < 1}

f:D — R?
(I’,y) — ('rhya 1—5U2—y2>

[ est un est un plongement régulier sur ST = {(z,y,z) € R%;, 2?+y*+22 =1,

f(M)

FIGURE 4.1 — Plongement régulier

Exemple 4.1.4. Considérons géométriquement les courbes suivantes :

@)

fil—-m7 - R?
s = ((2cos(s) — 1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s))

[ est une immersion non injective f(3) = f(5°) = (0,0).
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FIGURE 4.2 — Immersion non injective

b)

[ — R?
s (10sin(3s)cos(s), 5sin(3s)sin(s))

s
f:]_§7

ol

[ est un plongement non régulier (f n’est pas ouverte au voisinage de f(0) = (0,0)).

Remarque : f(] — ¢, +e[ nest pas un ouvert de f(] — %, %[) pour la topologie induite.

i/

FIGURE 4.3 — Plongement non régulier

f:]_gvg[ - R2

s > (sin(2s)cos(s), cos®(s))
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f est un plongement régulier.

02
0,6
0.4

0.2

T T T T T T
-06 -04 -0.2 0 0.2 04 0.6

FIGURE 4.4 — Plongement régulier

4.2 Sous Variété

Définition 4.2.1. Soient M CR" et p € N (p < n). On dit que M est une sous variété de
dimension p st pour tout xo € M, il existe U C R™ ouvert voisinage de xo, V C R"™ un ouvert
voisinage de 0 dans R™ et un difféomorphisme

p:U — V
T — (901($)a----790n($))

tels que @(xg) =0 et

o(UNM) =V N (R x {0}) (4.1)

1.€.
<x ceun M) = <¢p+1(x) = = (1) = o) (4.2)
Remarque 4.2.1. Dans la formule (4.2) on peut considérer une permutation des fonctions

Wi -

<a: cUn M) = (%(x) = = (z) = o) (4.3)

Pr Mustapha Djaa 2017




4.2 Sous Variété 66

Exemple 4.2.1. :

M =RP =RP x {0} est une sous variété de R™ de dimension p (ici ¢ = Id).

Exemple 4.2.2. :

M = {(z,y,2) € R} 2?2 +y*+22=1, 2z >0} est une sous variété de dimension 2. En
effet, soient D = {(z,y) € R?* 2?2+ y* <1}, U=D xR et

f:U — U
(.’lﬁ,y,Z) = (x>y7z_\/1_x2_y2)
OnaMcCU et
1 0 0
Dy f = 0 Lo

Donc f est un difféomorphisme de U, tels que

f(M)=Dx{0}=D, ie ((z,y,2) €M) < (fs(x,y,2) =2—+/1—22—9y>=0).

f(M)

FIGURE 4.5 — Sous Variété

Exemple 4.2.3. M = {(sin(2s)cos(s), cos*(s)) € R* s €] -5, Z[} (voir figure 4.4). M est
une sous variété de dimension 1.
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Exemple 4.2.4. M = {((2cos(s) — 1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s)); s €] —m, x|} C R?* (voir
figure 4.2). M n’est pas une sous variété, au voisinage de (0,0) pour tout difféomorphisme
locale p : U =V on a o Y (VNR) #MNU

N
<D

eV NR) UnM

FIGURE 4.6 — M n’est pas une sous variété

Exemple 4.2.5. :

M = {(10sin(3s)cos(s), 5sin(3s)sin(s)); s €] — 5, [} C R? (voir figure 4.2). M n’est
pas une sous variété, au voisinage de (0,0); (s = 0). Pour tout difféomorphisme locale
o:U—=Vonap ' (VAR)#AMNU

eV NR)

FIGURE 4.7 — M n’est pas une sous variété

Exemple 4.2.6. Soit f : I CR — R une fonction de classe C*. La courbe
M = {(z, f(x)) eR?* z¢€l}
est une sous variété de dimension 1. En effet, si on pose
o: I xR — R?
(,y) = (2,y— f(x))
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alors ¢ est une application injective de classe C* telle que

1 0

donc @ est un difféomorphisme de U = I x R sur ¢(U) et on a :

(z,y) € M < pa((z,y)) =y — f(z) =0

Exemple 4.2.7. Dans le cas général, si f: V C RP — R? une fonction de classe C*, alors
la partie

M = {(z, f(z)) e RPT: eV}

est une sous variété de dimension p. En effet, si on pose

0:V xR — R
(z,y) = (v,y— f(z))

alors ¢ est une application injective de classe Ct telle que

Id, 0
Dy = ( _D.f Id, )

donc ¢ est un difféomorphisme de U =V xR sur ¢(U) et on a :

(2.9) € M & (01 (2,9)), s Gpea((,9))) =y — F() = 0

4.3 Equation Paramétrique d’'une Sous Variété

Théoréme 4.3.1. Soit M une sous variété de R de dimension p (p < n). Alors localement
M est définie par un plongement régulier, i.e. pour tout xo € M il existe un ouvert UCR?
voisinage de 0, U C R" woisinage de o et un plongement régulier ¢ : U — R™ tel que
Y(U)=MnU.

Preuve D’aprés la définition 4.2.1, il existe U C R"™ ouvert de R" voisinage de xy, V C R"”
un ouvert voisinage de 0 dans R™ et un difféeomorphisme

p:U — V
y = (01(y), - on(y)

tels que @(xg) =0 :
eUNM)=VnN(R x{0})=VNR?
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Si on pose U = VNRP,

’(l) = 90_1 o1 : ﬁ — U
z=(21,.,2) = » ((2,0,.,0)).

1

Alors v est une application de classe C*, injective et ouverte sur M. Comme ¢! est un

difféomorphisme, alors

P A1 7
o, .. o,
D 1/} _ e Hp ey
L = o, o o,
e Hn e~ Hn
-0 T 0 )

est une matrice de rang p (les colones sont linéarement indépendants). Donc 1) est une im-
mersion par suite un plongement régulier et on a

YU)=p ' (VN(R x{0})=UNM=UnNM.

Remarque 4.3.1. :

1. 1 est une composition d’une bijection =1 et une injection i, donc 1 est injective.

2. = Pwis que @Zz(ﬁ) =UnNM, alors ¢ est une application ouverte sur M munie de la
topologie induite.

Théoréme 4.3.2. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une application de classe C*.

Si f est un plongement réqulier alors M = f(U) est une sous variété de R™ de dimension n
(n <m).

M = f(U) est dite sous variété définie par le parramétrage f .

Preuve f est une immersion, donc f est de rang constant égale a n sur U. D’aprés le
théoréme du rang constant (Théoréme 3.3.1), pour zy € U ils existent un ouvert V- C U
voisinage de xo, un ouvert W C R™ voisinage de f(zy), un difféomorphisme ¢ : V-— (V') C
R™ et un difféeomorphisme ¢ : W — (W) C R™ tels que le diagramme suivant est commutatif
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p(V)  — (W)
Yo fop
Vo foo (Y1 Yps Upt1os Ym)) = (Y15 -Yp, 0., 0)

Comme f est un plongement régulier, alors f(V) = f(U)NW, ¢ : W — (W) C R™ un
difféomorphisme et

(z € f(V))

Du Théoréme 4.3.1 et le Théoréme 4.3.2, on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.3. M C R™ une sous variété de R™ de dimension p (p < n), si et seulement
M est localement définie par un plongement régulier ouvert sur M muni de la topologie in-
duite par celle de R™.

i.e. pour tout x € M il existe un ouvert UcCR? voisinage de O et un plongement régqulier
Y U — R tel que (0) = z, v : U — M est une application ouverte pour la topologie
induite sur M par celle de R™.

Dans ce cas il existe , U C R™ voisinage de x tel que w(f]) =UNM. On dit alors que la
sous variété M est définie localelement au voisinage de x par le paramétrage 1.

Exemple 4.3.1. Une droite dans le plan est une sous variété de dimension 1 définie par une
immersion. Soient (a,b) € R? et f une application définie par

f:R — R?
t — (at+cbt+d)
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On a Diyf = (a,b)" # (0,0)" donc f est une immersion (plongement régulier) et M =
FUR}) = {t(a,b) + (¢,d) € R*; t € R} est une sous variété de dimension 1.

Dans le cas général on considere ’equation parametrique d’une droite M dans [’espace
affine R™ définie par le plongement régqulier
f:R — R"
t — ta+b

ota€RY, beR" et M = {ta+b; teR}.

Exemple 4.3.2. Soit S = {((cos(27t),sin(27t)); t € R} le cercle de rayon 1 et de centre
(0,0) dans le plan affine R*. Alors S' est une sous variété de dimension 1 définie par le
paramétrage
PR = R?
t - <(cos(27rt),sin(27rt)>

Remarque : f est une immersion non injective (non un plongement) ce qui montre que la
condition "plongement régulier” dans le Théoréme 4.5.2 n’est pas nécessaire.

Exemple 4.3.3. Soient I C R un interval ouvert et f : I — R une fonction dérivablement
continue. Alors M = {(t, f(t)); t € I} est une sous variété de R* de dimension 2. En effet,
st on note par

g:1 — R?
t = (&, f1)

alors g est une immersion injective, de plus st KK et J sont des intervals ouverts tels que
K C I, alors

(KxJ)nM = (KxJ)ng(l)
— (Kx N)N{LIW); teny
= {(t.f(t); teK, ft)eJ}
= (K xJ)ng(K)

ce qui montre que g est une application ouverte sur g(I) muni de sa topologie induite. Du
Théoreme 4.3.2 on déduit que M = g(I) est une sous variété de dimension 1.

Remarque : Dans cet exemple on peut remplacer la fonction f : I — R? par la fonction
f:I—R"
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Exemple 4.3.4. (Equation paramétrique d’un plan dans l’espace)

Soient a,b,c € R"™ tel que le systéme {a,b} est linéairement indépendant. Alors M =
{sa+thb+deR"; s,t R} estune sous variété de R de dimension 2. En effet il suffit de
considérer le plongement réqulier

g:R* —» R"
(s,t) — as+bt+d

Exemple 4.3.5. Soient I C RP un ouvert connexe et f : I — R™ une application de classe
Ct. Alors M = {(t, f(t)); t € I} est une sous variété de RPT™ de dimension p. En effet, si
on note par

g:ICRP — RPF™
t—= (& f()

alors g est une immersion injective, de plus si K C RP et J C R™ sont des ouverts tels que
K C I, alors

(Kx)nM = (KxJ)ng()

= (K xJJ)n{t f(t); tel}
= {(t.f(t); teK, f(t)eJ}
= (K xJ)Ng(K)

ce qui montre que g est une application ouverte sur g(I) muni de sa topologie induite. Du
Théoréme 4.3.2 on déduit que M = g(I) est une sous variété de dimension 1.

4.4 Sous Variété a Bord

Définition 4.4.1. Soient M CR", p e N (p < n) et Soit HY = {(z1,...,z,) € R?, x, > 0}.
On dit que M est une sous variété a bord de dimension p si pour tout xo € M, il existe U C R"
ouvert de R™ voisinage de xoy, V un ouvert voisinage de O dans de R™ et un difféomorphisme

p:U — V
Tr (801(33)7----79071(33))

tels que p(zg) =0 et
e(UNM)=Vn(H, x {0}) (4.4)
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1.e.

(x eUn M) & (gop(x) >0, pi1(x) = ... = pp(x) = 0)

Le bord de la sous variété M est le sous ensemble OM tel que

e(UNoM) =V N (R x {0})

1.e.

(x eU F‘I(?M) & (gop(x) = Ppi1(x) = ... = @u(x) = 0)

L’Intérieur de la sous variété M est ’ensemble Int(M) = M — OM.

Remarques 4.4.1. On a :
1) M = Uy (¢~ (V 1 (HY x {0})).
2) OM = Uy (e~ (V N (RP~! x {0})).
3) OM est une sous variété de dimension p — 1.
4) Lintérieur Int(M) ne signifie pas l'intérieur topologique ( si p < n, alors M° = &).

5) St p=mn alors Int(M) est un ouvert topologique et OM est un fermé topologique.
Du Théoréme 4.3.3, on la définition équivalente suivante :

Définition 4.4.2. Soit HY = {(z1,...,z,) € RP, x, > 0}. Un ensemble M C R est dit sous
variété variété a bord de dimension p si pour tout x € M il existe un ouvert UcC HY woisinage
de 0 et un plongement régqulier ) : U — R tel que Y(0) =z, ¢ : U— M est une application
ouverte pour la topologie induite sur M par celle de R™.

Dans ce cas il existe , U C R™ voisinage de x tel que w(ﬁ) =UNM. On dit que ) est
une parametrisation locale de la sous variété a bord M.

Le bord de la sous variété M est l'ensemble :

OM = {¢Y((z1,...,2p-1,0), ¢ est une paramétrisation locale}.
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L’intérieur de la sous-variété M est définit par

Int(M) = M — dM.

Exemple 4.4.1. HY = {(x1,...,z,) € RP, x, > 0} est une sous variété a bord de dimension p.
1) En utilisant la Définition 4.4.1 alorsp=mn, U=V =RP et ¢ = Idgs.

2) En utilisant la Définition 4.4.2, alors la paramétrisation n’est autre que linjection
canonique a un difféomorphisme pres

Vi HY — RP
(21, ..y p) = (21,...,2p)
et on a
OHY =R~ x {0}.
Exemple 4.4.2. La boule fermé B = {(xo,....,x,) € RPTL S22 < 1} est une sous variété

de dimension p+ 1 et de bord 0B = S? = {(x¢, ..., x,) € RPFTL S22 =1},
Six, >0, on prend
oy RPFL Hfrl
(g, .oy Tp) <.:E0,...,—:L’p—|— 1-— 71?:_(}3312).
Six, <0, on prend
o_RPFFL Hﬁ“
(T ooy Tp) (xo,...,:z;p— 1—2?;011'?).

On a
B = 90;1([_[_1:_—&-1) U g0:1(}[_;7_-1-1)

0B = ¢! (R” x {0}) U p~' (R” x {0})
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Exemple 4.4.3. La demi sphére ST = {(z,y,2) € R®, 2 + y> + 2> =1, z > 0} est une
sous-variété a bord de dimension 2 de bord

057 = 8" ={(x,y,0) e R®, 2° +¢* = 1}.

Soient :

U ={(z,y,2) eR®, 2>+ 2> <1, y > 0}
¢;;U; - R?
(x,y,2) — (:U,z,y—\/l—x2—22>.

@ est un diffcomorphisme de U sur'V = p(U[).
(o)) (VN H? x {0}) =U;nS%
() (VAR X {(0,0)} =U; NS ={(z,y9,0) R, 2" + 3" =11, y > 0}
2) Uy ={(z,y,2) eR®, 2>+ 2* < 1, y < 0}
e, U — R’
,y,2) = |z,z,y+vV1—22—22).
(z,y,2) ( y+v
@, est un diffcomorphisme de U, sur V= p(U,).
(6;) (VN B2 x {0}) = Uy N2

(¢, ) (VAR x {(0,0)} =U, NS" ={(z,y,0) R, 2” +y* =1, y < 0}

3) On construit de la méme manieére les couples (U, ¢F) et (U, p; ).

Exemple 4.4.4. Le cylindre
C=5"x[0,1={(z,y,2) eR’, 2® +¢y*=1,0< 2 <1}

est une sous-variété a bord de dimension 2 et de bord
oC = St x {O}US1 x {1}
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4.5 Equation Cartésienne d’'une Sous Variété

Théoréme 4.5.1. Soit M C R™ une sous variété de R" de dimension p (p < n), alors pour
tout xg € M, il existent un ouvert U C R™ voisinage de xy et une submersion f: U — R*7P

tel que M NU = f~1({0}).

On dit alors que M est une sous variété définie localement par l’équation f = 0.

Preuve D’aprés la définition d’une sous variété (Définition 4.2.1), il existe U C R™ ouvert
de R"™ voisinage de xp, V' C R™ un ouvert voisinage de 0 dans R"™ et un difféomorphisme

p:U — V
T — (901($)a----790n($))
tels que p(xg) =0 et
o(UNM) =V (R x {0})

1.e.

(:r; cuN M) & ((pp+1(9c) == () = o) (4.5)
Si on note par f I'application définie par
f:U — R"P
= (@p1(2), s on())
alors
r 9¢1 91 7
REREEE .
b -
Bl e .
Dy = 5<Ppi—1 Ovpi1
 RERREE -
RN o
IR i

est une matrice inversible, donc toutes les lignes sont linéairement indépendants, par suite
la matrice

O¢p+1 Opp+1
0n, Oy
D,f = N,
Opn Opn
FRREEEEEEE Oy N

est de rang n—p. Donc f est une submersion, d’apés I’éqution (4.5) on déduit que UNM =

7 {0}).
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Théoréme 4.5.2. Soient U C R"™ un ouvert et f : U — R™ une submersion (m < n) tel que
0€ f(U). Alors M = f~'({0}) est une sou variété de R™ de dimension p =n —m.

Remarque 4.5.1. En général si z € f(U) alors f~*({z}) est une sou variété de R™ de di-
mension p=n—m.

Preuve f est une submersion, donc f est de rang constant égale a m sur U. D’aprés
le théoréme du rang constant (Théoréme 3.3.1), pour zp € M C U ils existent un ouvert
V' C U voisinage de xg, un ouvert W C R™ voisinage de f(z¢)(= 0), un difféomorphisme
v : V= (V) C R"” et un difftcomorphisme ¢ : W — (W) C R™ tels que (0) = 0 et le
diagramme suivant est commutatif

f
Vv —> W
sOl H
(V) — Y(W)
Yo fop

Vo foo (Y, Yms Ymiteeos Yn)) = (Y1s--Yum)

Soient x € VN M et y € p(V) tel que

y=o@) = (YL, Ym> Ymt1, - Yn)
= (p1(); oy O (), Prmr1 (2), -0 ())

Comme f(z) = 0 alors

vofopl(y) = (Yl.ym)

d’ou
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Remarque 4.5.2. La démonstration du Théoréme 4.5.2 découle aussi directement du théo-
reme des fonctions implicites. En effet, f est de rang m a des permutation prés on peut
supposer

8fp+1 . afp—H
8xp+1 85071
det L. : #0
Ofm ... Ofm
O0xpi1 0xn

ot p=mn—m. Donc

fiUCR" xR — RP
r=(y,2) = f(y,2)

est une application de classe C1 tel que % € Isom(RP).

D’apres le théoréeme des fonctions implicites, il existent V C U C R™ = R™ x RP voisinage
de o = (Yo, 20), W C R™ woisinage de yo et g: W — RP, tels que

[(y,2) €V, fy,2) =0l = [y e W, 2= g(y)]

[(y,2) eVNM]&[yeW, z=g(y)

Considérons 'application

e W xR — R™xRP
v=(y,2) = (¥,2—9))

Id,, 0
Do = ( Dyg Id, )

Donc ¢ est un difféomorphisme tel que :

on a :

[z =(y,2) e VNM] & [pa(z) =2 —g(y) =0].

Exemple 4.5.1. Une droite dans le plan est une sous variété de dimension 1 définie par une
submersion. Soient (a,b) € R2 et f une application définie par

FfiR? = R
(x,y) — ar+by+c
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On a D, f = (a,b) # (0,0) donc f est une submersion et

M= f({0}) = {(z,y) € R* az+by+c=0}

est une sous variété de dimension 1.

Exemple 4.5.2. Le plan affine de R? est une sous variété de dimension 2 définie par la
submersion

f:R* - R
(x,y,2) — arx+by+cz+d
ot (a,b,c) # (0,0,0).

Exemple 4.5.3. La sphére est une sous variété de dimension 2 définie par la submersion
f:R® - R
(z,y,2) — 2+ +22—1

On a Dy f = (22,2y,22) # (0,0,0) donc f est une submersion et S* = f~1({0}) =
{(x,y,2) € R 22+ y* + 22 = 1} est une sous variété de dimension 2.

4.6 Espace tangent a une sous variété

Lemme 4.6.1. Si z € R" alors l'ensemble {z} x R" = {(z,u), uw € R"} muni des lois
suivantes :

(x,u) + (z,v) = (r,u+v); Mz,u) = (x, \u)

est un espace vectoriel sur R isomorphe a R"™

L:(R"+,.) — ({z} xR", +,.)
u = (x,u)
est un isomorphisme linéaire. En note alors

R" = {z} x R"
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Définition 4.6.1. Soient M une sous variété de R™ de dimension p et xo € M. Un vecteur
(xo,u) € {xo} X R™ (ou tout simplement u € R") est dit tangent a la sous variété M en g si
et seulement si, il existe un interval I voisinage de O € R et une courbe v : I — R™ de classe
C! tels que :

zg=7(0) et u=+0)

Lemme 4.6.2. L’ensemble des vecteurs tangent a une sous variété M C R™ en un point
xo € M est un sous espace vectoriel de R™.

Preuve Soient u,v € R" deux vecteurs tangent & M en x, définis par les courbes ~; :
I, — R" et v5 : [5 — R™. D’aprés la définition d’une sous variété (Définition 4.2.1), il existe
U ouvert de R" voisinage de xy, V' un ouvert voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme
w:U — V tels que p(xg) =0 et

(xeUNM) < (ppri1(x) = ... = pu(z) =0)
1) Soit I C I; N I5 un intreval voisinage de 0 € R tel que

(1) + () eV, vtel

Si on note par 7y la courbe sur M définie par
v:I — R"
oo ) =7 (e ®) + e(n)

alors

= u-+wv.
De plus pour tout t € I on a :

Opr1(1(t) + Ppr1(12() = oo = wa(n(t)) + on(12(t)) =0

donc
()= (@(%(t)) + w(w(t))) eM; Vtel
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2) Soient A € R et I C I} N I un intreval voisinage de 0 € R tel que
Ap(n(t) eV vtel
Si on note par 7y la courbe sur M définie par
v: I — R"
e () =9 (et ®))
alors

(0) = ¢ '(0) =0

= .
De plus pour tout t € I on a :
Appri(n(t)) = ... = Apn(n(t)) =0
donc
W) =7 (Aen®)) e M; - Viel
n

Notation 4.6.1. On note par T,,M [’esapce vectoriel des vecteurs tangent a la sous variété
M en xg,

TooM ={veR", Iy:]—¢, +e[= R*"C: y(] —¢,+¢]) € M, 7(0) = z¢, 7/(0) = v}

Remarque 4.6.1. Siv € T,, M alors il existent une infinité de courbes v dans M tels que
v(0) = g et v/ (0) = v. En effet, siy est une courbe qui represente v et [ ;] —e, +e[—] —¢, +€]
une fonction de classe C* telle que f(0) =0 et f'(0) =1 alors yo f:] — ¢, +e[— R" est une
fonction de classe C qui verifie :

1)yo f(] —e,+e]) C M.

2) 70 f(0) =(0) = xo.

3) (v 0 £)'(0) = F(0)'((0)) =~'(0) = v.
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Lemme 4.6.3. Soit
Koo ={7:] —¢,+e[= R"C': v(] —¢,4¢[) € M et v(0) = z}
Si on désigne par 7 ~ 7 la relation définie sur K., par
(71 ~72) < (711(0) = 75(0))
alors ~ est une relation d’équivalence et on a
(Ka)/~ = ToyM.
Preuve La preuve du lemme est immédiate. [

Lemme 4.6.4. Soit M C R" une sous variété de dimension p, alors T,,M est un espace
vectoriel de dimension p.

Preuve soient U ouvert de R" voisinage de xg, V' un ouvert voisinage de 0 dans R" et
¢ : U — V un diffecomorphisme tels que ¢(zg) =0 et

(xeUNM) < (pp1(x) = ... = pu(x) = 0).

1) Si u € T,,, M, alors il existe I un intervale ouvert voisinage de 0 € Ret y: [ — R" : C*
une courbe dans M tels que v(0) = zo et 4/(0) = u. On a

Viel, ¢pi(v(t) = ... = a(7(t)) =0
donc
Daypp1(7(0)) = ... = Dayipn(7/(0))
Dmoﬁop-&-l(u) = ... = Dygipn(u) = 0
d’ot

D, p(u) € RP x {0}
Dao(Tuy M) € RY x {0} (4.6)

2) Soient v € R? x {0} et ¢ > 0 tel que pour tout V¢ €] — ¢,¢[ on a tv € V. Si on pose
yit€]—eel— ot (tv)EM
alors

70) = ¢ (0) =0
Y(0) = Dop™'(v) € Ty M
d’ou
Do H(R? x {0}) C T, M. (4.7)
Des formules (4.6) et (4.7) on déduit que T,y M = Dy} (R? x {0}).

Pr Mustapha Djaa 2017




4.7 Espace Tangent & un ouvert de R™. 83

Définition 4.6.2. Soit M C R™ une sous variété de dimension p. L’ensemble

TM = U T, M

zeM

est dit fibré tangent a M ou espace tangent a M.

Remarques 4.6.1. :
1) le fibré tangent & une sous variété M en général n’est pas un espace vectoriel.

2)Si x # vy alors T,M NT,M = 0.

4.7 Espace Tangent a un ouvert de R".

Soient U un ouvert de R", z € U et v € R". Puisque U est un voisinage de z alors

(Fe>0): (Y|t|<e), tv+zelU

Si on pose
vi]—e+e[ = U
t — vi+x
alors
v(0)==xz et ~(0)=n.
d’on

T.U=R"={z} xR"

TU = | JT.U=U xR"

zeU
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4.8 Espace tangent & une sous variété définie par une im-
mersion

Proposition 4.8.1. Soient U un ouvert de RP et f : U — R™ une immersion de classe C*.
Si M = f(U) est une sous variété de dimension p, alors

TiyM = D,f(RP)
T™ = Df(R") = | D.f(R)

zeU

Preuve Soient x € U, u € R? et ¢ > 0 tels que pour tout |[t| < e on atu+x € U. Si on
note par v :t € R — v(t) = f(tu + x) alors «y est une courbe dans M = f(U) et on a

7'(0) = Daof(u) € TyyM

Comme D, f est une application linéaire injective et dim(Ty)M) = dim(M) = p on déduit
que TyoyM = D, f(RP). n

Exemple 4.8.1. Le plan affine dans l’espace R? est définie par le plongement régulier suivant :

f:R® - R?
(s,t) — su+tv+w

ot u,v,w € R3 tel que u et v sont linéairement indépendant. L’espace tangent o M = f(R?)
en un point z = su + tv + w est donné par :

T.M = D f(R*) = {hu+kv; h,k € R} = {2} x {hu+kv; h,k€eR}
d’ot
TM = | J{z} x {hu+kv; hk€R} =M x {hu+kv; hkcR}

zeM

Exemple 4.8.2. Exp-2 soit le cercle définie par l'immersion suivante

f:R — R?
t +— (cos(t),sin(t))
OnaM=f(R)=S" et
TymyM = Dif(R)
= {)\(— sin(t), cos(t)); /\ER}
{(— sin(t),cos(t))} x R
T™ = S'xR
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Exemple 4.8.3. soient la sphére S* = {(x,y,2) € R®;, 22+ y* + 22 = 1} et f lapplication
de classe C' définie par

fiR? & R
(s,t) +— (cos(t)cos(s),cos(t)sin(s),sin(t))

On a:

1) M = f(R?) = S? est une sous variété de dimension 2.

—cos(t)sin(s) —sin(t) cos(s)

2) Doy f = cos(t) cos(s) —sin(t)sin(s) |, f est une immersion si et seulement si
0 cos(t)
t#(2k+1)%
— cos(t) sin(s) — sin(t) cos(s)
3) Sionnote e =(0,0,1),e_; =(0,0,—1), u = cos(t) cos(s) v= | —sin(¢)sin(s)
0 cos(t)

A={(s,t) e R* t = (2k + 1)3}, alors f est une immersion sur R> — A et on a :
a) S* —{e1,e 1} = f(R* — A)
b)V(s,t) eR*— A :

Tisey = Dispf(R?)
= {du+pv; NBeR}
= {J{(s. 1)} X B

C) T82 = ((82 — {61, 6_1}) X RZ) U TGIS2 U TeﬂSQ.

On verra plus tards que

T5?
TS?

5% x R?)
((S? = {e1}) x R®UT,,S%

1w

Exemple 4.8.4. (Inverse de la projection stéréographique).

Soient les application [ et g définies par
f:R* - R?
(s,t) = (

2s 2t 24+t -1
S22 417242 4+17s24+¢2+1

)
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g:RP—(R®x {1}) — R?
(2.9,2) = (=)

On a:

~

. f et g sont des application de classe C*.
2. f(R?) = S — {N} (o0& N = 1 = (0,0,1)).
3. f:R*— S? — {N} est une application bijective d’inverse g.

-2+t +1 —2st
4. D(s,t)f = m —2st 82 — t2 +1
2s 2t
5. D) f est de rang 2.
—s*+ 82 +1 —2st
6. Les vecteurs u = —2st et v = s2—t2+1 sont linéairement in
2s 2t

dépendants.

7. De (1), (3) et (5) on déduit que f est un plongement régulier et M = f(R?) = S2—{N}
est une sous variété de dimension 2.

8. Tf((&t))M = Im(D(s,t)f) = {/\u -+ ﬁv; )\,6 - R} = {f((s,t))} x R2,
9. TM = U, e {F((5,£))} x B2 = (8* — {V}) x EE%.
Remarque 4.8.1. L’application

g:S*—{N} — R?
(z,y,2) = (

T Y )
1—2"1—2

est dite projection stéréographique.
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X=g(x)

FIGURE 4.8 — Projection Stéréographique de S?

4.9 Espace tangent a une sous variété définie par une sub-
mersion

Proposition 4.9.1. Soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une submersion de classe C*.
Si z € f(U) alors lespace tangent a la sous variété M = f~1({z}) est donné par

T.M = ker(D,f)
TM = ker(Df) = | J ker(D,f)

zeM

Preuve Siu € T, M, alors il existe une courbe v :] — ¢, e[— M C R" de classe C! tel que
7(0) =z et 4/(0) =u. On a

for(t) = z Vte]—eg¢f
(fer)(t) = 0
Do f(+/(0)) = 0

Dyf(u) = 0

d'oa T,M C kerD,f. Comme D,f est une application surjective, alors dim(ker D, f) =
n —m = dim(7T, M) et par suite ker D, f = T, M.

u
Exemples 4.9.1. :

Ezxp-1 : Soit
fAR™L 5 R

T = (20, L1,y ey Tpy) 1—2@2
i=0
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[ est une submersion sur R™ donc la sphere S™ = f~1({0}) est une sous variété de dimen-
ston n telle que

T.,5" = kerD,f

= {h = (h()?hl; "";hn> S RnJrl; < iC,h >= szhz = O}

1=0

FIGURE 4.9 — Espace Tangent a S>

4.10 Champs de Vecteurs

Définition 4.10.1. (Champs de vecteurs sur un ouvert de R".)

Un champ de vecteurs sur un ouvert U € R™ est une application

X:U —- TU=UxR"
x — X, =(z,F(x))

ot F est une fonction de U dans R". Le champ de vecteurs X est dit de classe C* si et
seulement si F de classe C*.

L’ensemble des champs de vecteurs sur U est noté par I'(TU).
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Lemme 4.10.1. Soient U un ouvert de R*, x € U et v € R", alors
L*:C*U) — R
o= Li(f) = Daf(v)
est une application linéaire qui vérifie I'identité de Leibnitz
Li(fg) = g(x)Ly(f) + f(2) Li(g)

Preuve La preuve est une conséquence directe des propriétés de la différentielle.
[

Remarques 4.10.1. On a :

1) Si(e1,...,e,) est la base canonique de R", alors L = (aii)\fv'

2) Siv=(v',..,v") alors L® = Eivi(aii)\a;-

3) Siv= (vl ... v") alors L*(f) = Zivi(g—i)(x).

4) D’apres la formule de Leibnitz, si f = Const alors LE(f) = 0.
Lemme 4.10.2. Soient U un ouvert de R", x € U. Si

L*:C*U) — R
o= L)

est une application linéaire qui vérifie ['identité de Leibnitz

L*(fg) = g(x)L*(f) + f(x)L*(g)

alors, il existe un et un seul vecteur v € R" tel que L* = L7 .

Preuve Soient z € U, P, : © = (21,...,x,) € R" — z; € R la iéme projection et
v= (v} ....,0") € R" tels que .
v = L*(P) = L*(x;) (4.8)
alors L* = L. En effet :

Si f € C*(U) alors au voisinage de z, le développement limité & lordre 2 de f s’écrit :

flx) = f(2) + Z(% - Zz)g—i(z) + Z(Iz — zi)(zj — 2j)0i5(x — 2)

D’aprés la formule de Leibnitz, on a
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1) L#*(Const) = L*(Const) = 0.
2) Lz((%’ — 2i)(w; — 2)0i;(x — Z)) = Li((l‘i — zi)(2 — 2)0i(x — Z)) =0.
i

3) L ( (2 — 20)8L(2)) = () 2L (=) = v 2L(2) = L3 (i — ) 2 (2)).

d’ou
L =17

Remarque : L'unicité du vecteur v, découle immeédiatement de la formule (4.8).

D’aprés la Définition 4.10.1, les Lemmes 4.10.1 et 4.10.2, on obtient la proposition suivante

Proposition 4.10.1. Tout champ de vecteur X € T'(TU) est représenté par une application
linéaire unique Lx : C*(U) — C*(U) vérifiant la formule de Leibnitz :

Lx(fg) =gLx(f)+ fLx(g)

Lx est définie par :

Ly :C®(U) — C®(U)
f= Lx(f)=X(f) = Df(X).

ol

Df(X):U — R
z = Df(X)(z) = Dy f(Xa).

Remarque 4.10.1. D’aprées la Définition 4.10.1, la Remarque 4.10.1 et la Proposition 4.10.1,
Lx est un opérateur linéaire définie sur C=(U) tel que

Lx(h) = X(1) =Y x'gL (49)

LX:Z;Xawi

ot X' =P, o F = F".

Définition 4.10.2. (Champs de vecteurs sur une sous-variété.)
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Soit M une sous variété de R™ de dimension p. Un champ de vecteurs sur M est une
application
XM — TM
r — X,=(z,F(x) el .M

ot F': M — R". L’ensemble des champs de vecteurs sur M est noté T'(TM).

Le champ de vecteurs X est dit de classe C* si pour tout difféomorphisme o : U — V tel
que M NU = oYV NRP), Uapplicationon F o p=! : V NRP — R" est de classe C*

ou U etV sont deux ouvert de R"™ (voir Définition 4.2.1).

Proposition 4.10.2. Soient M une sous variété de R", U un ouvert de R" et X € I'(TU).
St M C U alors

(X € F(TM)) = ((Vm eM): X, € TmM>.

D’aprés la Proposition 4.9.1, on déduit la proposition suivante :

Proposition 4.10.3. 5i M C R" est une sous variété de dimension p définie par une suber-
sion f:U CR" = R" P alors X € I'(TU) est un champ de vecteurs sur M si et seulement
St

Df(X)=0, ie (NreM): D.f(X;)=0.
autrement dit, les fonctions (X1, ...., X™) composante de X forment une solution du sys-

teme d’équations :
n

X =S x o i<y (111)

, oxt
=1

Exemple 4.10.1. Soient f : I C R — R de classe C%, M = {(x, f(x)) € R?, x € I}. Le
champ de vecteurs X défini sur R? par

X@y) = 72

est un champ de vecteurs sur M.

Exemple 4.10.2. Soit M = {(x,y,2) € R®, 2 = ax +by+c}. Le champ de vecteurs X défini
sur R? par

0 0 0
Xays = T+ Yo, + (az + by)a

ox 0z
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est un champ de vecteurs sur M.

X(I’y@,) = az—x—l—y—+(z—c—1)—

n’est pas un champ de vecteurs sur M.

Exemple 4.10.3. Soit M = {(z,y,2) € R® 2> + y* + 22 — 1 = 0}. Les champs de vecteurs
X défini sur R? par

0 0

Xaws = Yz-— “5y

_ 0 0

X(a:,y,z) Za_q; — I‘&

= 0 0

X(@y.) “ay Vs

sont des champs de vecteurs sur M.

N 0 0 0
X T,Y,2 . a a_
(w.9:2) x8$+y8y+zaz

n’est pas un champ de vecteurs sur M.

4.11 Orientation d’une Sous Variété

Définition 4.11.1. Soit e = (ey, ....,e,) la base canonique de ’espace vectoriel R™. Une base
¢ est dite orienté dans le sens directe (resp. inverse) de e si

det(P(e,&) > 0), (resp. det(P(e, &) <0))
ot P(e,&) désigne la matrice de passage de e a &.

Remarque 4.11.1. :

1) La base € = (eq, €1, €3, ....,,) est orienté dans le sens inverse de e.

2) (det(P(e, &) < 0) < (det(P(z,€) > 0)
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Définition 4.11.2. Soient &1,& deux bases d’un espace vectoriel E de dimension fini. On
dit que & et & ont la méme orientation, ou

§1~&, & detP(&,&) >0

ot P(&1,&) désigne la matrice de passage.

Lemme 4.11.1. L’orientation définie une relation d’équivalence sur l’ensemble des bases de
E dont lespace quotient est le groupe multiplicatif {1, —1}.

Dans le cas de R" I'ensemble quotient est donné par {¢,e}.

Lemme 4.11.2. Soit E un espace vectoriel de dimension fini. St ¢ : . — E est un isomor-
phisme linéaire, alors

§i~ &, & o) ~ e(&)

Preuve Si M (resp. M,) désigne la matrice de ¢ relativement a la base & (resp. &),
alors

o, My
(B.&) — (E,0&))
Pl 1 Py
(E>€2) — (E7(p(£2))
s MQ

Py = MyP M, doi detP, = detP,

ou P, = P(&,&) (resp. Py = P(p(&1),9(&))) désigne la matrice de passage de & a &
(resp. de ©(&1) & (&2))-

Définition 4.11.3. L’orientation d’un espace vectoriel de dimension finie n est le choix d’une
base ordonnée & = (vy, ..., uy,).

Une base &' est une orientation directe (resp. indirecte) si  detP(£,€') > 0 (resp.
detP(£,€) <0).
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Définition 4.11.4. Une sous variété M C R™ de dimension p est dite orienté si pour tout
x € M, l’espace tangent T, M est orienté.

Si on désigne par & = (v1(x), ....,vy(x)) lorientation de T, pour tout x € M, alors les
applications
v,: M — TM
r = v(x)
définissent une famille de champs de vecteurs & = (vy, ..., vp).
L’orientation & est dite de classe C* si et seulement si les champs de vecteurs vy, ...., v,

sont de classe C* (voir Définition 4.10.2).

Exemples 4.11.1. :

n PP _ (.2 )
1) R™ est une sous variété orienté par & = (8—:“, s E)‘
2)RP  (p <n) est une sous variété de R™ orienté par & = (aizl, ey %).
3) Sur R? — {0}, les champs de vecteurs
0 0 0 0
Xm - 5 - - -, Y.’E —= s = —yy— J—
o = (@ y) =wgotyg Ve = (24:2) = —y7-+ag

définis une orientation directe de classe C°.

4) Le cercle S* = {(z,y) € R", 22 +y? = 1} est orienté par le champ de vecteurs de classe
C™,

0 0
Xy = (—y,7) = Yo + xa—y

4.12 Exercices

Exercice 4.12.1. Soit 0 < r < 1. Montrer que l’ensemble
TP ={(r,9,2) €R% (Va2 +y2 - 1" +22=r%}
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est une sous variété de R, déterminer sa dimension.

Exercice 4.12.2. Determiner l'ensemble U de R3 o la fonction

f:R* - R

(ZL‘,y,Z) = $2+y2—22

est une submersion. Déterminer les sous variétés associées a f.

Exercice 4.12.3. En utilisant la Définition 4.4.1 démontrer que le cylindre S* x [0,1] est
une sous variété a bord.

Exercice 4.12.4. En utilisant la Définition 4.4.2 démontrer que le cylindre S* x [0,1] est
une sous variété a bord.
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Chapitre 5

Formes Multilinéaires.

5.1 Groupe Symétrique §,,.

Notations 5.1.1. :

Soit n € N*, on note par S, l'ensemble des bijections de l’ensemble A, = {1,....,n} dans
lui méme. S, est un ensemble fini de cardinal card(S,) = n!. Les éléments de S,, sont appelés
permutations.

Un élément o € S, est représenter par la matrice

b2

S, muni de la loi de composition des applications ” o” est un groupe non commutatif. Si

o, €S, on note alors po o par jo.

Lemme 5.1.1. Soit u € S,, alors

L,:5 — S,
o — L,(0)=po
R,:S, — S5,

sont des applications bijectives telles que L;l =L, et R;l =R
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Définition 5.1.1 (Cycle). Un cycle de longueur p est une permutation o € S,, définie par
un sous ensemble {i,...,i,} C A, tel que

o(ir) =12, ..., 0(lp—1) = ip, 0(ip) =11; et o(j) =7, YV & {ir,...,0p}.

Le cycle o est représenter par la matrice ligne (iy, ..., 4p).

Deuz cycles (iy, ..., 1p) €t (J1, ..., Jq) sont dit disjoint si {iy,...,ip} N {j1, s Jgt =0
Définition 5.1.2 (Transposition). Une transposition est un cycle T de longueur 2 définie par
(,7) ie.

(i) =g, 7(j) =1, et 7(k)==k, Vk&{ij}.

Remarques 5.1.1. St o est un cycle de longueur p et T une transposition, alors
1. o? =1Id=00..00 (composition de o (p — fois)).
2. o7l =P

3.l =r.

Lemme 5.1.2. St 0 € S, est une permutation et i € A, alors il existe 0 < p < n tel que
oP(i) = i.

Preuve Soit B = {0*(i); k € N*} C A, comme A, est un ensemble fini, alors il existe
au moins k,[ € N* tels que k < [ et o"(i) = o'(i) d’ou

o 7R i) =i

Si p désigne le plus petit entier non nul tel que o®(i) = i, alors
1. p<n.
2. B={0(i),0%(4)....,0P(i)}.
3. (i,0(i),0%(i)....,aP71(i)) est un cycle.
4. p est dit I'ordre de I’élément 1.
]

Lemme 5.1.3. Toute permutation o € S, se décompose en un nombre fini de cycles disjoints.

Preuve Sur A, on définit la relation d’équivalence suivante :
(i~j)e (FgeN; j=0(i)) (5.1)

Remarquons que si p € IN tel que o?(j) = j alors i = 6" %(j) = i, ot m € N tel que
mp > q.

De la relation d’équivalence (5.1), on déduit 'exitence d'un sous ensemble {i1, ..., it} C A,
tel que A,/ = {i1,...,7x}, d’'ou
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L dp={o(it),....,o" (i)}, 1 <1<k).

2. Ay =U_ {o(@), ., 0?1 (ir) }

3. 0= <o(z’1), ey 0P (zl)) 0....0 (a(z’k), o apk(ik)> (composition de k cycles disjoints).
ou p; désigne ordre de 7, (1 <1 < k). n
Lemme 5.1.4. Tout cycle o = (i1, ....,1,) se décompose en transpositions

Preuve 1l suffit d’écrire o sous la forme

0 = (i1, i2) iz, i3) e (ip 1, )

Lemme 5.1.5. Toute permutation o € S,, se décompose en transpositions.
Preuve La preuve découle immédiatement des lemmes Lemme 5.1.3 et Lemme 5.1.4. =

Définition 5.1.3 (Signature d’une permutation). La signature d’une permutation o € S,, est
définie par la formule

sign(o) = H %‘?(j) (5.2)

Remarque 5.1.1. :
1) sign(o) = £1.
2) On note (o) = sign(o).
Lemme 5.1.6. Soient o et p deuxr permutations, alors

sign(op) = sign(o o 1) = sign(a)sign(y)

Preuve On a

o(u(i)) = o(p(j)) 0(#({)) —o(ud). Vi £ 7).

(i) — p(5) p(g) — p(i)
d’on

11 o(u(i)) —o(p(d))

i—J

sign(op) = [
o o) — o(u(i) (i) — ()
a H (i) — () H i—j
I a(u(z)i—am(g)) [ “0- st

1<u(@)<u(s)<n

= sign(o)sign(pu).
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Remarques 5.1.2. :

1. Si T est une transposition alors sign(t) = —1.
2. Si o est un cycle de longueur p alors sign(o) = (—1)P~!

3. Si o est une permutation alors sign(c) = (—1)*, ot k est le nombre de transpositions
décomposant o, (i.e. 0 = Ty....... Tk ).

4. ¢(Id) = 1.
5. (o) =¢(o).

Proposition 5.1.1. Si on considére que S, C S,y1 en prolongeant les éléements o € S, par

N o) sil<ji<n
"(9)_{ n+1 sij=n+1

alors

n+1 n+1

Sn+l = U TiSn = U SnTi
=1

i=1
ov ;= (i,n+1), 71 = Id, 7,5, = {0, 0 € S,} et S,7i = {013, 0 € S,,}.

Preuve 1l suffit de constater que

1) V1<i<n+1) ,Yoe€S, : 7S, CSu1 et; Syt C Spyt.

3) card(J;*] 7:8,) = card(J!Z] Sumi) = (n+ 1)card(S,) = (n + 1)! = card(S,,1).
En générale nous avons la proposition suivante

Proposition 5.1.2. Si on note que S}, = {0 € Sy41, o(m) =m}, alors

n+1 n+1

— m _ m
Spy1 = U TSyl = U SpiTi

i=1 i=1

ot ; = (i,m).
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. qgntl _
Remarque : S, =95,

5.2 Formes Multilinéaires.

Définition 5.2.1. Soient E un espace vectoriel sur R et k > 1 un entier naturel. On appelle
forme multilinéaire d’ordre k ou simplement forme k-linéaire sur E une application

fiEP—ExE..xE — R
(1, 22y ooy i) = f((21, 22, ..y k)

linéaire par rapport a chaque variable.

Remarques 5.2.1. :

1) L’ensemble Li(E) des formes k-linéaire est un espace vectoriel sur R.

2) Si E est un espace vecoriel de dimension finie n et (ey, ...., e,) est une base de E, alors
toute forme k-linéaire est parfaitement déterminée par la suite ( fil.,,l-k>
' 1<t ip<n
. B ‘ . j
ot fiy i = fl€i, . €5), i.e. sixp =7 xje; alors
n
_ 1 (7
f((z1, 22y oy xp)) = E firin i xyf (5.3)
iy =1

En utilisant la convention d’Einstein la formule (5.3), sécrit :

f(z1, 29, .y xy)) = fllzkw?x;’“ (5.4)

5.3 Image Réciproque

Définition 5.3.1. Soient E et F deux espace vecoriels sur R. Soient u : E — F est une
application linéaire et f € Li(F) une forme k-linéaire sur F. On définit 'image réciproque
de [ noté u*(f) par :

u (f): E* — R
(1, ey i) = f((u(zy), ..., u(xg)))
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Remarques 5.3.1. :

1)
x: L (F) — Lip(E)
fo= ui(f)

est une application linéaire. i.e :

u'(af + Bg) = au’(f) + fu*(g)
ot a,f €R et f,g€ Li(F).

2) Soient E,F,G des espaces vecoriels sur R. Siu : E — F etv: F — G sont deux
applications linéaires, alors
(vou)" =u*ov*

(vou)": Li(G): — Li(E)
[ (0 (f)

3) Soient E, F des espaces vecoriels sur R de dimension finis n et m respactivement . Si
u: B — F est une application linéaire de matrice [u;]” relativement auz base (€)1<j<n €t
(€:)1<i<m de E et F respectivement, alors

(u"(@))(ex) = & (uler)) = & (T uje)) = u}

d’ou

m
u*(e®) = Z uie’
j=1

5.4 Produit Tensoriel

Définition 5.4.1. Soient E un espace vecoriels sur R, f € Li(E) une forme k-linéaire sur
E et g € L,(E) une forme p-linéaire sur E . On définit le produit tensoriel f ® g par :

fRg:E*xEF — R
(@15 e Ty T 15 oo Tip) 2 fU(21, 00, 20)) (k15 o Thtp)

f ® g est une forme (k + p)-linéaire.

Pr Mustapha Djaa 2017




5.4 Produit Tensoriel 102

Remarques 5.4.1. :

f ®g € Litp(E)
2) Le produit tensoriel n'est pas commutatif fQRg#g® f.

3) En général si fi € Ly, (E),....fm € Lk, (E), on défini alors le proguit tensoriel
1 ® ... ® fn par

N@ o ® fn((@y, o gy s 2@l ) = fil(@, oy @) e S (@] 2 )) (5.5)

Définition 5.4.2 (Espace dual). Soit E un espace vectoriel sur R. L’ensemble des forme
1-linéaire est appellé espace dual de E, on le note E*

B = £,(E) = L(E,R).

Définition 5.4.3 (Base dual). Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (eq, ..., €,)
est une base de E, on définit sur E* une base (e, ...,e") dite base dual par la formule :

e(ef)_éj_{o, jAi

Proposition 5.4.1. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (eq,...,e,) est une

base de E alors {ei®ej} est une base de l’espace vectoriel des formes bilinéaires Lo( E).
1<i,j<n

De la Proposition 5.4.1, on déduit que  dim(Ly(F)) = (dimE)? = n?
Preuve :
1) Si

i ozijei ®€j =0

ij=1
alors pour deux éléments e, et e; de la base, ona :

n
. .
0= E a;ie' @ € (es, er) = gt

ij=1

2) Si f € Lo(E), alors

[ = Z fie' ®el = Z fleiej)e’ @ e

ij=1 ij=1
De méme, on a :
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Proposition 5.4.2. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Si (eq,...,e,) est une
base de E alors

}1§z‘1,...,z‘kgn

est une base de l'espace vectoriel des formes k-linéaires L(E).

De la Proposition 5.5.1, on déduit :
1) dim(Ly(E)) = (dimE)k = n*

2) Si f € Ly(E), alors

= Z fi €' ® ... ®e* = Z flei, e )e" @ ... e
i1 ;

..... ’Lkil zl,zkzl

Définition 5.4.4. Une forme k-linéaire f € Li(E) est dite symetrique si

T(@oys oo Toy)) = f(215 oy 1))

pour tout 1, ....,xx € E et toute permutation o € S,,.

L’ensemble des formes k-linéaire symétriques est un sous espace vectoriel de L (E) noté

Se(E).

5.5 Formes Alternées

Définition 5.5.1. Une forme k-linéaire f € Li(F) est dite alternées si

F((@oy, ooy Toy)) = €(0) f((21, ..., 1))

pour tout x1,....,x, € E et toute permutation o € S,,.

L’ensemble des formes k-linéaire alternées est un sous espace vectoriel de L;(E) noté

A (E).
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Proposition 5.5.1. Si f € Li(F) est une forme k-linéaire, alors l'application g définie par

9((@1, i) = Y €(0) f((Ta(r)s s Tar)))

og€ESy,

est une forme k-linéaire alternées.

Preuve Soit p € S,. D’aprés le Lemme 5.1.1 on a

9@y o tuw) = D> (@) F(Toua))s s Touik))

_ :(S;))Q ; e(0) f(Tou(1)s -+ Tou))
= e(p) é 5€U)5(M)f((%u(l)> s To()))
_— Z () F (Tt s Toi))

= e(u) U;Z (o) f (Tou(r)s --ons Tap(r)))

= () g((@pa)s oo L))

Définition 5.5.2 (Antisymétrisation). Soit f € Li(E) une forme k-linéaire. L’application
A(f) définie par

A (@1 sy ) = % S c(0) F (o), s 7o)

oES

est dite antisymétrisation de f.

L’application

est dite antisymetrisation.
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5.6 Produit Exterieur

Définition 5.6.1. Soient f € A,(E) et f € A,(E). Le produit exterieur de f et g noté fAg
est une forme (p + q)-linéaire altérnée définie par

(v + )
frg="10RAf @) (5.6)

1

il > e0) (@) o To)) g (Fotprr)s oo Topra)) (57

0€Sp+q

(f N g)((xb Sy xp+<1)) =
Propriétés 5.6.1. : Soient f1, fo € A,(E), g1,92 € AJ(E) et A€ R. on a

L (i+tf)Aha=hHA A+ frhg
2. in(g+g2) = fing + [N ga
8. M)A =HNANAg) =M1 Aq

Proposition 5.6.1. Soit E et ' deux espaces vecoriel de dimension finies. Siu : . — F est
une application linéiare alors

u (f A g) =u*(f) Au'(g)
ou f € Ay(E) et g € A (E)

Preuve La preuve découle immédiatement des définitions 5.6.1 et 5.3.1.
m De la Proposition 5.6.1 et la Remarque 5.3.1, on obtient

Remarques 5.6.1. Soient e = (¢;); une base de E et € = (¢;); une base de F. Si (u});;
désigne la matrice de u relativement a e et e, alors

* (=8 —k o s,k _i 7
u*(e* Ne¥) = g ujuje' e
]
o s k k s\ 1 J
= g (ujuj —ujuj)e’ Ae
i<j
Dans le cas général, on a
u (€N NEP) = E ut . uFet AL AN e
1 ip
i1...0p

Proposition 5.6.2. Si f € Ai(FE) et g € Ai(E) sont deux formes linéaires, alors f N\ g €
As(E) et on a
fNg=—gNf
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Preuve On a S; = {id,(1,2)}, d’on

IA g((xhx?)) =

Remarque 5.6.1.

f A g((x1, 22)) = det

f(@1)g(w2) — f(a2)g(z1)
= —gA f((‘rl?x?))

i
i

©) gles)

Proposition 5.6.3. Soient f,g,h € A\(E), alors

On note alors

(f Ng) Nh((x1, 22, x3))

(fAg)ANh=FfA(gNhD)

fANgNh=fNA(gNR)

(21,22)) A hlws) = (F A 9)((w2,20)) A h(s)
) (s, 22)) A h(aa) = (f A g) (1, 25)) A h(w)
(S A 9)((w2,23)) A1) + (f A g)(s, 1)) A h(s)|
(f A 9) (w1, 22)) A h(s) + (f A g) (w2, 5)) A h(z1)

)

Remarque 5.6.2. D’apres la remarque 5.6.1, on a

(f A g) A h((z1, 22, 73))
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(f A g)((z, w3)) A (1) — (f A g)((z1,23)) A h(22)
+(f A g)((z1,22)) A h(z3)
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Définition 5.6.2. Soient fi, ..., f, € Ai(E). On définit le produit exterieur fi A ...\ f, par

(A A (1, mp)) = Y e(0) i) fylap) (5.8)

oES)
filz) - filzy)
= det : . :
folx) - fylzp)
(5.9)

Remarques 5.6.2. soient (eq,....,e,) une base de l'espace vectoriel E, (e',....;e") la base
dual de E* et fi,....fp € A, (E). On a :

1) D’apés les propriétés du déterminant, sii,j € {1,...,p} tels que i # j et f; = f; alors
fin . Nf,=0.

2) De la définition du produit exterieur (Définition 5.6.2), on obtient :

x} xt
A NeP (a1, 3p)) = det | :
xl e mp
on ), = X" xke; (1 <k <p).
3) Sip > n alors le systeme {e", ...., e} est linéairement dépendant, d’ot e A....ANe'? = 0.
Donc A,(E) ={0}.
4) Sip=0 alors Ay(F) = E.
5) Sip=1 alors Ay (E) = E* (dual de E).
Proposition 5.6.4. Soient E un espace vectoriel de dimension finie et (e1, ....,e,) une base

de E. Si (e, ....,e") désigne la base dual de E*, alors

_ 1 7
B = {6 A Ne p}1§i1<...<ip§n

est une base de l’espace vectoriel A,(E).

Preuve :

1) Le systéme B est linéairement indépendant, en effet si

Z Oéil..,ipeil Ao Aer =0

1<ir<...<ip<n
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alors

I — el i . 1)) —
Qjy. gy = g Qiyip€t A Ner((ej,....e;,)) = 0.
1<ir<...<ip<n

2) B est une partie génératrice, en effet si f € A,(E) alors

F((€yserey)) = > Qi€ A NP ()

1<ig <...<ip<n

ou ah...ip = f(((eiU ceeey eip)).
|

Notation 5.6.1. Si f € A,(E) alors

= Z firip € A Ae' (5.10)
1< <...<ip<n

ol fil.‘.ip = f(((eil’ ceeny Gl‘p)).

Proposition 5.6.5. Soientfi...f,, g1..., 94 € L1(E) alors

(FiN e A A Ao ANgy) = (FDPUgi Ao Agg) A(fL Ao A fp)

Preuve De la proposition 5.6.2, on obtient

(ANACALIANGAANG) = (DA CAf )AL A Agy) A Sy
= (_1)2q(f1 ARTwA fp72) N (91 ARTA gq) A fp*l A fp

= (=P AN Ag) A(fL N e A fp)

Des propositions 5.6.4 et 5.6.5 on déduit

Proposition 5.6.6. Si f € A,(E) et g € A,(E), alors fANg e Apry(E) et on a :

fAg=(=DPgnf
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5.7 Produit Intérieure

Définition 5.7.1. Soit x € E. Le produit intérieure i, est une application définie par

iv: Lo(E) — L, 1(E)
fo= ia(f)

telle que i, (f) est une forme (p — 1)-linéaire donnée par

i(f): BP"Y = R

(@1, s p1) = i (f)(21, s zpr)) = f((2, 21, oy Tp1)).

De la Définition 5.7.1, on obtient

Définition 5.7.2. Soit x € E. Le produit intérieure i, est une application définie par

io: AE) — A,_1(E)
fo= i(f)

i (f) est une forme (p — 1)-linéaire alternée.
Propriétés 5.7.1. Soientz € EX€R et f,g € L,(F) alors :

1. i.(f, 9) = i.(f) +i.(g).

2. iz(Af) = i (f).

Proposition 5.7.1. Siz € E, f € A,(E) et f € A,(E), alors

i (f A g) =1i2(g) N g+ (=1)Pf Nia(g)

Preuve D’apreés la Définition 5.6.1 et la Propositio 5.1.2, on a :
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ix1<ng)($27"'7xp+q) = (f/\g)('xlam%“'?prrq)
1

= p'_q' Z £(0) f((To(1)s s Ta(p)) I (Topt1)s s Ta(pta)))
7 0€Spq

1

- pl_q| Z €<O-Ti>f<<x07i(1)7""7$07i(p)))g((x07i(p+1)u-‘--uxan(p—&-q)))

+—' Z S(UTi)f((JZU(i), T (2)--- xg(p)))g((xo(erl), < To(1)-s xg(p+q)))

1
€5 4q

p+1<i<p+q

+ Z (=1)Pe(07:) f((To(iys To (@) To(p)) ) I (T (1)s To(pr1)--To(i-1)s

: 1
7€Sh4q
p+1<i<p+q

To(i41)- To(pta)))
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p
= ol Z (o) f((#1, --Zo(i) Ta(p))) I (Zo(pr1), s Tapra)))
UES;tIth
1 o
Ty Yo D U)o @) To))I(T1, Topia) Lo,

<i< 1
pHl<i<ptqoes) ,

Lo(it1)-+ $a(p+q))>

- %[(ixlf)Ag]((xg,....,a:p+q))
+% +1; . (=1) P A (g )] (i, Ty i1, Tigr s Tpg))
= [(ix, ) AN gl((z25 oty Tpyg))
+$ Z (1) =12 A ()] (s Tim1, iy Tigr, - L))
p+1<i<p+gq

=[G f) A gl((22, oo p1g)) + (D1 A (i 9)] (2205 Tpig))

= (i, /) Ng+ (1P F A (i 9] (221, Tpg))
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Chapitre 6

Formes Différentielles sur R".

6.1 Formes Différentielles

Dans ce chapitre on considére £ = R™.

Définition 6.1.1. Soit U un ouvert de R™. On appelle forme différentielle de degré p dans
U (ou simplement p-forme différentielle) toute application

w:U — A,(R")

T o Wy
Si (eq, ..., e,) désigne la base canonique de R™ et w une p-forme différentielle sur U € R".
Alors d’aprés la proposition 5.6.4, on a
w = Z wilmipe“ A...\e® (6.1)

1<iy <...<ip<n

oll wj, i, : U — R sont des fonctions sur U et (€', ...e") désigne la base duale canonique de R™.

(Vz € U); w(z) = Z wil,,,ip(a:)e“ A...\ew

1<i1<...<ip<n

En utilisant la covention d’Einstein la formule (6.1) s’écrit :

W = wil,_,ipe“ A...\e® (6.2)
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(Ve e U); w(T) = wiy 4 (T)e" A A€ (6.3)

Définition 6.1.2. Soit w = w;, ;€ A ... Ae™ une p-forme différentielle sur R™.

e w est dite continue si les fonctions w;,. ., : U — R sont continues (1<i;<..<i,<

o w est dite différentiable de classe C* si les fonctions Wiy..i, - U — R sont différentiables
de classe C* (1 <iy < ... < i, <n).

Propriétés 6.1.1. Soient U C R" un ouvert, w, = willmipeil Ao NEP, wy = w?l...ipeil A...New

deux p-formes différentielles de classe C* sur U, w = wjlquejl A ... A el une q-forme diffé-
rentielle sur U et f : U — R une fonction de classe C*, alors

1wy +we = (Wz'll...ip@il + w?lmipe“) A ... Ne® est une p-forme différenticlle de classe C*

sur U.
2. w = fwillmipei1 A ... Ne est une p-forme différentielle de classe C* sur U.

3. wi Aw est une (p+q)-forme différentielle de classe C* sur U, ou

— 1 . PR ip J1 Ja
w Aw = E Wiy oipWirejg€ N AP AL Ne
1<ip<...<ip<n
1<j1<...<jg<n

4.
() (X)) = 3 fae e
i=1 j=1 ij=1
= Z figie' N e
i#]
= Z (figi — gify)e' N e
1<i<j<n

Définition 6.1.3. Soit U un ouvert de R™. Si on note par Q’;(U) I’ensemble des p-formes
différentielles de classe C* sur U, alors (QL(U),+,.) muni de la somme des p-formes diffé-
rentielles et le produit par des fonctions est un module sur C*(U). Ou

C*(U) désigne 'anneau des fonctions réelles de classe C* sur U.

C(U) = C%U) désigne l'anneau des fonctions réelles continues sur U,
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6.2 Caractérisation des formes différentielles

Soient i € {1,...,n} et P; la iéme projection définie par

P:R" — R

= (T1,..,Tp) — T

Alors dP; est une 1-forme différentielle de classe O noté dx*

dz' :R" — A (R") =R*
T = dyPy=c =e¢

Si w est une 1-forme différentielle sur un ouvert U C R™ alors w s’ecrit

W= Zwidxi (6.4)
i=1

(xel), w()= sz(x)dxz (6.5)
i=1
Exemples 6.2.1. :

1. Sin = 3 alors toute 1-forme différentielle w sur un ouvert U C R3 s’écrit sous la forme
w = fdx + gdy + hdz

ot f,g,h sont des fonctions sur U.

2. w = cos(z)dr + sin(y)dy est une 1-forme différentielle sur R

En général si w est une p-forme différentielle alors w s’écrit sous la forme :

W= Z w,-l_.ipd:pil A Adx. (6.6)

1<i1<..<ip<n

Dans la suite, on note dz™....dz" au lieu de dz™ A...Adz'. Ainsi la formule (6.6) s’écrit

w = Z wil.,.ipd:cil....d:cip. (6.7)

1<ir<...<ip<n

Pr Mustapha Djaa 2017




6.3 Dérivée Extérieure 115

Remarque 6.2.1. Si j € {iy,..,i,} alors

dz™...dz? ... dx" = 0.

Exemples 6.2.2. Si U est un ouvet de R?, alors :

1. QKUY =CHU)

2. Q¥U) = {fdz + gdy; f,g€CHU)}.
3. Q5(U) = {fdzdy; f CHU)}.

4. QFU) ={0} sip>3

Exemples 6.2.3. St U est un ouvet de R", alors :

1. QU) =CHU).

2. df = Sighda’ € QF(U), ou f € CH(U)

3. (21- fid:z:i> (zjgjd:cj) = S_ (fig; — gif;)daidal € Q5(U)
Définition 6.2.1. Soit U un ouvert de R™ la forme différentielle

w=dz' N .. Ndz"

est dite forme volume sur U.

6.3 Dérivée Extérieure

Définition 6.3.1. Soient U un ouvert de R™ et w = X _ _w.da™...dx’ une p-
1<ip<...<ip<n T ig,..., ip

forme différentielle de classe C* sur U (1 < k). On appelle dérivée extérieure de w la (p+1)-
forme différentielle dw définie par

do= > dw,  de"..da"

1<i1<...<ip<n

Pr Mustapha Djaa 2017




6.3 Dérivée Extérieure

116

Remarque 6.3.1.

awil ip 3 GG i
dw = g 8—dx]dx1....d:vp.
1<i) <...<ip<n L
1<j<n

d(dz"™....dz") = 0.
Exemples 6.3.1. Soit U un ouvert de R on a

1. Si f € QEU), alors df = f'(z)dx.

2. SiweQhU) (p>1), alors dw = 0.
Exemples 6.3.2. Soit U un ouvert de R? on a

1. df = $Ldr + Sdy.

2. d(fdx + gdy) = SLdydr + §2drdy = (52 — §L)dxdy.

3. w= —ycos?(z)dr + xsin®(y)dy, dw = dxdy.
4. Siwe QEU) (p>2), alors dw = 0.

ou f,g € C*U).

Exemples 6.3.3. Soit U un ouvert de R3 on a
1. df = §lde + Gy + §Ld-.

2. d(fdw + gdy + hdz) = (5% — §h)dady + (5 — §L)dwdz + (52 — 32)dyd=.

3. d(fdxdy + gdxdz + hdydz) = (% — g—z + O dadyd:.

4. Siwe QFU) (p>2), alors dw = 0.

Ou f,g,h € CE(U).

Exemples 6.3.4. Soit U un ouvert de R" et w € QF_(U) telle que

n

w=Y (-1)ada’ . da' dada",

=1
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alors
dw = ndx*....dx".

Proposition 6.3.1. Soient U un ouvert de R", wy € QF(U) et wy € QF(U), alors
d(wiws) = (dwy)ws + (—1)Pw; (dws).

Preuve Il suffit de la démontrer dans le cas ou
wp = fdz .. dx',  wy = gda...dz'
on a
d(wiws) = d(fg)da™..dxdx’*...dx"

= (gdf + fdg)dx™...dx"»dx?*...dx"
= gdfdx"..dx"»dx’"...dz" + fdgdx™...dx"d2’" .. .dz'"
= (dfda"...dx"™)(gda’*...dz") + (—=1)P(fda™ ...dx")(dgdx’ ...dx")
= (dwy)ws + (—1)Pwi(dws).

Lemme 6.3.1. Soient U un ouvert de R™ et f € C*(U) (k > 2), alors
d(df) = 0.

Preuve On a

df = zn:af'dxi

d(df) = Zd(af')dxi

_ PF gt + T grig

1<j

_ O’ f >’f i1
B Z [_ Ox;0x; + 8x,;8a:j]dx dr’

1<)
= 0.
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Lemme 6.3.2. Soient U un ouvert de R™ et f € C*(U) (k > 2), alors
d(d(fdx"....dz")) = 0.
Preuve D’aprés la Remarque 6.3.1, la Proposition 6.3.1 et le Lemme 6.3.1, on déduit
d(fdz™....dx™) (df)dx™....dx"
d(d(fdz"....dx")) = d((df)dz"....dx")
= (d(df))dz"....dz"*
= 0.

Du Lemme 6.3.2, on obtient
Théoréme 6.3.1. Soient U un ouvert de R" et w € QF(U) (k > 2), alors
d(dw)) = 0.

Définition 6.3.2. oient U un ouvert de R". Une p-forme différentielle w € Q)(U) (k > 1)
est dite fermée si
dw = 0.

Exemples 6.3.5. Soient U un ouvert de R"

1. Siw e Q(U), alors dw est une p-forme fermée.
2. w=Y;r'dx’ est fermée.

3. w = Y;xtdx’ n'est pas fermée pour n > 2.

Proposition 6.3.2. Soit U un ouvert de R™. Une 1-forme différentielle w = Yw;dxt € QF(U)
est fermée si et seulement si
Gwi o &uj

VIt B, T o

Preuve On a
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d’ou

&ui . 8(,&)]‘)
8ZL‘]‘ N 6@

6.4 Forme Différentielle Exacte.

Définition 6.4.1. Soient U un ouvert de R", w € Q];H(U) (k>1)etweQU) (k>2)
w est dite primitive de w st
dw = w

La forme différentielle w est dite alors exacte.
De la Définition 6.4.1, on a
Proposition 6.4.1. Toute forme différentielle exacte est une forme différentielle fermée.

Exemples 6.4.1. :

1. X" \w = x;idx’ est une forme différentielle exacte sur R™, on a :

I
dw=0 et w:d(igxi)

2. Soit la 1-forme différentielle sur R? — {0}

_ xdr + ydy
T ox24g2
Ona:
—2xy —2xy
dw = ———=dydr + ———dzdy =0
w (22 + 12)? Yy w+(x2+y2)2 ray

w:d(ln\/m>.
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Donc w est une forme 1-différrentielle exacte sur R* — {0}.

3. Sur R" — {0} la 1-forme différentielle

n %
n 2
S

1= 7

w =

est une forme exacte telle que :

W= d(ln PG 1x2>.

1= (3

4. Sur R? — {0} la 1-forme différenticlle

_ ydr — xdy
Cox24g2

est une forme fermée, en effet :

(2? — y*)dydx B (y* — a?)dedy

d p—
YT @) (@2 +12)2

0

On verra dans I’Exemple 6.7.3 que w n’est pas exacte.
5. Soit dans R? la forme différentielle

w = (32% + 2xy + y*)dx + (3y? + 22y + 2?)dy

On a

dw = 2(x + y)dydr + 2(x + y)dzdy = 0

donc w est une 1-forme différentielle férmée. Cherchons une fonction F' continument
dérivable sur R? telle que

dF = w = (32 + 22y + v*)dx + (3y* + 2zy + 2?)dy.
On a

OF

(5 = 32" + 20y + %) = (Fla,y) = 2° + 2%y + 0 + [(y)
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oF
(8_y = 3y* + 20y + 2% = 2 + 20y + f'(y)

d’ot

Ainsi

F(z,y) =2* + 2’y + oy’ +y° + ¢

6.5 Dérivée Intérieure de Forme Différentielle

Définition 6.5.1. Soient U un ouvert de R", X € T'(TU) et w € Q¥(U). On définit alors la
fonction w(X) sur U par

Vrel): wX)(r)=uw(X,) (6.8)
ot wy € L1(R™). Si 5
X = Z:Xia—xi, w = zi:wid:ci.

alors

w(X)=> X' (6.9)
La fonction w(X) est appellée dérivée interieure de w par X notée

ix(w)

Lemme 6.5.1. Siw € QF(U), alors

w:T(U) = ckU) =)
X = w(X)
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est une application C*(U)-linéaire, i.e. pour tout X, Y € T(U) et f € CK(U), on a
1 w(X+Y)=wlX)+wl).

2) w(fX) = fw(X).
Définition 6.5.2. Soient U un ouvert de R" et X € I'(U). La dérivée intérieure ix est une
application définie par
ix QMUY — Q_(U)
w = ix(w)
telle que ix(w) est une forme (p — 1)-linéaire donnée par

ix(w) : TP — CHU)

= Q5(U)
X1y Xpm1) o ix (@) (X1, ooy Xpo1)) = w((X, X1, ey X))

Y

o

(X, X1, s Xy ) (@) = wo(X(2), X2 (), .o, X1 (2)))  (Vz € U).

Remarque 6.5.1. La dérivée intérieure ix est une application C*(U)-linéaire, i.e. pour tout
wi,wy € U(U) et feCHU) ona:

ix(fwl + OJQ) = fix(W1) =+ ix(WQ).
De la Proposition 5.7.1, on a

Proposition 6.5.1. Soient X € (U) , w € QE(U) et n € QF(U), alors

ix(wAn) =ix(w)An+(=1)"wAix(n)

Remarque 6.5.2. Soient U un ouvert de R" et X = E'Z’-L:lXia%i un champ de vecteurs de
classe OF sur U. Si w = dx'....dz" est une forme volume sur U alors

Ixw = Z Xid:cl...cfyzi...d:v".

i=1
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6.6 Image Réciproque de Forme Différentielle

Définition 6.6.1. Soient U un ouvert de R™, V un ouvert de R™ et ¢ : U — V une
application de classe C**1 (k> 1). On définit 'image réciproque des p-forme différentielle

e QN (V) = QXU)
w = pt(w)

par
(@) (1 20) = (o) (@) (1, s 20) = @t (atpl21), o doip(2)

owx el etz,..z €R" (voir la Définition 5.3.1).
De la Définition 6.6.1, la Remarque 5.3.1 et la Proposition 5.6.1, on obtient

Proposition 6.6.1. Soient U un ouvert de R™, V un ouvert de R™, W un ouvert de R",
0:U—V et:V — W deur applications de classe C*™ (k> 1). Alors

1) (pop) = oy

2) (w1 + w2) = " (w1) + " (w2).

3) ¢*(fw) = (fop)p™(w).

4) " (wn) = " (w An) = ¢ (w)e"(n).
5) " (f) = foe.

6) Si k> n alors ¢ (w) = 0

ot feCFV), wwi,wy € QE(V) ety € QF(V)

Proposition 6.6.2. Soient U un ouvert de R™ et ¢ : U — R™ de classe C*, alors

A P
Pdy) = aii dz' = dg’
i=1

(2] J

. | oy |
" (O widy’) =) (w0 ) 8(22‘ dr' = (wj o p)dy’
i
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Preuve Soient (ey,....,e,) une base de R" et (€, ....,€,,) une base de R™. On a

Prldy’)(e:) = (dy’)(dup(er))

9t
= (dy')(5 (0)7s)
07
- 6’x’<x>
EN
~ (55 @dx") (e
d’ou
‘ N ,
*( T\ — i
0" (dy) ;axidw dip
u

Remarque 6.6.1. La preuve peut se faire d’une maniére directe en remarquant que dy? = dP;
ot P; et la j —ieme projection :

' (dy’) = dy’ o dp = dP; o dp = d(P; 0 p) = di/

Exemple 6.6.1. Soient I un ouvert de R et p :x € I — p(x) = (p'(x),..., o™ (z)) € R™, de
classe C*, alors

P (dal) = oo = () (w)da

Xz

Exemple 6.6.2. Soient U un ouvert de R et o : U — R™ de classe C1, alors

L L0 ; .
o (dy’) = Za—iidw = dy’
=1

. 4 dpl . |
' (Y widy’) = Y (w0 Q) girda’ = 3 (w0 p)d!

j i, J
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Exemple 6.6.3. Soient U un ouvert de R? et ¢ : U — R™ de classe C1, alors
P (datda’) = " (da)p"(da?)

0 0o’ 0’
e dx + 9 dy)( e dx + By

0p* O’ B 0?0y

-

= dzd
(8:1: oy ox ay) vy
9t g7
= det| % 8% |dvdy
oy oy

De la Définition 5.6.2 on obtient

Proposition 6.6.3. Soient U un ouvert de R™ et ¢ : U — R™ de classe C* (n < m), alors

P (dy".dy™) = " (dy™) A A (dy™) = iy, datda”

ou

'l 6£i"
ox1 oz
fir.in = det :
34,011 . &pin
Oxn Oxn

sont des fonctions sur U de classe C*~1.

Corollaire 6.6.1. Soient U un ouvert de R, V un ouvert de R™ et ¢ : U — V de classe C*
(n<m). Siw e QF(V) alors

¢*(w) = fdz'...dx" (6.10)

ot f:U — R est une application de classe C*~1.

Proposition 6.6.4. Soient U un ouvert de R, V' un ouvert de R" et ¢ : U — V' de classe
C* (p<m). Siwe QL(V) alors

" (dw) = dip™ (w)
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Preuve En utilisant la Proposition 6.6.1, il suffit de démontrer la Proposition 6.6.4 pour

w = fdy".

D’apres la Proposition 6.6.2, on a

S fdy)) = ¢ (d(f)dy)
— S hdray))

d’autre part, on a

d(w*(fdy")> = d((fw)(w*dyi))

Corollaire 6.6.2. Soient U un ouvert de R™, V un ouvert de R" et p : U — V de classe C*
(p < min(n,m)). Soit w € QE(V) alors

1) w est fermée = p*(w) est fermeé.

2) w est exacte = p*(w) est exacte. (i.e. (w = da) = ¢*(w) = dp*(«).)
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Corollaire 6.6.3. Soient U un ouvert de R", V un ouvert de R" et ¢ : U — V difféomor-
phisme de classe C*. Soit w € QN (V) (p < n) alors

1) w est fermée < ¢*(w) est fermeé.

2) w est exacte < p*(w) est exacte.

6.7 Integration des Formes Différentielles

Soient U un ouvert de R*, w € QF (< n), I ouvert de R” et ¢ : I — U une application de
classe C*. D’aprés le Corollaire 6.6.1, on a

©*(w) = fda'...da?

Définition 6.7.1. On dit que w est integrable relativement a @ si la fonction f est integrable

sur I, on note alors
/w:/ap*(w) :/../f(x)dxl...d:rp. (6.11)
© I I

Des propriétés de 'intégral multiple et la Définition 6.7.1, on déduit

Propriétés 6.7.1. Soient U un ouvert de R™, w,w,ws € Q'g (< n), I ouvert de RP et
@ : I — U une application de classe C*. Alors

fion = foe [
/)\w - /\/w.

ou X € R.

Théoréme 6.7.1. [Changement de variables| Soient U et V' deux ouverts de R"™ et 0 :
U — V un diffeomorphisme. Si f : V — R est une application integrable sur V, alors f o6
est integrable sur U et on a

Pr Mustapha Djaa 2017




6.7 Integration des Formes Différentielles 128

/../Vfdxl...dx" _ /../Ufo@[Jac(d@)]dxl...dx”
_ /../UH*(fdxl...dx”)

ol

96, .. 9%

ox1 Oxn
Jac(df)(x)=| + ...

8331 axn

Théoréme 6.7.2. Soient U un ouvert de R", w € Q’;, 1,J deux ouverts de RP et 0 :J — I
un difféomorphisme de classe C*. Si ¢ : I — U est une application de classe C* alors

[o= )

Preuve Si ¢*(w) = fdx'...dz? alors d’aprés la Définition 6.7.1 et le Théoréme 6.7.1, on
obtient

ot p=pold.

/gw ~ [teotr@)

= Jﬁ*(<p*((w))

- /JQ*(fd:vl...dxp)
_ /../J(fo@)[Jac(dG)]d:zcl...dxp

= [ et
- [v@
_ Lw,

Exemple 6.7.1. Soient w = xdy — ydx, a > 0 et
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On a

+a 2
/w = /gp*(w) :/ v dr = Za’.
© I —a 3

Exemple 6.7.2. Soient wy = ydz, wy = ydy, [ =| —a,+a[ (a>0), f € C(I) et

o (w) = f(2)dee™(w2) = f(2) [ (x)dx

/wwl = /Iw*(wl)

+a
= f(x)dx
o= [
+a
= [ rwrw
= L1F(0) ~ f(~a)
Exemple 6.7.3. Soient , I =0, 27|,
Y _ydx — xdy
x? + 32
w:I=]—-0,2n] R

N
t > (cos(t),sin(t)))
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On a
O (w) =dt
/w = /w*(w)
%) 1
27
_ / dt.
0
= 27

Remarque : siw est une forme exacte, alors il existe une fonction f telle que w = df, d’apres
la Proposition 6.6.4, on

p'w=@"(df) =d(p"f) =d(fop)=(foyp)(t)dt

/w: ©*(w
© I

@)

= [ Gopraa

= [owp2m)— fop(0)
0

d’ot

ce qui est contradictoire avec le résultat précédent.

Exemple 6.7.4. Soient I =|0,1[x] —m, [, ¢ : (r,t) € I — (rcos(t),rsin(t)) et w = xdzxdy.
On a

©*(w) = rd(rcos(t))d(rsin(t)
=7 ( cos(t)dr —r sin(t)dt) (sin(t)dr +r cos(t)dt)

= 7? < cos®(t)drdt — sin’ (t)dtdr)
= ridrdt.
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Exemple 6.7.5. Soient [ =] — m,4+7[x] — 5, 5[, w = wdydz + ydzdx + zdzdy et
0: 1 — R?
(t,s) — (cos(s)cos(t),cos(s)sin(t),sin(s)).
On a
0" (w) cos(s) cos(t)d(cos(s) sin(t))dsin(s) + cos(s) sin(t)d sin(s)d(cos(s) cos(t))

)
+ sin(s)d(cos(s) cos(t))d(cos(s) sin(t))
cos(s) cos(t)[cos(s) cos(t)dt — sin(s) sin(t)ds][cos(s)ds]
+ cos(s) sin(t)[cos(s)ds][— cos(s) sin(t)dt — cos(t) sin(s)ds]
+ sin(s)[— cos(s) sin(t)dt — cos(t) sin(s)ds][cos(s) cos(t)dt — sin(s)sin(t)ds]
cos®(s) cos?(t)dtds — cos®(s) sin®(t)dsdt
+sin(s)[cos(s) sin(s) sin?(¢)dtds — cos?(t) sin(s)cos(s)dsdt]
cos®(s)dtds + cos(s) sin?(s)dtds
cos(s)dtds

/;u = /Iw*(W)

6.8 Integration sur une Sous Variété

Théoréme 6.8.1. Soient U un ouvert de R™, M C U une sous variété de dimension p et
w € Q’;(U). Si Uy (resp Uy) est un ouvert de RP, @1 : Uy — R™ (resp oo : Uy — R™) est une
immersion injective telle que M = p1(Uy) = po(Us), alors

/“:/ “
1 2
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Preuve Si on désigne par 6§ = @, 0 ;' : Uy :— Uy, alors @ est un difféomorphisme,
en effet, d’aprés le théoréme de caractérisation d’immersion (Théoréme 3.2.1), localement ils
existent g; et go deux difféomorphismes tels que les diagrammes suivants sont commutatifs :

. ¥1

U1 — V

moN
Wi

. P2

U2 — V

ha ™\ lgz
W,

ot Uy (resp. Us) est un ouvert inclus dans Uy (resp. Us), hy (resp. hy) est Dinjection canonique
dans R" (identité sur R?) avec

P1(U1) =V N M = po(Us).

0=pr00' =g;' ohyohi'og

Ce qui montre que # est un difféeomorphisme. D’apré le Théoréme 6.7.2, on déduit que

2 fopr p1

Définition 6.8.1. Soient M une sous variété orienté de R™ de dimension p, U un ouvert R"
et w € Q’;(U). On suppose que M est définit par une immersion injective ¢ : Uy C RP — R”
(M = p(Uy)). On dit que w est integrable sur la sous variété M si elle integrable relativement

a @, on écrit alors
[o=[w
M @

D’apres le Théoreme 6.8.1 la Définition 6.8.1 est indépendante de l'immersion .
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Définition 6.8.2. Def6.8.2 Soit M C R™ une sous-variété a bord de dimension p. Un recou-
vrement fini a bord de M est une famille finie {(U;, v;) }1<i<m telle que les conditions suivantes
sont vérifiées :

1) U; C RP est une sous-variété a bord de dimension p

2) @i : Uy — R™ est une immersion, injective sur l'intérieur UL.

3)¥5 e {1,..,m} : ¢;(U;) N (Uizji(U;) est une sous variété de dimension < p.
4) M = U 0i(Us).

1=

Exemple 6.8.1. Soient
S? = {(z,y,2) € R3, 22 + ¢ + 2% = 1},
U1 = U2 = {($7y) € Rz? ZIZ'Q +y2 S 1}7

w1 - U1 — Rg
(.T,y) = (J:,y, V 1—552—92);
9 - UQ — RS

(z,y) = (2,y,—V1-2—y?)

On a {(Uy, 1), (U, p2)} est un recouvrement fini a bord de la sphere S* tel que
01(U1) Npo(Uz) = {(z,9,0) € R, 2° + 4> =1}
est une sous-variété de dimension 1.
Exemple 6.8.2. Soient
C=S'x[0,1],
U, =10,1] x [0, 1],
p1:U; — R3
(z,y) = (cos(x),sin(z),y),
On a {(Uy,p1)} est un recovvrement fini a bord du cylindre C.

Définition 6.8.3. Soient M une sous variété orienté de R™ de dimension p, U un ouvert
de R" et w € Q3 (U). Soit {(U;, ¢i) hr<icm un recouvrement fini a bord de M. On dit que w
est integrable sur la sous variété M si elle integrable relativement a toutes les immersions ;

(1 <i<m), on écrit alors
w= / w.
fe=%],

1=

La Définition 6.8.3 est indépendante du recouvrement a bord.
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6.9 Lemme de Poincaré

Définition 6.9.1 (Rappel). Un ensemble U C R" est dit étoilé en xq € U si :
VeeU vtel0,1]: tlx—x9)+az0€U

Lemme 6.9.1. Soient U C R™ un ouvert étoilé en 0 et X un champ de vecteurs défini par

Si on considére ['application :

X - Qp+1((]) — Qk )

W /tpzx )(tz)d

Alors x est une application linéaire telle que

dx(w) + x(dw) = w.

Preuve 1l suffit de démontrer le lemme pour w = fdz"....dz%+'. On a :

—

x(w) = Z(_l)j_1</1 tpf(tw)xijdt) da' ... dz' ... dx'»+
0

d(/o1 tpf(m)xijdt) _ /01 ﬂf(t:p)dt) dati + Zz:; (/OltPJrl%(tx)xijdt) dx’

()

D’ou

d SN [ epmaass 5SS ([ e dt\da'| dzt .. da's . da
= —1) Y a i ’ odat L drtrt

x(w) JZI( ) [(/0 P f(tx) t> x +Z~Zl</o t axi(tx)xj t) x] x T X

1
= (p+ 1)(/ tpf@fl:)dt)dx“...dx”d...d:cif’“

p+1

+ Z Z </01 tpﬂg—q‘i(t:v)xijdt))dxidxil...c@ .z (6.12)

=1
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D’autre part, on a :
dw = En 8—fdacidxi1 ..... dzir+
i=1 Oz;

p+1
ix(do'ds™....dz"") = wda™ ... dxip“+Z(—l)jmijdxidxil...dxij...dxip“.
j=1

Donc

da'dx™.....dx" ")

of
0x;

7

X(do) = Do

n 1 8f p+1 o
=y / P = (tx) (xidxil ..... dz'rtt + Z(—l)jxijdxidx“...dxif...d:ci"“)dt
i1 0 8.731 =1
(6.13)
Par sommation de (6.12) et (6.13) on obtient :
dx(w) + x(dw) = /1 ((p + 1)tP f(tz)dt + itpﬂﬁ(tx)x-)dtdx“ ..... dx'r+!
0 i—1 Ox; '
- [ / (tp“ f(ta:)) dt] dzi ... da'r+
0
1 .
[tp“f(tx)} dz".....dz'"+!
0
= f(x)da".....dz""+
= w.
]

Du Corollaire 6.6.3 et le Lemme 6.9.1, on obtient

Lemme 6.9.2 (Poincaré). Soit U C R™ un ouvert étoilé. Siw est une p-forme differentielle
férmée alors w est une p-forme differentielle exacte.

Preuve D’apres le Corollaire 6.6.3, on peut supposer que U est étoilé en 0.
Du Lemme 6.9.1, on a :

dx(w) + x(dw) = w.
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Comme w est fermée (i.e. dw = 0), on déduit

dx(w) = w.

6.10 Formule de Stokes

Théoréme 6.10.1. Soit M une sous variété orientée a bord et w € QU (M) a support

compact. Alors
/dw:/ I"(w) (6.14)
M oM

ot I : OM — désigne l'injection canonique (inclusion).

Preuve On suppose qu'il existe V ouvert de M image d’une paramétrisation ¢ : HY — V
telle que supp(w) C V.

On a :

1) 0H% =R x {0}

2) int(H?) = R~ x RY.

3) p*(w) = XL (=1)i fida....da'..daP € QF_ (HP).
4) dp*(w) = $0_ Shdat . da'...da? € QF_ (HT).

5) Comme f; est & support compact dans H” alors

+ooaA )
/ idmzzo, pour 1<i<p
o Ot

o0

too g f
/0' a_lfzdxp:fp(x:l?"'?xp*l’())

6) Si j : 0HY — HY désigne l'inclusion canonique alors

i) j*(dxl....afa?i...d:vp) = 0 pour ¢ # p puisque x, est constant sur OHY .
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p
— Z/ 8fzd L. dat.. . daP
) HP 8$

+o00 8][.2 _
) Z/Rp 2x R+ /Oo Ort )dl‘l....dx’tmdxp
+/]Rp 1 (/O+OO %d:ﬁp>dl’l ...... dxp_l
= / </+°° afpdl'p)dl‘ ..... daP!
Rp—1

= / fo(x1, oy 1, 0)dat.....da?™?
Rp—1

= (w))

RP— ><{0}

=
- /W

Q

Exemple 6.10.1. Soient D = {(z,y) € R? : 22+ y* < 1} et w = zdr + ydy. On a :
1) D est une sous variété compact de bord 0D = S* = {(z,y) € R?: 2% + 9> = 1}.

2) Sip:te|0,2n] — (cos(t),sin(t)) € R? est une paramétrisation de la sous variété S,

alors ¢*(w) =0 et
o= L= ) o0
St ©® [0,27]
3) On a dw = 0, par application de la formule de stokes on obtient :

/w:/ w:/dwzo.
st aD D
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Exemple 6.10.2. Soient C = {(z,y,2) € R* : 2> +y?> < 1, 0 < 2z < 1} la sous variété
compacte de dimension 3 et de bord 0C = {(z,y,z) € R®: 22 +y* =1, 0< 2 < 1}. Siw
désigne la 2-forme différentielle définie par

w = f(z,y)dzdy.

ou [ € CHR3) (k> 1). Alors w est une forme différentielle fermée, de la formule de Stokes

on obtient :
/ w = / dw = 0.
oC C

Exemple 6.10.3. Sur R? on pose : w = dady, n = %(xdy — ydx), Dy = [0,1] x [0,1],
Dy={(1,y) €R: 2? +12 < R’},

¢1:[0,R] x [0,27] — R?
(r,0) +— (rcos(),rsin(f))

i

©y 1 [0, 27] R?
(0) — (Rcos(f),Rsin(0))

On a:

1)

1 opl
/w://dxdyzl.
Dy 0o Jo

2)

©1(w) = (cos(@)dr — rsin()dl)(sin(0)dr — r cos(f)db)
rcos?(0)drdd — rsin®(0)dodr
= rdrdf

27 R
/ w :/ w :/ o] (w) :/ (/ rdr)df = TR*.
Do ©®1 [O,R} X [0,271'] 0 0

3) Onw =dn et p3(n) = $R*dH. De la formule de stokes on obtient :
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2
/w:/ 9:/77:/ @5(9):/ 1R2d9:7rR2.
Do 0D2 ©2 [0,27] 0 2

6.11 Formule de Green-Riemann

Comme application directe du théoréme de Stokes on obtient la formule de Green-Riemann

Corollaire 6.11.1. Soient D un domaine compact ¢ bord de R?, U un ouvert de R? contenant
D et w= Pdx + Qdy € Q¥(U). Alors

0oQ oOP
= Pdx + Qd —/ — — — |dxd
/8Dw /8D T Qdy D<ax 33/) e

6.12 Formule de Gauss-Ostrogradski

Corollaire 6.12.1. Soient D un domaine compact a bord de R®, U un ouvert de R contenant
D, X un champ de vecteurs sur U de classe C* et w = dxdydz € QE(U). Alors

/a i = [ @inXpe

oP 9Q OR

P = T i
/BD( dydz + Qdzdx + Rdxdy) /D( e + 3y + P Ydxdydz

1.e.

ot X = PL +Qf + RE.
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