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Introduction

Je mets entre les mains de nos étudiants de mathématique "Master Géométrie Différen-
tielle" ce document tout en éspérant qu’il sera pour eux un aide et un outil de base.

Notre objectif est de faire comprendre aux étudiants du master les concepts de la géomé-
trie différentielle générale et le calcul différentiel sur les variétés réelles ( ou complexes) par
des méthodes simples et logiques.

Pr Mustapha Djaa
Professeur de mathématiques
Centre Universitaire Ahmed Zabana Relizane.
2017 - 2018

A tout chercheur de la vérité.
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Chapitre 1

Complément de Topologie.

1.1 Espace Topologique

Définition 1.1.1. Soient E un ensemble non vide et T C P(FE). On dit que (E,T) est un
espace topologique si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. E,0eT.

2. Une intersection finie d’éléments de T est un élément de T, i.e.

{0:}1<i<n CT = ﬂ 0, € T.

i=1
3. Une réunion quelconque dSéléments de T est un élément de T, i.e.
{Qi}iej cT = U@Z eT.

el

Un élément de T est appelé ouvert de E.

(E,T) est dit séparé si deuz éléments distincts peuvenet étre séparés par deuzx ouverts
disjoints, i.e.

(x,yEE; x#y) = <361,92 €T; xe€b,ycb et&lﬂﬁzz@).

Définition 1.1.2. Soit (E,7T) un espace topologique.
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1.1 Espace Topologique )

o V C E est dit voisinage de x € E, si il existe 0 C T tel que x € 8 C V. L’ensemble des
voisinages de x est noté V(x).

e Une partie W C V(z) est dite systéeme fondamentale de voisinage de x si tout élément
de V(x) contient un élément de WV i.e.

YWV eV), W eWw: WcV.

o ['C E estdit fermé si E—F eT.

e Soit A C E, on dit que x € E est intérieur a A, si A est un voisinage de x. L’ensemble
des points intérieurs a A est appelé ensemble intérieur et noté A° (c’est le plus grand ouvert
contenu dans A).

e Soit A C E, on dit que x € E est adhérant a A, si pour tout voisinage V € V(x) on a
VNA#0D. Lensemble des points adhérants a A est appelé adhérence de A et noté A (c’est
le plus petit fermé qui contient A).

e On dit qu’une partie B C T est une base d’ouverts lorsque tout ouvert est une réunion
d’éléments de B i.e.

Vo € T; AUs)iesr € B: 0= U

el

e (Premiére axiome de dénombrabilité) La topologie T est dite localement dénombrable si
tout élement x € E admet un systéme fondamentale dénombrable de voisinages ouverts.

e (Deuzieme axiome de dénombrabilité) La topologie T est dite a base dénombable si elle
admet une base dénombrable d’ouverts.

Définition 1.1.3 (Topologie initale). Soient E un ensemble non vide, (E;T;);cr des espaces
topologiques et f; : E — E; une famille d’applications. La topologie initiale sur E est la
topologie la moins fine rendant continue les applications f;, Yo € I. La base de la topologie
initiale est donnée par :

B={(f'6)); JCI, J fini et §; € T;}.

jedJ

Définition 1.1.4 (Topologie Finale). Soient E un ensemble non vide, (E;7;);cr des espaces
topologiques et f; - E; — E une famille d’applications. La topologie finale sur E est la plus
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1.2 Toplogie Quotient 6

petite topologie rendant continue les applications f;, Vi € I. La topologie finale est définie
par :
T={0CE: f'0) €T, Viecl}

1.2 Toplogie Quotient

Définition 1.2.1 (Toplogie Quotient). Soient (E,T) un espace topologique et R une relation
d’équivalence sur E. On appelle topologie quotient la topologie définie sur [’ensemble quotient
E,r par :

Tr={0CEm: n'(0)eT}

ou m désigne la surjection canonique définie par :m:v € E — n(x) =4 € E/g. Tg n'est que
la topologie finale rendant ™ continue.

Exemple 1.2.1. Sur R mun: de la topologique séparée usuel T,,, on définit la relation d’équi-
valence suivante :

2Ry & x,y <0, oux,y>0.
On a:

1. Ejp = {0, i}, Tz = {0, {i}, {(), 1}}
2. Tr n’est pas une topologie séparée.

3. m n’est pas une application owverte (7~ (m(] —1,0[)) =] — 00,0] & 7,,) ).

Définition 1.2.2. Soient (E,T) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur
E. Le saturé de A C E est lensemble défini par :

SA) = Ji=n"(r(4)

Une partie A est dite saturée si A = S(A), en d’autres termes si elle contient la classe
d’équivalence de chacun de ses points.
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1.2 Toplogie Quotient 7

Remarque 1.2.1. Si B C E/g alors 7 *(B) est saturé.

Proposition 1.2.1. Soient (E,T) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur
E. Si (E/g,Tr) est séparé alors pour tout x € E, & est un ensemble fermé pour la topologi

7.

Preuve {i} est fermé pour la topologie séparée 7z, de la continuité de application ,
en déduit que 2 = 71 ({z}) est un ferme.
[

Proposition 1.2.2. L’espace topologique quotient (E g, Tr) est séparé si et seulement si pour
tous x,y € E, tels que & # v alors il existe deux ouverts saturés disjoints contenant x et y
respectivement.

Preuve Soient z,y € E, tels que & # 3. Si (E/g, Tr) est séparé, alors il existent deux ou-
verts 1, Q2 voisinage de et ¢ respectivement tels que 2;NQy = (. Donc 771(Qy) et 771(2y)
sont deux ouverts saturés voisinage de z et y respectivement tels que 71(Q;) N7~ 1(Qy) = 0.

Inversemnet, si 6, et 0, sont deux ouverts saturés disjoints tels que x € 6, et y € 6, alors
7(01) et w(0,) sont deux ouverts disjoints voisinage de & et y respectivement.
]

Définition 1.2.3. Soient (E,T), (F,7T") deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. Une application f: E — F est dite compatible avec la relation R si :

TRy = f(x) = f(y).

Proposition 1.2.3. Soient (E,7T), (F,T") deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. St f : E — F est compatible avec la relation R alors

f:Em — F

= f(&) = f(z)
est une application bien définie (i.e. ne dépend pas du rerésentant choisi) telle que f = fow.

Proposition 1.2.4. Soient (E,T), (F,T") deux espaces topologiques et R une relation d’équi-
valence sur E. Une application f : E/r — F est continue pour la topologie quotient si et
seulement si Uapplication form : (E,T)— (F,T') est continue.
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1.3 Construction des surfaces topologiques 8

form
E — F
™ N\ S
Er

1.3 Construction des surfaces topologiques

Définition 1.3.1 (Action d’un groupe). Soient (E,7) un espace topologique et G un groupe.
Une action de G sur E est un homomorphisme de groupes h : G — Aut(E) = {f : E —
E, f homéomorphisme}, on dit aussi que le groupe G opére sur E.

On note :

a) h:(g,x) eGXxFE—gx€kFE).

b) hg)(x) =g.x; (v€E)

c) h(g)(A) =g A={gx, x€ A}; (ACE).
d) GA={gx, gecGetxc A}; (ACE).

Remarque 1.3.1. Comme h(g) est un homéomorphisme donc si U C E est un ouvert, alors
g.U est un ouvert.

Exemple 1.3.1. E =R, (G,.) = (Z,+) et h: Z — Aut(R)

h(p):R — R (peZ)
r — p+x

On a :

1. gA={g+z, z € A}
2.VzeR, Jxe[0,1] ==z
Exemple 1.3.2. £ =R, (G,.) = (Z*, %) et h: Z* — Aut(R) tels que :
hip):R — R (peZ)

r — px
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1.3 Construction des surfaces topologiques

Proposition 1.3.1. Soient (E,7) un espace topologique et h une action d’un groupe G sur

E. Alors la relation défine par :
TRy < (g€ qG), y=gx
est une relation d’équivalence telle que
t={g.x, g€ G} =G.x
I’ensemble quotient sera noté E,q et on a :

E ={G.x; x € E}.

Définition 1.3.2. Une action d’un groupe G sur espace topologique (E,T) est dite

1) Totalement discontinue si :

Vee E,3VeVx): Va#gpelG) gVNngV=>0

2) Séparente si
Vi #g, 3U € V(z),V e V(y): GUNG.V = 0.
ot

G.U ={g.x, geGeter}:Ug.U.

geG

Exemples 1.3.1. :

1) L’action du groupe (Z,4) sur l’espace topologique usuel (R,7,) définie par
hip):R — R (peZ)

r — p+x
e est totalement discontinue, en effet si x € R, alors pour 0 < € < }1 on a

lt—e+nrz+e+nNz—ect+mar+et+m[=0, Vn#melZ.

e est totalement séparente, en effet, si x,y € [0,1] tels que 0 < x < y < 1, alors pour

0<e<min(, 5 Y ona (Z+z — e,z +€e)) N (Z+]y — e,y +€]) = 0.
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1.3 Construction des surfaces topologiques 10

2) L’action du groupe (Z,+) sur l’espace topologique usuel (R?,T,) définie par
h(p):R* — R® (peZ)
(z,y) — (p+zy)

est une action totalement discontinue et séparente.

3) L’action du groupe (Z?,+) sur l’espace topologique usuel (R% T,) définie par
h((p.q) :R* — R® (p€Z)
(z,y) — (p+z,q+y)

est une action totalement discontinue et séparente.

4) L’action du groupe (Q,+) sur l’espace topologique usuel (R, T,) définie par

hip): R — R (peQ)
r — p+x

En vertu de la densité de Q dans R, I’ action n’est ni totalement discontinue ni séparente.
5) Soit G = {—1,1}. L’action du groupe multiplicatif (G,.) sur (R,7,) définie par :
h(1) = Idg, h(—1)=—Idg

est une action séparente non totalement discontinue, en effet :

1) Pour tout € >0, on (1.] — €, +€[) N ((—1).] — €, +€[) =] — €, +€[#£ 0, donc Uaction n’est
pas totalement discontinue.
2) 8i 0 <z alors pour 0 < e < 3, on] —¢€,+e[NGJr — €, 2+ ¢[= 0.

T

8) 8i0 < x <y alors pour 0 < e < %%, on Gl —€,x + €[NG.ly — €,y + e[= .

Théoréme 1.3.1. Soient (E,7T) un espace topologique et h une action d’un groupe G sur E.
Si Uaction est séparente alors (E,q, T)c) est un espace topologique séparé et m:x € £ — & €
E,q est une application ouverte.

Preuve 1) Puisque I'action est séparente, on déduit que (E/q, 7)) est un espace topo-
logique séparé.

2) Dapres la Remarque 1.3.1, si U est un ouvert de F alors pour tout g € G, ¢g.U est un

ouvert de I d’ou
n (@ (U) = JgU
geG
est un ouvert de E, donc 7w est une application continue.
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1.4 Exemples de construction de surfaces topologiques

Exemple 1.4.1 (Construction du cercle.). En reprend l'exemple 1.3.1 (1) :

h:ZxR — R (peZ)
(px) — ptu

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f:R — R?

r — (cos(2mz),sin(27x))
est compatible avec la relation R définie par l'action h :
TRy x—yel.
On a:
1) f est une application continue et ouverte.
2) F(R) = f([0.1]) = 8" = {(v,y) € R 2+ 37 = 1},
3)(R,z,T)z) = 7([0,1]) est un espace topologique compact.

4) L’application

.]?:R/Z — Sl
& — (cos(2mz),sin(27x))

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le cercle St est obtenu par recollement du point 0 avec le point 1 (voir figure).
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Fi1G. 1.1 - (Cercle)

Exemple 1.4.2 (Construction du cylindre.). En reprend l’exemple 1.3.1 (2) :

h:Z xR — R (pei)
(p, (z,9)) — (p+m,y)

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f:R* - R?
(x,y) — (cos(2mz),sin(27x),y)

est compatible avec la relation R définie par l'action h :
(.2 R(y,y) & (y=1v), (x—a' € Z).
On a :
1) f est une application continue et ouverte.
2) F(R2) = f([0,1] x R) = C = {(w,,2) € R%; a2 + 4 = 1}.
5’)(R?Z, T/z) = 7([0,1] x R) est un espace topologique non compact.
4) L’application

f:R?Z — C
& — (cos(2mz),sin(27x),y)

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le cylindre C est obtenu par recollement de la droite {0} x R avec la droite

{1} x R (voir figure).
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F1G. 1.2 - (Cylindre)

Exemple 1.4.3 (Construction du tore.). En reprend ezemple 1.3.1 (3) :
h:7? xR* — R?
(p.0); (z,y) — (P+x,q+y)

est une action totalement discontinue et séparente, l’application

f:R* - R?
(x,y) — (14 cos(2mx) cos(2my), 1 + cos(27my) sin(27x), sin(27y))

est compatible avec la relation R définie par l'action h :
(@, )R y) & (z -2’y —y) € Z°.

On a:

1) f est une application continue et ouverte.

2) f(R?) = f([0,1] x [0,1]) = T"".

5’)(]1%322, Tz2) = 7([0,1] x [0,1]) est un espace topologique compact.

4) L’application

f : R?W - T
(z,y) — (14 cos(2mz) cos(2my), 1 + cos(2my) sin(2rz), sin(27ry))

est un homéomorphisme topologique.

On dit que le tore T est obtenu par recollement des point {0} x [0,1] avec {1} x [0,1] et
les points [0, 1] x {0} avec [0,1] x {1} (voir figure).
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Y

Fic. 1.3 — (Tore)

De méme Uapplication

g:R* — S'xS'cR?
(x,y) — (cos(2mz),sin(2mx), cos(2my), sin(27y))

est compatible avec la relation R définie par l'action h, et on a :
1) g est une application continue et ouverte.
2) g(R?) = ¢([0,1] x [0,1]) = S* x SL.
4) L’application

(z,y) — (cos(2mx),sin(2mz), cos(2my), sin(2my))

est un homéomorphisme topologique, (R?ZQ ~Tlx Gl St

Exemple 1.4.4 (Construction de la bande de Mobius.). Soit E = [0, 1] x R ’espace topolo-
gique muni de la topologie usuelle induite par celle de R?, on définit l’action h par :
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h:G={1,1}xR* - R (peZ

(z,9), sio p=1, (x,y) € E
(p7 (.I',y)) - (x,y), 51 p:_17 0<az<l
(1—x,—y), si p=-1,2€{0,1}.

est une action totalement discontinue et séparente, ’application. L’espace topologique (]R?G, T)c)
n’est pas compact.

On dit que la bande de Mobius est obtenu par recollement de la droite {0} x R avec le
droite {1} x R en inversant le sens de la direction (voir figure).

B B2

F1G. 1.4 — (Bande de Mobius)

Exemple 1.4.5 (Construction de la bouteille de Klein.). Soit E = [0,1] x [0, 1] ’espace topo-
logique muni de la topologie usuelle induite par celle de R%, on définit la relation d’équivalence
par’action h par :

) = (@ y), si (z,y),(¢y) € E
(@, y)=(1-2z,y) si x€{0,1}, 0<y<1

(@, y)=(1—2z,1—1), stz €]0,1], y € {0,1}.
(z,y), (@, y') € {0,1} x {0,1}.

L’espace topologique (R?R, T/R) est séparé compact.

(7, y)R(z',y) &
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On dit que la bouteille de Klein est obtenu par recollement du cercle S* x {0} avec le cercle
droite S* x {1} en inversant le sens de la direction (voir figure).

F1G. 1.5 — (Bouteille de Klein)

Exemple 1.4.6 (Plan projectif). Soient la sphere S* = {(x,y,2) € R3, 22 +y*+22 = 1} muni
de la topologie induite par la topologie usuelle de R® et G = {1, —1} le groupe multiplicatif.
laction h définie par :

h:GxS8* — §?
(0, (,9,2)) — (px,py,pz)

est une action totalement discontinue et séparente. L’espace quotient P*(R) = S/QG est un

espace compact appelé plan projectif réel. Le plan projectif P?(R) peut étre obtenu a partir de
la relation d’égivalence sur E = R3 — {0} définie par :

(z,y,2)R(z',y, ) & (FXER): (2/,y,2) = Az, Ay, Az)

1.e.

(P.P' € R* — {0}), PRP < OP//OP.

T:E=R—{0} — Ex

——
(,y,2) — (2,9,2)
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F1G. 1.6 — (Plan projectif)
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1.5 Partition de 'unité

Définition 1.5.1. Un recouvrement {U; };c; d’un espace topologique (E,T) est dit localement
fini, si pour tout x € E il existe un voisinage V€ V(z) tel que V NU; = O sauf pour un
nombre fini (i.e. {i € I, V.NU; # 0} est un ensemble fini).

Définition 1.5.2. Soient (E,7T) un espace topologique, {U;}icr un recouvrement de E. Un
recouvrement {U;}jc; est dit refinement de {U, }ier si

(Vjeld), Giel): U cU,.

Définition 1.5.3. Un espace topologique (E,T) est dit paracompact si tout recouvrement ou-
vert {U,; }ier admet un refinement {U,};es d’ouverts localement fini.

Exemple 1.5.1. R mun: de la topologie usuelle est un espace paracopact.

Proposition 1.5.1. Tout espace topologique séparé, localement compact et admet une base
dénombrale d’ouverts est un espace topologique paracompact.

Pour la preuve de cette proposition, on a besoin des lemmes suivants :

Lemme 1.5.1. Soit (E,T) un espace topologique séparé localement compact. Si U est un ou-
vert de E, alors pour tout x € U, il existe un voisinage compact F' € V(x) tel que x € F C U.

Preuve Soient x € U et B un voisinage compact de x. Il existe un voisinage ouvert
W e V(x) tel que z € W C BNU. Comme E est séparé, on peut alors séparé x est le
compact WY N B par deux ouverts disjoint, i.e.

3601, €T : 20, CW, WENBC, et Ny =0.

On a:
WenBco,=05 cWwWuB®

d’ott F' =65 N B est un compact voisinage de x tel que :

6:NB)Cc (S NB)c (WnB)CU.

Du Lemme 1.5.1 on déduit
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Corollaire 1.5.1. Dans un espace localement compact tout point posséde un systéme fonda-
mental de voisinages compacts.

Lemme 1.5.2. Soit (E,7T) un espace topologique localement compact & base de topologie
dénombrable. Alors (E,T) admet un recouvrement dénombrable de compacts {K,} € N tel
que :

(VneN): K, C K.,,.

Preuve Soit (6,,)nen une base de topologie. Puisque (E, 7)) est localement compact alors
tout point x € E admet un voisinage compact B, € V(z). On pose :

I={meN, (3z€FE):0, C B.}.

Les familles {B, }.cr,{B%}ecr et {0;}icr sont des recouvrements de E. Comme I est de-
nombrable alors {B,}.cr admet un sous recouvrement au plus dénombrale {B;};en. Pour
le compact Ky = By, il existe un ensemble fini Jy tel que Ky C UjeJOB?. De méme pour le
compact K; = By Uj¢ , Bj il existe un ensemble fini J; tel que K; C Ujele? etona Ky C KY.

Par récurence, on construit une suite d’ensemble compacts (K, ),en tel que

(VneN): B, C K, C K.

[

Preuve |[Proposition 1.5.1] Soit {U,}aer un recouvrement ouvert de E. Du Lemme
1.5.2, il existe un recouvrement de F par une famille d’ensemble compacts (K, )en+ tel
que (VneN), K, C K2,.

Du recouvrement (U, ), on peut extraire un sous recouvrement fini (U;);ey, tel que Ky C
Uier, Ui- On pose
ﬁileiﬂKg, (iell); W, = U[’jll
i€ly
Ona K; C Wy C K9, (Ky— W) est un compact tel que (K, — W;) C KY. Soit alors I,
un ensemble fini tel que (Ky — Wi) C Uy, Ui Sionnote par  U? = KY NU;NKY (j € 1)

i€la

et Wa =U,cp, (7]2, on obtient alors :
([ U2nK, =0, (Vjel)
U? C K, (Vj € L)
U? C U, (Vj € L)
Ky c Wy uUW,
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Ainsi par récurence, on construit une famille {I,},en+ dénombrable de sous ensemble de I et
une famille dénombrable d’ouverts {U7 }ren+ tels que :
iclp

([ U'NK,=0, (¥p>m), (Vjel,)
U? C K., (Vj € L)

ﬁjp C Uj , (Vj € Ip)

Wp = Ujel,, UJP

K,, C UpSm W,

\

Ec |JE)c | Kuc W= JU"

meN* meN* peN* peEN* jel,

Soit x € F, il existe m € N* tel que :

1)z € K% C K,,. N
2)V(p>m),V¥(jel,) K,nU; =0.

Ce qui montre que {ﬁjp }pen est un refinement localement fini de {Up }aes-
JEIp
u

Définition 1.5.4. Soient (E,7T) un espace topologique et f : E — R. On appel support de f
I’ensemble fermé :

supp(f) ={r € E, f(x) # 0}.

Définition 1.5.5. Une partition de l'unité d’un espace topologique (E,T) est une famille
{(Ui, f;) }ier tel que :

1) {Ui}ier est un recouvrement localement fini d’ouverts de E.

2) (Viel), fi: E— Ry est une application continue & support compact, supp(f;) C U;.
9) (Vo€ B), S, fix) =1

Remarque : De la condition (1), on déduit que ), fi(x) est une somme finie.
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Définition 1.5.6. Une partition de l'unité {(U;, fi)}: est dite subordonnée a un recouvrement
{Uds}a, si{U;}i est un refinement du recouvrement {U,}q.

Proposition 1.5.2. Pour tout (¢ > 0), il existe une fonction g. : R* — R de classe C* telle
que :

ge(x) < 1.
g(x)=1 si|z|| <e
ge(x) =0 si||z] > 3e

Preuve Soit A la fonction de classe C*° définie par

h:R — R
[ exp(=h) silt] < 1.
b Mﬂ_{ 0 silf>1
Si on pose
h:R — R
- —+o00 -1 t
t — h(t)= </ h(s)ds) / h(s)ds
R — R

t — t=h2-1)

alors h et h sont des fonctions de classe C*° telles que :

/

- -1
= (S5 as)ds) [ h(s)ds
h(t) <1 si teR
h(t) =0 si t<—1
h(t) =1 si t>+1
h(t) <1 si teR
h(t) =1 si t<+l1
h(t) =0 si t>43
\
Finalement, si on pose
g:R*" — R
z — glx) = h(z)
g :R" — R
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alors g et g. sont des fonctions de classe C'* telles que :
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glx) <1 si zeR”
glx)=1 si |z| <1
g(x) =0 si |z] =3
g(x) <1 si zeR"
ge(x) =1 si |lzf| <e
ge(x) =0 si |z| > 3e
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Chapitre 2

Notion de Variété.

2.1 Variété Différentiable

Définition 2.1.1 (Carte). Soit M un espace topologique séparé. Une carte de dimension n
dans M est un couple (U, @) tel que les conditions suivantes sont vérifiées :

1. U (resp p(U)) est un ouvert de M resp ( R™ ).

2. ¢: U — R" est un homéomorphisme.

Définition 2.1.2 (Compatibilit¢). Deuz cartes (U, p) et (V,1)) de méme dimension n sont
dite compatibles si

uUnv =9

ou
Yop lipUNV)CR - p(UNV)CR"

est un difféomorphisme de classe C™. L’application 1o~ est dite application de transition.

Définition 2.1.3 (Atlas). Soit M un espace topologique séparé. Une famille de cartes U =
{(Ui, vi) }ier est dite atlas différentiable de dimension n si les conditions suivantes sont véri-

fiées :
1. M=, Us
2. Viel, (U, ;) est une carte de dimension n.

3. Vi,jel, (U,g;) et (Uj, ;) sont compatibles.

Remarque 2.1.1. :

1) Deux carte (U, @) et (V,1) compatibles tel que U NV # () ont méme dimension.
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2) Dans le cas ou M est un espace topolgique séparé et connexe alors la condition (2) de
la Définition 2.1.3 est trivialement vérifice.

3) La compatibilité est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.4. Soient M un espace topologique séparé et U = {(U;, pi) }ier un atlas de
dimension n. Une carte (V 1) est dite compatible avec l'atlas U si elle est compatible avec
toutes les cartes (U;, p;), 1 € 1.

Définition 2.1.5. Soient M wun espace topologique séparé, U, et Us deux atlas de méme
dimension n. On dit que Uy et Us sont compatible si toute carte de l'atlas Uy et compatible
avec Uy ou linverse.

Proposition 2.1.1 (Atlas maximal). Si U est un atlas sur un espace topologique séparé M,
alors il existe sur M un unique atlas maximal U,y,., contenant U définit par

Umaw = {(U, ) carte sur M compatible avec U}.

Preuve Soient (U, ), (V,¥) € U tels que U NV # (). D’aprés la Définition 2.1.1 on
déduit que
o ipUNV) = y(UNV)

est un homéomorphisme. Donc pour démontrer que 'application ¥ o ¢~
phisme il suffit qu elle soit un difféomorphisme local.

I est un difféomor-

Soit x € U NV, il existe (U, ;) € U tel que x € U;. Comme (U, ) et (V,1)) sont
compatible avec U alors 1 o ;! et p; 0 ¢! sont des difféomorphismes d’out

Yop = (o l)o(piop)
est un difféeomorphisme au voisinage de ¢(x). "

Définition 2.1.6 (Variété). Une variété différentiable de dimension n est un espace topo-
logique séparé M muni d’un atlas différentiable U de dimension n, on la note par le couple
(M,U). Dans le cas général on note

1) atl(M) = Upnar Uatlas mazimal de M.

2) atl(M,x) = {(U, ) € Upnaz, v € U}.

Remarque 2.1.2. Toute variété différentiable est un espace topologique localement compact.
En effet si (U, p) € atl(M) alors o(U) C R™ est localement compact.

Exemples 2.1.1. :

1) R™ est une variété de dimension n munie de latlas U = {(R", Idgn)}.
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2) Tout espace vecoriel E de dimension n est une variété de dimension n munie de l’atlas
U={(E,I)} tel que :
I'':R" - FE
(1, ey y) inei
i=1

ot (eq,...,e,) est une base de E.

3) L’ensemble des matrices Myxm(R) = {(aij)ij; aij € R} est une variété de dimension
n x m, munie de UatlasU = {(Myxm(R), 1)} ot I désigne lapplication canonique définie par

[ . (alj>l,] € Mnxm(R) — (all? ey A1y oeees , Apt, ...,anm) € Rnxm.

4) Si (M,U) est une variété de dimension n, alors tout ouvert U de M est une variété de
dimension n munie de l’atlas :

Uy ={UNV, ¥ yayv); (V,¥) €U}

5) L’ensemble des matrices carrées inversible GL,(R) = {A € Myxn(R); det(A) # 0} est
un ouwvert de Myxn(R), donc GL,(R) est une variété de dimension n?.

6) La sphére ST = {(x,y) € R?; x? + y? = 1} est une variété de dimension 1 munie des
projections suivantes :

vy U ={(z,y) €S y>0} — |-1L1CR

Y
(z,y) —

(gpjj)_l 1-11 — U;

r — (x,vV1—2?)

v, U, ={(z,y) € S5 y<0} — |-L1CR
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i Uf=={(z,y) €S, 2>0} — |]-1L1CR
(T,y) — ¥y

(eH]-1,1 — US
y — (V1-9%y)

o, U =={(z,y9) € SY, <0} — ]-1,1[CR
(z,y) — vy

(o) "] =11 — U,
y — (—V1-9%y)
On a:

a) S*=USUU; UUSUU;

b) Uf NU,

c)

0, UfNnU; =0

py o (wy) 10,1 — ]0,1]
z = V11— 22
est un difféomorphisme de classe C*°.

De la méme on démontre que @, o (¢f)™, ¢ o (¢;)7" et p, o (¢f)™" sont des difféo-

morphismes de classe C.

Donc S' est une variété de dimension 1 muni de Uatlas :

U={Uy¢,), (U, 0,), (U 00), (Ug, 05)}

7) Dans le cas général La sphére S™ = {(xg, ..., x,) € R"™: Y22 = 1} est une variété de
dimension n munie des projections suivantes :

;U — R”

(xo,...,l'n) — (%0,..1’i,1,l’i+1,...,$n)
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ou e =+1 et Uf = {(xg,...,x,) € R"™: ex; > 0}. L'atlas U est donné par :

U={Uf,¢); i=0,...,nete==1}.

8) Soient (My,Uy) et (Ma,Us) deux variétés de dimensions ny et ny respectivement. L’es-

pace topologique produit My x My est une variété de dimension ny X ny munie de l’atlas produit
sutvant :

U={UxV,px1); (Uyp) el et (V,0)€l}

ol :

exyY:UxV — R"xR™

(z,y) = (o), ¥(y))
9) Le tore T? = S1 x St

10) Soit f : I C R — R une fonction de classe C*, alors le graphe I' = {(x, f(z)) €
R?; x € I} est une variété de dimension 1 munie de latlas U = {(T, )} ou

p:(z,y) el —=plx,y)=xel

11) En général soient U un ouvert de R™ et f : U — R™ une fonction de classe C*, alors

le graphe T' = {(z, f(z)) € R"™™™; x € U} est une variété de dimension n munie de l'atlas
U={I¢)} ou

p:(zy) €l —pr,y)=2€U

12) Soit

x, six >0
r — .
2x, stx <0

@ est un homéomorphisme d’inverse

¢ 1:R: — R

T, stx >0
T x .
5 stx <0

Ce qui montre que {(R, @)} est un atlas sur R. Comme ¢ n’est pas différentiable en 0, on
déduit que les cartes (R, ) et (R, Id) ne sont pas compatibles.
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12) Soit

x? stx >0
r — ‘
—x, st x <0

Y est un homéomorphisme d’inverse

o 1:R: — R

v o Ve, sz:xZO
—/x, sizx<O0

Ce qui montre que {(R,)} est un atlas sur R. Comme 1 est de classe C* et =" nlest
pas différentiable en 0, on déduit que les cartes (R, ) et (R, Id) ne sont pas compatibles.

2.2 Construction de variétés

Théoréme 2.2.1. Soient M un ensemble et U = {(U;, i) }ier une famille de cartes. Si U
vérifie les conditions suivantes :

M = UieU;

©i(U; N U;) est un ouvert de R™, Vi, j € I

i : Uy — @;(U;) est une bijection, Vi € 1

oot oi(U;NU;) — ;(U;NU;) est un C difféomorphisme, Vi, j € I

Pour tout compact F C ¢;(Uy), ¢;(U; Ny (F)) est un férmé de p;(U;), Vi, j € I.

SN

Alors il existe une unique structure de variété différentiable de classe C*° sur M d’atlas

U.

Preuve 1l suffit de construire une topologie séparée sur M telle que (M,U) soit une
variété. On pose :

1. T, ={0 € U;; ¢;(0) est un ouvert de R"}. 7; est la topologie séparée induite par ¢;
sur U; telle que ¢; : U; — ¢;(U;) est un homéomorphisme.

2. T = (U;er7;) la topologie engendré par la famille {7;}ies

On a T est une topologie sur M telle que la réstriction 7y, = 7; est une toplopgie séparée.

Reste & montrer que s’il existe x,y € M et i,j € I tels que :

r#y, i#£j, veUNnUj et yeUNUf
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alors x et y peuvent étre séparé par deux voisinages distincts.

Soit B(p;(z),¢) C ¢i(U;) une boule fermé compacte dans R™, donc B = ;' (B(y;(z),€))
est un fermé pour la topologie 7;. De la condition (5) du Théoréme 2.2.1 on déduit que
0;(BNU;) est un fermé de ¢;(U;), ainsi BN U; est un férmé voisinage de = et (U; — B) € 7
est un ouvert voisinage de y tels que BN (U; — B) = (). L’unicité de la structure de variété
provient de 1'unicité de la topologie initiale.

Exemple 2.2.1. Soient S* = {(x,y) € R? /22 +y% =1} et U = {(Uy, 1), Uz, 0)} tels
que Uy = S' = {(1,0)}, Uy = S* — {(—1,0)},

Spfl :]0727T[ - Ul

0 +— (cosf,sinf)

ot —mw] = Us

0 +— (cosf,sinf)

pao o0, 2n[—{r} — |- x[—{0}
0 — 0—=x

Exemple 2.2.2 (Projection stéréographique). Soient S = {(z,y) € R? 2% +y? = 1} et
U= {(U1,¢1), (Us, 2)} tels que Uy = ST = {(0,1)}, U2 = S* = {(0, -1)},

gOliUl — R
(z,y) —

1422714 22
py:U; — R
(2,y) — —
1+y

pr0p07 :R* — R*
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X=g(x)

F1G. 2.1 — (|Projection stéréographique)

Exemple 2.2.3 (Projection stéréographique de S™). Dans le cas général, soient S™ = {(xo, ..., z,) €
Rn—H; E?:()zlz = ]-} et U = {(Ula 901)7 (U27 902)} tels que Ul = 5" — {(07 "'70a 1)}; U2 =
St —{(0,...,0,—1)},

v, —- R"
(X0y ey Tp) (1f0xn, ..... ,fﬁ_;n)
R" — U,
n 2, JylP -1
Wieeest) = g T [y L TP
ot 9
Il =Yt = G =
p: Uz — R
(@) = (g T
o; 'R — U,
20 2, 1= lyl?
(yh ...,yn) (T”yugv ----- 1+ Hszv 1+ ”yuz)
ot

Iyll? = §j T _1-

pop; R — R?

U1 Yn

(A Iy
lly|? y|?

(y17 a3 ?Jn)
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Exemple 2.2.4 (Projection orthogonale de S™).

o UM ={zeS" >0} — DCR"

<x07"'7$n) — (x07-'71/'\i7"7$n):(xl);"?miflaxﬂrla-'axn)

o, U ={reS" z;,<0} — DCR"

(0 ey Tp) = (Toy ooy Tiy ooy X)) = (X0 oy Ti1, T 1y vy Ty

ot D ={z = (21,..,20) ER", |2]| = 3,22 < 1}. {(Uf,¢5); e = £1, i =0,...,n} est un
atlas de S™.

Exemple 2.2.5 (Cylindre). Soient C = {(z,y,2) € R? 22 +y? =1} = S' xR

o' Uy =)0,27[xR — R3
(z,y) — (cos(z),sin(z),y)

o3t iUy =] —m,m[xR — R3
(z,y) — (cos(z),sin(z),y)

p2opr!:(j0,27[—{7}) xR — (- x[-{0}) xR
(8,3/) = (Q—W,y)

Exemples 2.2.1. .

1) Le tore T" = S' x ... x S' produit de (n + 1) cercle S* est une variété produit de
dimension (n+ 1).

2) La bande de Mobius est une variété de dimension 2 plongée dans R3.
3) La bouteuille de Klein est une variété de dimension 2 plongée dans R%.

4) Sotent (M,U) une variété de dimension n et U un ouvert de M. Alors (U, U) est une
variété de dimension n, ou U = {(U NV, ¢uav), (V,9¥) € U}.

2.3 Applications Différentiables

Dans la suite les variétés considérées sont supposées paracompacts.
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Définition 2.3.1. Soient (M™, atl(M)), (N", atl(N)) deuz variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M — N est dite différentiable de classe C* (resp C*) en
x € M si pour tout (U, ) € atl(M,x) et (V,¢) € atl(N, f(x)), Uapplication

Yofoptipl)CR"—y(V)CR"
est de de classe C* (resp C*) en p(x).

Remarque 2.3.1. En vertu de la compatibilité des cartes, on peut remplacer dans la Défi-
nition 2.3.1 le terme "pour tout" par "il existe". En effet, si (Uy, 1), (Ua, p2) € atl(M,x) et

(Vi,¢1), (Va,19) € atl(N, f(x)), alors
Y20 fopy' = (drott)o (Yo foprt)o(piopy’)

Définition 2.3.2. Soient (M™,atl(M)), (N™,atl(N)) deux variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M — N est dite différentiable de classe C* (resp C*) en
x € M s’il existe (U, p) € atl(M,x) et (V,¢) € atl(N, f(z)) tels que lapplication

vofop i) CR™ = (V) CR"
est de de classe C* (resp C*) en p(x).

Définition 2.3.3. Soient (M™, atl(M)), (N", atl(N)) deuz variétés de dimension m et n
respectivement. Une application f : M — N est dite différentiable de classe C* (resp C™)
sur M si elle est de classe C* (resp C*) en tout point x € M.

Remarque 2.3.2. Si f: M — N est une application différentiable ; Alors pour tout x € M,
il existe une carte (W, ) € atl(M,z) et (V,9) € atl(N, f(x)) tels que :

1. f(W)c V.
2. o foptip(W)— (V) est différentiable.

En effet si (U, ) € atl(M,x) alors (W =UN f~4(V),¢) est une carte de atl(M,x) telle que
fw)ycv.

Conséquence 2.3.1. Une application f : (M, atl(M)) — R™ est différentiable de classe C*
(resp C*) si et seulement si pour toute carte (U, @) € atl(M) la fonction fop™ : o(U) — R"
est différentiable de classe C* (resp C*).

Notations 2.3.1. Par la suite on utilise les notations suivantes :

C*(M)={f: M —R, f est de classe C*}.

CHM)={f:M — R, f est de classe C*}.

C*(M,z)={f: M —R, f est de classe C* au vaoisinage de x}.
CHM,z)={f: M — R, f est de classe C* en z}.
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Exemples 2.3.1. .

1) Toute fonction différentiable f : R™ — R™ est diférentiable entre les variétés (R™, (R™, Idgn))
et (R™, (R™, Idgn)).

2) Soient S™ muni de Uatlas {(Uf,¢S); € = +1, i = 0,...,n}, et F : R — R™ une

)

fonction différentiable de classe C*, alors F : 8™ — R™ est différentiable de classe C*. En

effet
Fo(g)™':D — R"
y=1,-Yn) = F((yl, Y eV L= [yl yier, ---,yn))
ot D={z=(z1,...,20) ER", |I2]| =>,22 < 1}
) Soient S™ muni de 'atlas défini par la projection stéréographique {(U;, ¢;); i = 0,2}, et

F : R — R™ une fonction différentiable de classe C*, alors F : S — R™ est différentiable
de classe C*. En effet

Fop;':R* — R™

y=(y1,.yn) F((

L+ [|ly[*’ L+ lyl®

Définition 2.3.4. Soient M™ et N" deux variétés de dimension m et n respectivement. Une
application f : M™ — N™ est un diffé¢omorphisme de classe C* si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. f est biyjective
2. f et f' sont différentiables de classe C*.

Définition 2.3.5. Soit f: M™ — N™ une application différentiable.

1) On appel matrice jacobienne de f relativement auz cartes (U, p) € atl(M) et (V,v) €
atl(N), la matrice associée a lapplication v o fo @™t :

d(plofoe=t) O(plofop~h)

ozl oxm

Jac(f):Jac(@bOngo_l) :
AWmofoph)  B(Profopt)

Ozl o™

2) Le rang de Uapplication f en x € M est le rang de ) o fo o' en ¢(x) :

8 io o —1
r9a(f) = 1o (o fop™) =rg : a];j - )(9”) 1<i<n

1<j<m
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Remarque 2.3.3. Le rang d’une application f en un point x est indépendant des cartes

choisis, en effet soient (Uy, ¢1), (Us, @a) € atl(M) et (Vi,11), (Va, 1) € atl(N), alors piopy"
et gy 0p7 ! sont des difféomorphismes et on a :

Pro fopyt = (o) o (Yo fopit)o(prows’)

Proposition 2.3.1. Soit f : M™ — N" une application différentiable injective, alors f est
un difféomorphisme sur f(M) si et sulement si

rg(f) = dim(M) = dim(N).

2.4 Théoréme du Rang Constant

Théoréme 2.4.1. Cas réel R" (voir [8])

Soient U C R™ un ouvert de R™, f : U — R™ une application différentiable de classe C*
et p <min(n,m). Si f est de rang p constant sur U (i.e. Yx € U, rang,(f) = p), alors pour
tout xg € U lls existent un ouvert V- C U woisinage de xq, un ouvert W wvoisinage de f(x),
un difféeomorphisme ¢ : V. — o(V) C R™ et un difféomorphisme ¢ : W — (W) C R™ tels
que le diagramme suivant est commutatif

p(V)  — (W)
pofop™

Yo f oo ((Yty e Yps Ypt1eos Um)) = (Y1, --Yp, 0...., 0)

Preuve On ax = (21, ..2p, Tpp1..., Tn),  (f(2) = (fi(®), ...s [o(2), fps1(a)s o () et

[ oh of1 ofi 7
o1t bm, T Do
ofp ofp Ofp
it Boy Do
D.f =
Ofpt1 Ofpt1 Ofpt1
Bor t Dmy oo
Ofm Ofm Ofm
L Oz Oxp Orn 1,
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Comme rang, f = p, & des permutations prés on peut supposer que

oh ofr
Ox1 77 Oxp
det| + £ 0.
fp Ofp
Oxr1 "7 Oxp (z0)
Vi=1,..,netVj=1,...,m,ona
fh 9f  Ofr
Ooxy 77 Oxp Oz
det 3};} . a}p 8}11 =0.
9 9l o
Ox1 "7 Oxp  Oxmy (z0)

En utilisant la continuité de 'application multilinéaire det (déterminant), on déduit I'exis-
tence d'un ouvert V' C U voisinage de xq tel que

of1 of
oz T Bxp
det| : : # 0. (Vx eV)
ofp ofp
Ox1 "7 Oxp (z)
Si on pose
:V — R*

T = (T1y ey Ty ey ) = () = (f1(2), oo, (@), Tpia, o, T)

alors ¢ est une application différentiable de classe C*, tel que :

- Of af1 Af1 T
B e B . . g
o, A o
R RO & S
Do =
O ... 0 1 ... 0
0 0 0 1
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oft of1

Ox1 77 Oxp
det(Dy ) = det| : : # 0.

fp fp

ox1 " Oxp zo

D’apres le théoréme d’inversion locale, il existe un ouvert Vcv voisinage de xq tel que
0 :V CR" — (V) C R" est un difféomorphisme de classe C*.

On remarque que si Yy = (Y1, ..oe; Yps oo, Yn) = @(2) = (f1(2), ..., fp(x), Xpi1, ....., z,,) alors

Si on désigne par h = fop1: @(‘7) — R™, alors pour y = (Y1, ...., Yp, ---.; Yn) ONL &

hy) = (h(y), s hp(y), Ppsa (Y), -oes hen (y)

1 0 0 0
0 - 1 0 o 0
Dyh =
Ohpi1 Ohp+1  Ohpy1 Ohpt1
0y1 o 9yp Oypr1 "7 Oyn
Ohm Ohm Ohm Ohm
L Oy1 T Oyp Oyp+1 Iyn 1y

Comme f est une application de rang p et ¢ est un difféomorphisme, on déduit que h est
une application de rang p, par suite

oh,, Ohy,
FEE) o TEE(Y) N

: . : =0, (Vy € (V).
() o Fe(y)

(est une matrice nulle d’ordre (m — p,n — p)).
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Ce qui montre que hyy1, ..., Ay, sont des fonctions indépendantes des variables (ypi1, ..., Yn)-

hi(y) = hi((y1s s Up)), p+1<j<m.

Soient W C R™ un ouvert voisinage de f(zo) tel que zo € fH(W) C V et ¥ une
application définie par

v: W — R™
2= (21,0s2m) = (2150 2y Zpp1 — hp11(2) 5 ooy 2 — B (2)).
alors
[ 1 0 0 0
0 1 0 ... 0
Dy =
Ohy Ohp+1
_Wjjl “ .. _aLyp 1 e 0
o L
i —8—y1 —a—yp 0 o1 1.

donc ¢ est un difféomorphisme locale, de plus v est injective, en effet, si ¢(z) = ¥(2’) alors

/
Zp = 2,
1~ hpe1(2) = 20— hpa(2) = 250 — hp1a(2)

Zm — hm(2) = 2 —hpu(2) =2, — hn(2)

d’ou z = z/. Comme 9 est un difféomorphisme locale et une application injective sur W, alors
d’aprés le théoreme d’inversion locale ¥ est un difféomorphisme sur W.

Si on note par V = f~1(W) alors le diagramme suivant est commutatif
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et on a

@Dofogo_l((yl,,_,yp,yp+1””,yn)) = ¢((y17* ypvhp-l—l(y)""'v}lM(y)))
= W1 Ypy hp1(Y) = hpsa(y), o hen(y) = P (y))
(Y1, -- Yp, 0 -, 0).

Théoréme 2.4.2. Soit f : M™ — N™ une application différentiable. Si v € M tel que
r9.(f) = p =min(m,n), alors il existe une (Up) € atl(M) telle que (Vy € U) : rg,(f) = p.

Théoréme 2.4.3 (Rang constant). Soit f : M™ — N™ une application différentiable. Si f
est de rang constant p < (m,n) sur un ouwvert U C M, (i.e. Vo € U, rg.(f) =p) , alors pour
tout x € M, il existent (U, p) € atl(M,x) et (V, ) € atl(N, f(x)) telles que :

(Vy = (yh ~-aym) € &(fj)) : {/;O fo @_l(y) = ((yh vy Yps 0, "'70)

Preuve Soient (Uy, ;) € atl(M,x) et (Vi,¢1) € atl(N, f(x) telles que f(U;) C V;. Par
application du Théoréme 2.4.1 a ’application

f=diofop":U=p(lh) CR™ — (Vi) C R,

ils existent un ouvert V' C U voisinage de ¢;(z), un ouvert W C (V1) voisinage de
f(p1(x)), un difftomorphisme ¢ : V' — (V) C R™ et un diffeomorphisme ¢ : W — (W) C
R™ tels que le diagramme suivant est commutatif
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o foo (Yt Ups Ypt1eesYm)) = (Y1, -Yp, 0.0, 0)

donc
(o) o folpow) (U Yps Ypr1-sYm)) = (Y1s Y, 0., 0).
Si on note par F = oy, & = poun, U = g (V) et V = gri(W), alors (1,3)
atl(M, z) et (V,4¢) € atl(N, f(z)) tels que le diagramme suivant est commutatif

~ f ~

U — V
<P1l l@bl

% — |74

J =110 foyp] !
s@l (0
e(V) — Y(W)
Yo fop

olt pofopt=rofopt=voryofoptop

Remarque 2.4.1. En utilisant les translations, on peut supposer que p(x) =0 et J(f(x)) =
0.

Définition 2.4.1 (Immersion). Une application f: M™ — N™ est dite immersion sim <n
et rg(f) =m = dim(M).

Remarque 2.4.2. Si f : M"™ — N™ est une immersion, d’apres le théoreme du rang constant,
pour tout x € M il existe (U, ) € atl(M,z) et (V,¢) € atl(N, f(x)) tels que :

Yo foyp™t i) — ¥(V)
(yla'“'aym) = (y17""7ym70"'70>

Ce qui montre que f est localement injective.

Définition 2.4.2 (Plongement). Une application f : M™ — N™ est dite plongement si elle
est une immersion injective.
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Remarque 2.4.3. Si f : M™ — N" est un plongement, alors f : M — f(M) est une
application bijective qui induit une topologie séparée sur f(M) et une structure différentiable
de dimension m, U = {(f(U),po f1); (Up) € atl(M)} telle que f : (M,atl(M)) —

(f(M),U) est un difféomorphisme.

Définition 2.4.3 (Plongement régulier). Une application f: M™ — N™ est dite plongement
régulier si f est un plongement (i.e. immersion injective) tel que f: (M, Tar) — (f(M), Tyr))

est un homéomorphisme pour la toplogie induite par N sur f(M)

Ty =100 f(M); 0 € Tn}.

Remarque 2.4.4. D’aprés la Remarque 2.4.3, on déduit que si f : M™ — N™ est un plon-
gement régulier , alors f : (M,atl(M)) — (f(M),U) est un difféeomorphisme, et linjection

canonique i : (f(M),U) — (N,atl(N)) est un plongement régulier,

f
(M, atl(M) — (N, atl(N))
L/

f(M)
U={(fU),po ) (Uy) € atl(M)}.
Exemple 2.4.1.

f:0,27[ — R?
t +— (cos(t),sin(t))

f est un plongement régulier.

(1,0)
O x2m --- >

F1G. 2.2 — Plongement régulier

Exemple 2.4.2.

f:R — R?
t +— (cos(t),sin(t))
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f est une immersion non injective.

Exemple 2.4.3. Soit D = {(z,y) € R*; 22+ y> <1}

f:D — R?

(I’,y) = (Jf,y, V 1_$2_y2)

[ est un est un plongement régulier sur S2 = {(z,y,z) € R* 2?+y*+22=1; z>0}.

£(M)

F1G. 2.3 — Plongement régulier

Exemple 2.4.4. Considérons géométriquement les courbes suivantes :

a)

fil-mna — R
s — ((2cos(s) — 1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s))

[ est une immersion non injective f(%) = f(5%) = (0,0).

F1G. 2.4 — Immersion non injective
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b)
[ - R
s — (10sin(3s)cos(s), bsin(3s)sin(s))

s
f:]_§7

o3

f est un plongement non régulier (f n’est pas ouverte au voisinage de f(0) = (0,0)).

Remarque : f(] —¢,+e[ nest pas un ouvert de f(] — %, %[) pour la topologie induite.

u/‘

F1G. 2.5 — Plongement non régulier

f:]_g’%[ - RQ

s > (sin(2s)cos(s), cos®(s))

f est un plongement régqulier.

-06 04 -2 0 02 04 06

F1G. 2.6 — Plongement régulier

Définition 2.4.4 (Submersion). Une application differentiable f : M™ — N™ est dite sub-
mersion en x € M sirg,(f) =n. f est dite submersion si elle submersion en tout point.
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Exemples 2.4.1.
f:R"™ — R

n

(X0, oo Tp) Zx?

=0

[ est une submersion sur R"™ — {0} .

f:R3 — R2
(z,9,2) — (z+y,y+2)

f est une submersion sur R3

f:R® — R?
(r,y,2) + (cos(z),sin(z))

f n’est pas une submersion.

FiRY - R, (p<n)

(1, ey ) = (T4, ey Tp)
Toute projection orthogonale est une submersion.

Définition 2.4.5 (Partition de I'unité). Une partition de l'unité d’une variété M™ est une
famille {(U;, f;) }ier tel que :

1) {U,;}ier est un recouvrement localement fini d’ouverts de M.

2) (Viel), fi : M — Ry est une application continue de classe C* & support compact
telle qu supp(f;) C U;.

9) (Yr € M), ¥, filz) = 1.

Remarque : De la condition (1), on déduit que ), fi(x) est une somme finie.

Définition 2.4.6. Une partition de l'unité {(U;, f;)}: est dite subordonnée a un atlas {(V;, ;) }jes,
si le recouvrement {U;};est un refinement du recouvrement {V;},ec.

Proposition 2.4.1. Toute variété différentiable (paracompact) admet une partition de ['unité
subordonée a atl(M).
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Preuve Pour z € M il existent (U, p,) € atl(M) et e, > 0 tels que B(p,(x),4e,) C
0 (U,). Si on pose B, = o, (B(p.(x),€:)), alors {B,}zen est un recouvrement ouvert de
M, il existe donc un refinement {V;};c; d’ouverts localement fini { B, },cps verifiant :

(\V/ZGI), x;, €V, C B, CU,.
ou Bz = Bmi, €;
ge : R" — R de classe C'™° telle que :

€x;, Vi = Yz, €t U; = U,,. En vertu de la Proposition 1.5.2, soit
g&('Z)

9e(2)

9e(2)
Si on pose

stz € R?
si||z]| < e
si||z]] > 3e

[ IA

1.
1
0

1
gi:y el —g(y) = g(;%(y)) cR et f;
alors

= (Zgj)lgi

Jel
1. Vel, g €C®M), supp(g;) C U; et g; =1 sur V;.
2. {(U, f;) }ier est une partition de I'unité subordonée a atl(M).
m De la Proposition 1.5.2 on obtient
Proposition 2.4.2. Soit (U, p) € atl(M) est une carte de M, si x € U alors il existe § C U
voisinage de x et A\ € C°(M) tels que

{ supp(\) C U

Ao =1
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2.5 Sous Variété.

Définition 2.5.1. Soient (M, atl(M)) et (N,atl(N)) deux variétés de dimension m et n res-
pectivement tels que N C M. On dit que N est une sous variété (réquliére) de M di dimension
n < m, si l'injection canonique i : (N,atl(N)) — (M, atl(M)) est un plongement régulier.

Remarques 2.5.1. :

1) Si N est une sous variété de M, alors pour tout x € N, il existe des cartes (U, p) €
atl(N) et (V,¢) € atl(M) telles que U =V NN et

doiop™ ip(U) — Y(V)
(yla"'7yn) = (yh"'ﬂynvo'“aO)

d’ot

Y(VNN)={zey(V), zny1=. =2, =0} ={p €V, ¥yr1(p) = ... = Yp(p) = 0}.

2) Si f: N — M est un plongement régulier, alors d’aprés la Remarque 2.4.4, f(N) est
une sous variété de M.

Théoréme 2.5.1. Soit M une variété de dimension m. N est une sous variété de M de
dimension n si et seulement si :

(Ve e N), 3(U,p) €atl(M): (yeUNN)< pp1(y) =...=on(y) =0 (2.1)

1.€.
2= (21, 2m) €EQ(UNN) S zpy1= ... = 2, =0

Preuve Daprés la Remarque 2.5.1 (1) on déduit que la condition est nécessaire. Inver-
semnt, soient 7y la topologie induite par celle de M et

Uv ={U, ¢) € atl(M), (ye UNN) < oni1(y) = ... = pm(y) = 0}

Pour (U, ¢) € Uy, on pose

:UNN — R*Ne(U)
y = o) =(p1(y), - ¢n(y))
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1) @ est une application bijective.
2) o(UNN) =R"Ne(U) est un ouvert de R".

3) Si (U, ), (V,1) € Uy alors pour (z € p(UNN) on a
Yo (2) =Pop(20) = (Popr'(20),.., 10 g (2,0))

ce qui montre que 1; o @ ! est une application de classe C*. En conséquence, Uy est un atlas
sur N tel que l'injection canonique 72 : N — M est un plongement régulier. [

Théoréme 2.5.2. Soient M™ et N" deux variétés différentiables. Si f : M™ — N" est
une application C*®-différentiable de rang constant k, alors pour tout p € f(N), l’ensemble
“1{p}) ={x € M, f(x) =p} est une sous variété fermer de N de dimension m — k.

Preuve Soit x € f~!'({p}), d’aprés le théoréeme du rang constant (Théoréme 2.4.3),
il existent deux cartes (U, p) € atl(M) et (V,¢) € atl(N) tels que o(U) C V, ¢(x) = 0,
U(f(z))=0etpofopt:z€plU)— (21,2 0,.....;0) € (V). On a

(p1(y) = .. =or(y) =0) & Yo f(y)=0
& fly)=fp)

d’ou
yeUnf({p} e eily) = ... = erly) = 0.

D’aprés le Théoréme 2.5.1, on déduit que f~'({p}) est une sous variété de dimension
m — k.
]

Corollaire 2.5.1. Si f : M™ — N™ une application surjective C'*°-différentiable de rang n
alors pour tout p € N, f~1({p} est une sous variété de dimension m — n.

Corollaire 2.5.2. Soient M™ et N" deux variétés de dimension m et n respectivement n <
m. Si f: M™ — N"™ une application C*-différentiable de rang n alors pour tout p € N,
T{ptn{x e M, rg.(f) =n} est une sous variété de dimension m — n.

Remarque 2.5.1. L’ensemble {x € M, rg.(f) =n} est un ouvert de M.

Exemple 2.5.1.
f:R"™ — R

n

(Toy ey Ty) Zm?

=0
Pour tout x € S™ = f~Y({1}) on a rg.(f) = 1, donc S™ est une sous variété de R" de
dimension n.

Pr Mustapha Djaa 2017-2018




2.6 Exercices 47

2.6 Exercices

Exercice 2.6.1. Démontrer que l’espace topologique discret (E,P(FE)) n'a pas de structure
d’atlas différentiable.

Exercice 2.6.2. Sur R™ muni de la topologie usuelle T,, déterminer les cartes compatible
avec Uatlas {(R™, Id)}. Déduire une caractérisation de ’atlas mazimal associé.
Exercice 2.6.3. Soient R muni de la topologie usuelle T, et

p:R — R

{:c six >0
v — pla)=

2 stx <0

1) Déterminer la classe de différentiabilité de .
2) Démontrer que {(R, ¢)} est un atlas sur (R, 7,).
3) les cartes (R, ) et (R, Id) sont elles compatibles.

4) Déterminer toute les cartes compatible avec la carte (R, p). Déduire une caractérisation
de l'atlas mazimal associé.

Exercice 2.6.4. Soient R muni de la topologie usuelle T, et

p:R — R

2 siz>0

v — w<x>={_2

¢ stx <O

meémes questions que l’exercice (2.6.3).

Exercice 2.6.5. Soient R? muni de la topologie usuelle T, et
¢:R* — R?

(@,9) — o(z,y) :{ ((_x;?;nz) Ziig

mémes questions que l’exercice (2.6.3).
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Exercice 2.6.6. Soient R™ muni de la topologie usuelle T, et ¢ : R* — R™ un homéomor-
phisme. Déterminer toute les cartes compatible avec la carte (R™, ). Déduire une caractéri-
sation de ’atlas mazimal associé.

2.7 Solutions

Solution 2.7.1. Soit U un ouvert de (R, P(R)) et ¢ : U — R™ une application in jective.
On a :

1) Comme (R, P(R)) est un espace topologique discret on déduit que ¢ est une application
continue.

2) St x € U alors {x} est un ouvert de P(R) et o({z}) = {¢(x)} n'est pas un ouvert de
R™ munt de la topologie usuelle 7, donc ¢ n’est pas une application ouverte, par suite ¢ ne
peut pas étre un homéomorphisme de U wvers un ouvert de (R™,7T,,).

Solution 2.7.2. Une carte (U, ) est compatible avec (R",7T,) si et seulement si
p=pold:U— pU)
est un difféomorphisme de classe C*°. d’ot

Unaz = {(U,9); U€T, et p:U— o(U) difféomorphisme de classe C™}

Solution 2.7.3. :

1) ¢ est une application continue, bijective et d’inverse continue
9071 R — R
s

stx >0
stx <0

g 8

donc ¢ est un homéomorphisme, par suite {(R, @)} est un atlas de dimension 1.

2) Puisque @ n’est pas différentiable et p = @ o Id™1, alors les cartes (R, p) et (R, Id) ne
sont pas compatibles.
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3) Une carte (U, 1)) est comaptible avec (R, @) si et seulement si l'application f = pop™!:
o(U) — (U) est un difféeomorphisme de class C*, d’ou

Yp=fop:U — R
| flx) siz>0
v w(a:)—{ f(2z) six <0
On déduit que l’atlas maximal est donné par

Unnaz = {(U, fo), UeT, et f est un difféomorphisme de classe C™.}
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Chapitre 3

Espace Tangent a une Variété.

3.1 Espace Tangent

on note par

e C¥(M)={f:M — R, £ est de classe C*™}, germe de fonctions.

o C®°(M,z) ={f: M — R, f est de classe C'™ au voisnage de z}, germe de fonc-
tions en x.

o (C®(M),+x,-) est une algebre.

Définition 3.1.1. Soit M™ une variété de dimension m. Une courbe passant par x € M est
une application v : I CR — M d’un interval I C R a tmage dans la variété M, tel que 0 €
et v(0) = x.

On note par £, = {y : I ¢ R — M, ~(0) = z}. On définit sur K, une relation
d’équivalence par :
d(p o) d(p 0 72)
——(0) = ————=(0). 3.1
o)) = A2z

Remarque : En vertu de la compatibilté des cartes, la relation (3.1) est indépendante de
la carte choisie.

(11,72 € K2), MRy e (U, ) € atl(M, ) :

Définition 3.1.2. :
o L’ensemble quotient T, M = (K,)/r est appelé espace tangent a la variété M en x.

o La classe d’équivalence #(0) est dite vecteur tangent a la variété M en x.
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¢ Structure vectoriel sur 7, M

Soit (U, ) € atl(M), on pose
Go:T,M — R"

50— Q22 (3:2)

De la définition de la relation d’équivalence R (formule (3.1)), on déduit que @ est une
application injective.

Pour y € R", il existe € > 0 tel que Vi €] — €, +¢[ on a p(x) + ty € p(U). Si on note
vt € —¢+e[— o p(x) + ty) € U, alors v est une courbe passant par z telle que
©:(7(0)) = y, en déduit que @, est surjective. Donc @ est une application bijective.

Si (U, ), (V,9) € atl(M, x) alors

O d _
Proty'(y) = Zlpo v () +ty)limo
= Jyw(pov™)y
est une application linéaire bijective, ce nous permet de transporter d’une maniére indé-

pendante de la carte choisie, la structure d’espace vectoriel de R™ a T, M par les formules
suivantes :

1(0)+3200) = & (Ze(0(0) + Zal32(0)))
- 1(% (00 71)e=0 + CZ(@OOVz)to)
A(0) = & (A(31(0))
= & (A %(W%)t o)

(T, M, +,.) est un espace vectoriel sur R de dimension dim(7T,M) = m = dim(M).

Remarques 3.1.1.

1) Si (U, ), (V,¢) € atl(M, z) alors
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B2 (Ba(0) + AE(32(00) = ¥ o (1 0 5 (B2 (1(0)) + MG (32(0))
= Ut o (a0 @) (@0 ) 0 ulin (0)
FA(Be 007 1) 0 U(2(0)) )
= 0o (037 0 (Ba 0 U ) (Baln (0)) + A (3(0)))
= 07 (R (n(0)) + A (32(0)) )

2) @y T, M — R"™ est un isomorphisme d’espaces vecoriels.

Notations 3.1.1.

1) Relativement a une carte (U, ) € atl(M,z) on a p(x) = (' (1), ....., ™ (z)) € R™. On
note alors ' = p'(x) (1 <i<m).

2) Une carte (U, ) € atl(M) sera noté (U,z", 1 <i < m).

3) Si (e1,...,em) est la base canonique de ’espace vectoriel R™ alors $, ' (e;) est noté par
%/x ou 0;/y .

4)(8%1/9&, - %/w) est une base locale relativement a la carte (U, x").

5) £/$ est le vecteur associé a la courbe y(t) = o (p(x) + t.€;).
6) Sive T,M tel que p(v) =y = (y*,...,y™) € R™, alors (par Convention d’Einstein),

on obtient
; 0
v = Zy B = 8&:1/36 =4(0)

ot y(t) = ¢~ (p(z) +t.y).
Définition 3.1.3. [Action d’un vecteur|/ Une action d’un vecteur v = 4(0) € T, M sur le
germe des fonctions C* (M, x) est Uapplication définie par
v:C*(M,z) — R
d(f oy
f o =22

Propriétés 3.1.1 (Locales). Si A € R, v = vt a - et w = w a - relativement a une carte
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(U, ), alors
. o) d(fogp l(w(le;r t(v', ---,vm))(o)
_ i a(fgxsio‘l) (o))
i=1
18(]05:;01)( (7)) (Convention d’Einstein).
o w(p) =1
o Jvtw= (Avi+wi)%~

o Ao +w)(f) = (f) +w(f).

Propriétés 3.1.2.

1) o(f+9) =v(f) +v(g)

2)  v(Af) = Ao(f).

3) v(f.g) = f(x)v(g) + g(z)v(f) (Formule de Leibnitz).
4) v(Const) =0

Théoréme 3.1.1. Si L : T, M — R est une application qui vérifie les Propriétés 3.1.2 précé-
dentes, alors il existe un unique vecteur v € T, M tel L = v.

Preuve Soit (U, p) € atl(M,xq), d’aprés la formule de développement limité, on a
- i O(foyp™ i j :
For ) = )+ = o) e T (ptan)) + 4 - a0 — o)
d(fop™)
ox’

F@) = Flao) + () — ) LD () +

(¢'(2) = ¢"(20)) (¢ (x) — ¢ (0))ai; (o)

flz) = f(xo) + (2" — ¢'(x0)) (p(0)) + (2" — @' (w0)) (x? — ¢’ (w0))ai;(xo)

d’ot
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8 q
ox* /xg

ot v = L(p") . De la fomule v* = L(¢%) (1 <4 < m), on déduit 'unicité du vecteur

Définition 3.1.4. Soit M™ une variété de dimension m. L’ensemble TM = \J, ., ToM est
dit espace tangent a la variété M.

Remarques 3.1.2. :
1) Six # ' alors T,M (T M = 0.

2) Soit K ={y:1 CR — M C>® 0 € I} l’ensemble des courbes de classe C* au
voisinage de 0 € R. Si R est la relation d’équivalence définie sur IC par :

wR e (n0)=n©) o (L2 Do)y

ot (U, @) € atl(M), alors TM = Kx = {#(0), v € K}.

En vertu de la compatibilité des cartes, la relation R est indépendante de la carte choisie.

3) Si U est un ouvert de M, alors T,U = T,M et TU = U,eyT, M.

3.2 Structure de variété sur 7T'M.

Soit 7 : 4(0) € TM — ~(0) € M la projection canonique sur M. Si (U, ) € atl(M) est
une carte sur M alors

' (U) = | .M,
zeU
et

:n Y U) — UxR™
50 = (500, 2222 q)) (3.3

est une application bijective telle que @(v) = (7(v), Pr(v)(v)). De plus si (V, ) € atl(M) alors

Yot (UNV)xR™ — (UNV)xR™
(@y) = (0.d05'W)
— <5L‘7Jgo(x)(¢mo<pz_l)y>
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est un diffeomorphisme de classe C*°. Du théoréme de construction de variétés (Théoréme
2.2.1) on déduit I'existence d’une structure de variété différentiable de dimension 2m et d’atlas

U=A{(x"(U),9), (Up) €atl(M)}.

Remarques 3.2.1. Soient (U, 2")i=1,.m € atl(M) et (01/4, ..., Opnss) la base canonique asso-
ciée sur T,M.

1) Siv=1y'0;, € T,M alors p(v) = (z,y*,...,y™).

2) On note par (7= (U), ', ...,a™, y', ...,y™) la carte sur T M induite par la carte (U, x%)i=1_m.

Définition 3.2.1 (Application tangente). Soient M™, N deuz variétés et f : M™ — N™ une
appication différentiable. On appelle application tangente associée a f, Uapplication définie
par

df : TM — TN

7(0) = (fo7)(0) (3.4)

Expression locale :

Si (U, ) € atl(M) et (V,¢) € atl(N) tel que o(U) C V, alors

df

e(U) x R™ — (V) x R"
Yodf o

vodfog M z,y) = (Yo fop ' (2),D.(ofop")(y)
= (ofop (), .o fop )y

Ce qui montre que df est une application différentiable.
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Remarques 3.2.2. :
1) Si f est de classe C* alors df est de classe C*~1.

2)Si f: M™ — N"™etg: N"— EP sont différeniables alors g o f est une application
différentiable et on a dy(go f) = dsmgodsf.

3) Si R™ muni de latlas usuelle {(R™, Id)}, alors TR™ est difféomorphe a R" x R" = R*"

7d R"xR" — TR"
(CL?b) — W(a,b)(o)

00 Yap) : t € R® — yup)(t) = a+ bt € R™. On identifie alors TR™ a R*".

3.3 Champ de vecteurs.

Définition 3.3.1. Un champ de vecteurs (ou section) sur une variété M est une application
X : M —TM telle que mo X = Idy,

X
M — TM
Tdy ™\ o
M

On note par H(M) ou T'(TM) l’ensemble des champs de vecteurs de classe C* sur M.

Propriétés 3.3.1.
1) VX eT(TM),Vx € M on a X(x) =X, € T, M.

2) Soient X,Y € I'(T'M) et a € C®(M), on définit X +Y € I'(TM) et aX € I'(TM)
par les formules

(X+Y)(x) = X(x)+Y(x) e T, M.
(aX)(z) = a(z)X(x) € T, M.

3) Soit U est un ouvert de M, on a TU est un ouvert de TM tel que si X € T'(M) alors
Xw:xeU— X, €TU est champ de vecteurs sur U.

Pr Mustapha Djaa 2017-2018




3.3 Champ de vecteurs. 57

4) Soit (U, ¢) € atl(M) une carte locale, si on pose

0,:U — TUCTM, (1<i<m)

0
x +— 0Oix) = B .
alors (04, ...., Op,) est une base champs de vecteurs sur U.

5) Soit (U, ) € atl(M) une carte locale, si X € T'(U) alors X = X0; tels que X'(z) =
mi(Px(X,)) ou m; : R™ — R est la i-éme projection. On déduit que 'expression locale de po X
est donnée par

poX:U — UxR"™
v o= (2, X' X™)

Les fonctions X1, ..., X™ sont appelés composantes locale de X relativement a la carte (U, ).

6) Si X = X9, , Y = Y'0; relativement a la carte (U,¢) et a € C®(U) alors
X +aY =(X"+aY"o,.

7) Si R™ est muni de 'atlas usuelle alors H(R™) s’identifie a (C°(R™))™.

Théoréme 3.3.1. Une section X : M +— TM est de classe C* si et seulement si relative-
ment a toute carte (U, ) € atl(M), les composantes (X!, ...., X™) sont de classe C* (i.e.
Xte CHU), 1 <i<m).

Preuve En effet, toute carte (U, ) € atl(M) induit une carte (7=1(U), @) € atl(TM) et
on a

X
U — = 1(U)
ol Ly

e(U) — e(U) x R™

poXopt

D’aprés (5) du Propriétés 3.3.1, on obtient

PoXop(z)= <2,X1 o Hz),.,X™Mo gp*l(z)>.
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Théoréme 3.3.2. Soient M™ une variété de dimension m et {U;}icr un recouvrement ouvert
de M. St {X;}icr est une famille de Champs de vecteurs différentiables telle que

Viel) : X; e HU)
(VZ,]EI) : Xsz] surUiﬂUj,

alors il existe un unique champ de vecteurs X € H(M) tel que
Viel): Xy, = X,. (3.5)

Preuve De la formule (3.5) en obtient l'unicité du champ de vacteurs X.

Soit {6}, a;}jes une partition de I'unité subordonée a {U; }ic;. Pour j € J il existe k; € 1
tel que 0; C Uy, si on pose :

Yj = Oéijj, j€edJ

X = Zyj = ZO[ij].

jeJ jeJ
alors
1) X; € H(M) tel que supp(X;) C 0; C Uy,.
2) X € H(M) tel que pour x € U;, on a

X(2) = 3 ay(@) X (0) = 3 ay(2) Xi() = Xi(a). (3.6)

jed jedJ

3.4 Groupe a un paramétre.

Théoréme 3.4.1 ([2],[7], [13]). (Théoréme d’existence, unicité et différentiabilité).
Soient J C R et U C R" sont des ensembles ouverts. St f : J x U — R"™ une fonc-

tion de classe C* et (to,z0) € J x U, alors il existent deuzr ouverts Jy et Uy tels que
(to,w0) € Jo x Uy C J x U et ®: Jy x Uy — R"™ de classe C* solution de ’equation

{ So(t,x) = f(t,D(t,x))
(I)(to,.ilﬁ) =@

Pr Mustapha Djaa 2017-2018




3.4 Groupe & un parameétre. 59

Définition 3.4.1. Un groupe a 1-paramétre sur une variété M™ est une application @ :
R x M — M de classe C™ telle que :

1. VxeM): &0,z)==x
2. (Vs,t eR), Vxe M): (s, (D(t,z)) = P(s+t,x)

Propriétés 3.4.1. Soit & : R x M — M un groupe & 1-paramétre, on a

1. L’application

o, .M —- M
v = Oyz) = ot x) (3.7)

un difféomorphisme tel que ®;' = ®_,

2. &y = Idy
3. (Vs,teR): P0d, =Dy,
4. ({@t}teR, o) est un groupe commutatif, muni de la loi de composition des applications.
5. Pour tout x € M, l’application
b, R — M
v @) = ot ) (3.8)

est une courbe de classe C* passant par x (i.e. ,(0) = ¢(0,2) = x).

Théoréme 3.4.2. 51 & : R x M™ — M™ est un groupe a 1-parameétre sur M, alors 'appli-
cation

oM — TM
z — D, 0) e T,M (3.9)

est un champ de vecteurs sur M.

Preuve Il suffit de démontrer que o est une application de classe C*. Soit (7~1(U), @) €
atl(TM) induite par la carte (U,¢) € atl(M). En vertu de la continuité de ® en déduit
I'existence de € > 0 et V C U un voisinage de x tels que ®(] — €, +¢[xV) C U. on a

Blo(z) = F(6.(0))
= (plw), X222 )

= (o), TAMED) g,

d’on
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tel que ® est une application de classe C> définie au voisinage (0, ¢(z)) par

O (ty) €] — e e[xp(V) = o(®(t, ¢ (y))) € p(U).

Remarque 3.4.1. Soit (U, p) € atl(M,x), on a :

P (@a() = (00 ult))

d
= E@ 0 ®,(t+ 5)) /=0

d

= %(80 0 D1 (7)) /1=0

= —(po® 0®,(x))/=0

d’ot _
D,(s) = 0 (Pu(s))

Ce qui montre que ® est une solution de ’équation différentielle

d = o(P).

Définition 3.4.2. Soient M une variété de dimension m, U un ouvert de M et I C R
un interval tel que 0 € I. Un groupe a un parametre local définit sur U est une application
®: 1 xU — U de classe C™ telle que :

1. VxelU): &0,z)==x
2. (Vs,t,s+tel), VeelU): &, (P(t,x))=P(s+t,z)elU

Remarque 3.4.2. Si X € T'(TM) est un champ de vacteurs, alors la théorie des équa-
tions différentielle montre existence d’un groupe a un paramétre local ¢ au voisinage de
(0,z) € R x M tel que & = X (D).
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Définition 3.4.3. Soit M une variété de dimension m. Un champ de vaecteur X € I'(TM)
est dit complet s’il admet un groupe a un parameétre globale ® : Rx M — M tel que & = X ().

Théoréme 3.4.3. Si M est une variété compacte, alors tout champ de vecteurs sur M est
un champ complet.

Preuve Soit X € H(M), si x € M il existe un groupe a un paramétre locale ®* :
I* x U* — U?* associé a X au voisinage de z. De la compacité de la variété M on peut
extraire un sous recouvrement fini (U")1<i<p, C (U*)zem. En vertu de I'unicité du groupe a
un parameétre locale, on a @' =@ sur I x U'NU7 oa I =(,.1c, U*. Si on pose :

d:IxM — M
(t,x) — @t ), ze U

O:RxM — M
(t,z) — Bro..od:(z), p — fois.
p p
ou p € N* tel que fg € I. Alors ® est un groupe & un paramétre globale associé & X. [

Définition 3.4.4. Soit X € H(M) un champ de vecteurs sur M. Le champ X induit un
opérateur différentielle sur le module C*°(M) :

X :C®(M) — C®(M)

[ X(f)
tel que ;
X()(2) = Xo(f) = 2 (f 0 4u(2)) =0 (3.10)

ou ¢ désigne le groupe a 1-parmettre associé a X au voisinage de x.
Des propriétés (3.1.1) et (3.1.2), on obtient

Propriétés 3.4.2. Si X = X'0; relativement a une carte (U, ), alors
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. X(f) = : 0
m -1
I A I
i=1 8:10@
—1
= Xi@(faOg? >o<,0 (Convention d’Einstein)
x’l,
o X(o) = X"
1
o Ou(f) = a(f;mf )ocp (1<k<m)
o 0.(¢") = 6, (1<i,k<m

1) X(f+g)=X(f)+X(g)

D) X(Lf) = AX().

3) X(f.9)=fX(9)+9X(f) (Formule de Leibnitz).
4) X (Const) =0

Théoréme 3.4.4. Si L : C®°(M) — C®(M) est opérateur différentielle sur M wverifiant les
propriétés (3.4.3), alors il existe un unique champ de vecteurs X € H(M) tel que L = X.

Lemme 3.4.1. Soit L un opérateur tel que le Théoreme 3.4.4. si f,g € C°(M) et U un

ouwvert de M tels que f;y = gy alors L(f),u = L(g)u-

Preuve Soit x € U, il existe une fonction oo € C*(M) telle que supp(a) C U et a(z) = 1.

D’apres 'égalité f,y = gju, on déduit :
af =ag
dou

L(af) = L(a)f +aL(f)
= L(a)g+ aL(g)

Liaf)(x) = Lla)(z

comme f(x) = g(z) et a(x) =1, on obtient L(f)(x) = L(g)(x).
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Preuve Du Theoreme3.4.4.

Soit x € M, on pose

L,:C*M,z) — C*(M,xz)
[ Le(f) = L(af)(x)

ot a € C®(M) tel que supp(a) C Dom(f) et « =1 sur un ouvert V voisinage de z. On a :

1. Oéf € COO(M), (Ozf)/v = f/v

L.(f+9) = L(a(f+9))(x)

o
T EEE
< Q
O

b{

Du Théoréme 3.1.1, on déduit 'existence d’un unique vecteur v, € T, M tel que L, = v,.
On définit alors une section X sur M par

XM — TM
r — X(z)=u,

Soient (U, ¢) € atl(M,x), W C M un ouvert voisinage de z tel que W compact et z € W C
W CU.SiaeC®M) tel que ayw =1 et supp(e) C U, alors pour tout y € W on a

Xy = Xy(¢")0yy
= Ly(ﬂpi)ai/y
= Ly(o‘@i)ai/y
= L(aw')(y)diyy

Ce qui montre que X est une section de classe C* tel que X = L(ap");.
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3.5 Algébre de Lie des champs de vecteurs.

Définition 3.5.1. Soient X,Y € H(M). Le crochet de Lie de X,Y est un champ de vecteurs

[X,Y] definit par

[X,Y]: C®¥(M) — C®(M)

[ XY = XY () = Y(X(S)

Propriétés 3.5.1.

1. [X,)Y] = -[Y, X].

2. [fX,9.Y]=fX(9).Y —g.Y(f).X+ (fg).[X,Y].

5. [ XY = [Xyu, Yyul.

41X, Y], Z) + IV, 2], X] + [[Z. X],Y] =0, (identité de Jacobi).

(X, Y], 2] +1Iv, 2], X] + [[2,X],Y]

= XoYo/Z—-—ZoXoY—-YoXoZ+ZoYoX
+YoZoX —-—XoYoZ—-—XoZoY+YoXoZ
+Zo0oXoY —-YoZoX—-ZoYoX+XoZoY

= 0.

5. Relativement a une carte (U, @) € atl(M) on a [0;,0;] = 0. En effet

06, 0,1(f) = 0:(8;(f)) — 0;(0:(f))

I(fopt

_ <(fa<,0) o) — a((falf)
*(fop™) P(fop™)

axiaxa‘ °P) T~ puga °¥)

= 0.

6. Si X = X'0; et Y =Y19; relativement a une carte (U, ) € atl(M

X,Y] = (Xiai(w') - Yiai(Xj))aj

° )

),alors

Définition 3.5.2. Soit f : M™ — N™ une application différentiable. Deux champs de vecteurs

X e(TM) etY € I'(T'N) sont dit f-équivalent si df o X =Y o f
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sutvant est commutatif :
df
™™ — TN
X | Y
M — N

On note alors X ~j; Y.

Propriétés 3.5.2. Soient f : M™ — N™ une application de classe C>*, X € T'(T'M),
Y €eI(TN) et h € C®(N), on a

1. ho f e C>®(M).

2. Szv— 4(0) € T, M alors d.(v) = (f o~)(0).

3. duf(Xa)(h) = Xu(ho f).

4- (dfOX)(h)ZX( f)-

5. (Yof) (h):Yf(ac( )—Y(h)(f(x))Z(Y(h)Of)(ﬂﬁ)-
6. (Yo f)(h)=Y(h)o

Théoréme 3.5.1. Soient f: M™ — N™ une application de classe O, X1, Xs € T(T'M) et
Y1, Ys € I(TN). Si
X1~ Y1 et Xy ~p Yo,

alors

2) [Xl,X2] ~f [YbYZ]'

Preuve De la formule (Propriétés 3.5.2 (6)), on obtient :

df o [X1,Xa] = [X1,Xs](hof)
= Xi(Xa(ho f)) = Xao(Xi(ho f))
= Xu(df o Xz(h)) — Xa(df o Xi(h))
= Xi((Yao f)(h)) — Xo((Yi 0 f)(R))
= Xi(Ya(h)o f) = Xo((Ya(h) o f)
= df o Xi(Ya(h)) — df o Xa(Y1(h)
= Yi(Ya(h)) — Ya(Yi(h))
= [V, Y5)(h)o f
= (Y1, Y3]o f)(h)

)
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Définition 3.5.3. Soit f : M™ — N™ une application de classe C*°. On appel image in verse
de fonctions par f application :
[rO=(N) — CF(M)
b fr(h)=hof

Théoréme 3.5.2. Soient f : M™ — N™ un difféomorphisme de classe C*. Si X € I'(T'M)
alors Y = df(X) o f~! est un champ de vecteurs sur N tels que

Y:N — TN
y — Y, =df(X)o f(y)
= dy-14) [ (Xj-1(9))

df
™™ — TN
X | 1Y
M — N
f

Définition 3.5.4. Soit f : M™ — N™ un difféomorphisme de classe C*°. On appel image
directe de champs de vecteurs par f Uapplication :

fo H(M) — H(N

Définition 3.5.5. Soit f : M™ — N"™ un difféomorphisme de classe C*. On appel image
mverse de champs de vecteurs par f ['application :
[T HIN) — H(M)
Y — 1Y) =f7U(Y)

=df'(Y)o f

Propriétés 3.5.3. Soit f : M™ — N" un difféomorphisme de classe C*. On a :

1. f. est bijective tel que (f,)~*
2. X et f.(X) sont f-équivalent.
3. Y et f*(Y) sont f~t-équivalent.

=0
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4o fo(AXG + BXg) = Mu(X1) + Bf(Xa).

5. fo(h.X)=ho f71 f.(X).

6. fu([X1, Xo]) = [fu(X1), fu(X2)].
[(gY)=go f.f*(Y).

8. f1([Y1,Ya]) = [f*(V1), f*(Y2)].

9. f. et f* sont des isomorphismes linéaire.

ot A, BER, he C2(M), g€ C®(N), X, X1, X5 € H(M) et Y,Y;,Ys € H(N).

3.6 Dérivée de Lie.

Définition 3.6.1. Soient X € H(M) et h € C*°(M). La dérivée de Lie h par rapport & X
est une fonction de classse C* noté Lx(h) et définie par :

Lx(h)(w) = 5 (ho @) s (3.11)

ot () est le groupe a un parameétre local associé 4 X au voisinage de (0,z) € R x M.

Remarques 3.6.1. :

1) D’apres lunicité du groupe G un paramétre o, on déduit que Lx(h) est bien définie.
Comme ¢ est de classe C™ au voisinage de (0,z) on déduit que Lx(h) de classe C™.

2) Lx(h) = X (h) = dh(X).

3) Lx (h1.hs) = hy.Lx(hy) + ho. Ly (hy).

4) Ly(a.hy +b.hy) = a.Lx(hy) + b.Ly (hy).
5) Lax4sy(h) = a.Lx(h) + B.Lx(h).

ot a,b€R , a,B,h,hi,hg € C°(M) et XY € H(M).

Définition 3.6.2. Soient X, Y € H(M). On appel dérivée de Lie Y par rapport a X le champ
de vecteurs est une noté Lx(Y') et définie par :

d

Lx(Y)= i (‘Pt>*(y)/t:0 = % [dSO—t oY oy

. 3.12
. (3.12)

ol @y est le groupe a un parametre local associé ¢ X au voisinage de 0 € R.
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Théoréme 3.6.1. Si X,Y € H(M) alors :
1. Lx(Y)=[X,Y].
2. (e (V) = (0)"(LxY) = (2)"([X,Y]).
ol @ est le groupe a un parametre local associé & X au voisinage de 0 € R.

Preuve Soit f € C®(M), x € M et p;(x) le groupe a un paramétre local associé a X
au voisinage de (0,z) € R x M.

1) Si on note

alors

20,0 = S
= X.(Y(f))
oo 0
35000 = - ¥alf 0 @s)]s=o
_ Y;;[%(f 0 ps)s=o], (Yz est linaire)
= Ya(X(f)).
9 lalt, Dl = V(L) 09l
= LVl D) o oo
= lldpioY 0 pu(flimy
- %mw4oYo%Mtdﬁ
= [LxYL(f) (3.13)
0 0 0
51t =m0 = =:a(0,0) = 7-a(0,0)
= X.(Y(f) = Ya(X(f))
= (X, Y](f)). (3.14)
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des formules (3.13) et (3.14), on obtient LxY = [X,Y].

2)On a:

d d

SGY) = eV

d
= %[dﬁp—tfs oY o (PtJrs]/s:O

d

= ldpodp oY 0,0l jems

d
= dpy (E[dQO—s oYo 905]/5:0> O Pt
= dpo(LxY) o

= ¢ (LxY)

= ¢;([X,Y])

Théoréme 3.6.2. Soient f : M™ — N" une application de classe C*™ et X,Y € H(M). Si
X etY sont f-équivalent, alors

fopi =g/ of.
ol ;X (resp. o) ) désigne le groupe a un parameétre associé a X (resp. Y ). De plus si f

est un difféomorphisme alors
* Y _
ol M =fTop of.

Preuve Soit z € M, on a

d
%(fosotx(w))t:o = d.f(Xs)
= Y@

Ce qui montre que f o ;X (z) et ) (f(z)) sont deux courbes intégrale de Y passant par
f(x), en vertu de 'unicité de la solution de I’équation :

d =Y (P)
(0, f(z)) = f(x)

en déduit que (f o) (z) = ¢/ (f(2)) = (@i ° f)(x)).

Théoréme 3.6.3. Si X,Y € H(M) alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. LyY =[X,Y]=0.
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2. ()" (V) =Y.
8. o ol =) opf.

Preuve :

o(1=2) Si[X,Y]=0,du Théoréeme 3.6.1, on obtient

d

@(soi()*(Y) — o) (X, Y]) = 0.

d’ou
P (Y) =@ ) (V) =1d"(Y) =Y.

¢(2=3) Ona
X \* Y
of = o) = X 0 ol 0 X
d’apres le Théoréeme 3.6.2, on obtient

X o) =pl opf

(XY = X(Y(f) - Y(X(S))

d d
= E[Y(f) 0 @ ]i—o — E[X(f) o o) Js=0
82
= 3.l ° 0 0w — fowf op!]is=0
= 0.

Théoréme 3.6.4. Soit M wune variété de dimension m. Si Xq,..., X,, sont des champs de
vecteurs définis sur un ouvert V.C M tels que :

1. VxeV), (Xi(x),..., Xm(z))est base de T, M.
2. (Vl,j = ]., ..,m), [Xz,XJ] =0.

Alors il existe une carte (U,z"); € atl(M) tel que (Vi =1,....,m), X;=0; .

Preuve Soient xg € M et gpt)fl, ..... ) gpffnm des groupes a 1-paraméttre associés a Xy, ..., X,
respectivement au voisinage de (0, zg). Du Théoréme 3.6.3 on déduit que @ffl, ..... , goilm com-

. X, X, X X, .. .
mute entre eux (i.e. i’ 0’ =@, ' oyt d,j=1,..,m). Si on note

fltr, ey tm) :gpﬁl o..... O@f::"(:c)
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alors
af 0
a—tk(tl, ,tm) = a—tk[gpﬁl o gDi}ik 0...0 gOi;m(Q?)]
0 Xu X
= oo Pn o lel o o gt ool ()]

_ Xk X1 Kk—1 Xk+1 X
- Xk[(ptk © sptl © "'Sptk_l © Sptk+1 ©...0 gptmm ('r)]

= Xilp)'o...o gpt)i" 0...0prm(z)]

ce qui montre que f est une application de classe C*° telle que

dof(ex) = g—i(o, s 0) = X3(2)

comme (X;(z),..., X;n(z)) est une base de T, M, on déduit que f est un difféomorphisme
locale au voisinage de 0 € R™. Il existent donc un ouvert W C V voisinage de x et [ un
ouvert voisinage de 0 € R™ tels que f~! : W — I est un diffeomorphisme, d’ot (W, f~!) est
une carte de M telle que :

of

diflex) = 5-(t) = Xi(f(2)
dy fH(XK(f () = ex

ce qui prouve que X = 0y (k = 1,...,m) relativement & la carte (W, f~1).
]

3.7 Exercices

Exercice 3.7.1. Soient tg € R, xg = (cos(tp),sin(tg)) € S C R? et

v:R — S
t —— ~(t) = (cos(at + tg), sin(at + ty))

Calculer 2(0). Déduire T,,S".

Exercice 3.7.2. Sur la variété M = R? on considére le champ de vecteurs X = 0y + 20,.
Détermaner le groupe a 1-paraméttre associé a X.

Exercice 3.7.3. Sur la variété M = R? on considére le champ de vecteurs X = yd; + 0s.
Déterminer le groupe a 1-paraméttre associé a X .
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Exercice 3.7.4. Sur la variété M = R? on considére le champ de vecteurs X = y0y — 205.
Détermainer le groupe a 1-paraméttre associé a X .

Exercice 3.7.5. Sur la variété M = R? on considére le champ de vecteurs X = yd; + x0s.
Déterminer le groupe a 1-paraméttre associé a X .

Exercice 3.7.6. Sur la variété M = R? on considére le champ de vecteurs X = yd; — x0s.
Détermaner le groupe a 1-paraméttre associé a X .

Exercice 3.7.7. Sur la variété M = S? on considére le champ de vecteurs X = y0; — x0s.
Détermaner le groupe a 1-paraméttre associé a X.

Exercice 3.7.8. Sur R3, on considére les champs de vecteurs

X = —y0,+ 0,
Y = —z20,+y0;

1) Calculer Z = [X,Y].

2) X,Y, 27 € H(S?).
3.8 solutions

Solution 3.8.1. On a

dy
dt

Comme T,,S" est un espace vectoriel de dimension 1 on déduit que

Ty, S" = {a( — sin(to), cos(ty)); a € R}.

(0) = (—asin(ty), acos(ty)) € Ty, S*

Solution 3.8.2. Le groupe a 1-paramettre o (z,y) = (z(t),y(t)) est solution du systéme :

Sle,) = X(ale,v)
drt)=1
%y(t) =2
z(0) ==z
y(0) =y
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3.8 solutions

Donc
er(z,y) = (z(t), y(t) = (t+z, 2t +y).

Solution 3.8.3. La solution du systéme :

La(t) =y(t)
Ly(t) =1
z(0) ==z
y(0) =y

est donnée par :

i) = ((0),9(0)) = (57 + ty + 2, 1+ ).

Solution 3.8.4. la solution du systeme :

est donnée par :

oz, y) = (2(t), y(t) = (z,ye’, =2t + 2).

Solution 3.8.5. Le systeme :

%iﬂ(t) = y(?)
y(t) = x(t)
z(0) ==
y(0) =y

2017-2018
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s’écrit
(0) =a (1)
@\ y(t) y(t)
z(0) =2z
y(0) =y
avec
0 1
a=(10)
Comme A% = Id on déduit
T
oi(z,y) = e ( y )
L o @
- Xt ()
k=0
= (a(t)z+b(t)y, b(t)x + a(t)y)
ot a(t) =3, gnt™ et b(t) =3, (QPil)!t<2p+1> .
Solution 3.8.6. Le systéme :
d%iv(t) = y(t)
wy(t) = —x(t)
z(0) ==
y(0) =y
s’écrit
TEYNED
a \ y(t) y(t)
z(0) ==z
y(0) =y
avec
0 1
a=(50)
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Comme A? = —1d, A®> = —A on obtient

At [ T
x, = e
SOt( y) <y>
t2p+1

= 2 (3 2 ()

= cos(t) ( ; > + sin(¢) ( _yx >

= (zcos(t) + ysin(t),y cos(t) — xsin(t)).

Solution 3.8.7. Sur R3 e systeme

[ La(t) = y(t)
Ly(t) = —a(t)
%Z(t) =0
z(0) ==z
y(0) =y
L 2(0) =2

admet pour solution (voir exercice précédent)
oi(x,y,z) = (zcos(t) + ysin(t), ycos(t) — xsin(t), z)

De plus, on remarque que si (x,y,2) € S? alors pour tout t € R on a ¢i(x,y,2) € S*

i.e. (zcos(t) + ysin(t))2 + (ycos(t) — :Esin(t))2 +22 =04y +22=1

Solution 3.8.8. :
1)Z=XoY —-YoX=—20,+ 20,.

2) X,Y,Z € H(S?) puisque < X, N >=<Y N >=< Z,N >=0, ou N = 20, +y0. + 20,

désigne le champ normal a la sphere S? .
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Chapitre 4

Espace Cotangent a une Variété.

4.1 Espace Cotangent

Notations et propriétés :
Soient M une variété de dimension m et x € M, on note

M = (T, M)* (4.1)
espace dual de 'espace vectoriel tangent T, M.
T°M = | T;M (4.2)

zeM
dual de I'espace tangent T'M.

Si U est un ouvert de M, on note
U= TsM (4.3)
zelU
dual de I'espace tangent T'U.

Soient (U, ) € atl(M) une carte de M et (01, ...., Oy, la base locale de champs de vecteurs
associée. On note par (dz!,....,dz™) la base locale de formes linéaires définies par

de': U — T'U
T — dm% = (0i/a)”
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Si (V,4) € atl(M) et (01, ....,Om) la base locale de champs de vecteurs associée, alors

9; = a0 (a@%fow 0 (4.4)
aj(r) = 8g0’ac;;b 1(w(x))
o = wd - (LoD
@iy = "l(af)y]™ |
dry, = day,(0i)dT), = aj(2)dT),
df/l:v - a;(f’f)dx?m (4.5)

Soit
7 TIM — R”
w — (w(D),...,w(Om))
un isomorphisme linéaire tel que
(@) R™ — M
(Y15 s Ym) > yid),
Si on note
T:T"M — M
w — mw), w€ TywM

p:7 (U) — UxR™
w r— (T(w), Pr)(@))
alors U = {7 YU),p), (Uy) € atl(M)} est un atlas de T*M, en effet si (V,¢) €
atlas(M), on a
P00 () = B(udT),)
@, (yiaj(x )d%)
= '(@j(x)).y

- ()

2ot ) = @ ()

dou po b (UNV)xR™— (UNV) x R™ est une application de classe C*°.
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Définition 4.1.1. La variété (T*M,U) est dite espace cotangent & la variété M.

T*M est une variété de dimension 2m.

4.2 Forme différentielle

Définition 4.2.1. Une forme différentielle sur la variété M™ est une section
w: M— T'M
r —  wy, €M

de classe C'*° qui fait commuter le diagramme suivant :

w:M — T'M
Id ™\ ST
M

L’ensemble des formes différentielle est noté H*(M) ou I'(T*M).

Remarques 4.2.1. Soit (U, ) € atl(M), on a :
1) dxt, ... da™ € H*(U).

2) Si w € H*(M) alors relativement a la carte (7~ (U),p) on a

Pu(ws) = (Wi1(2), ..., W ()

on déduit que w est différentiable de classe C* si et seulement si w;, (1 < i < 'm) sont des
fonctions de classe C°.

Proposition 4.2.1. Soit w € H*(M) une forme différentielle. Alors

Ay HM) — C=(M)
X — —w(X)
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définie par
A, (X)=M — R

est un opérateur C°°(M)-linéaire.

Preuve :

1) Siw = w;dz’ et X = X79; relativement a une carte (U, ¢) alors w(X) = X'w; € C*(U),
ce prouve que A est une application bien définie.

2) Soient f € C®(M) et X,Y € H(M), pour toutnz € M on a
AJ(fX +Y)s = w(f(2) Xy + Y2) = f(2)wa(Xs) + wa(Ya),
d’ou

A(fX+Y)=w(fX+Y) = fw(X)+wlY) = fAL(X) + A(Y).

Proposition 4.2.2. Soit A : H(M) — C*(M) une application C>(M)-linéaire, alors il
existe une forme différentielle unique w € H*(M) telle que A = A,.

Lemme 4.2.1. Soient X € H(M) et U un ouwvert de M. Si X,y =0 alors A(X),y = 0.

Preuve Soit x € U, il existe § C U un voisinage ouvert de x et A € C*®°(M) tels que

supp(A) C U
Ajp =1
AMz) =1
Ape =0

(voir Proposition 2.4.2), comme AX = 0 alors
AMX)(z) =0 = Ax)A(X)(x)

d’ott A(X)(x) =0 et ce ci pour tout x € U, donc A,y = 0.
m
Du Lemme 4.2.1 on obtient :

Lemme 4.2.2. Soient X,Y € H(M). On a

(Xyv =Yu) = (AX)w =AY)w).
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Lemme 4.2.3. Soient X, Y € H(M) etz € M. Si X, =Y, alors A(X)(z) = A(Y)(z).

Preuve Soit (U, ) € atl(M). De la Proposition 2.4.2 on déduit 'existence d’un ouvert
6 voisinage de = et A € C*°(M) tels que :

refdcCU
Ag=1
)\/UC’ — 0

Relativement a la carte (U, @), si X = X'0; et Y = Y'0; alors
Xp = (AX) 0 = (AX")0(AD) o
Yig = (XY )9 = (AY")9(A0;) /s
du Lemme 4.2.2 on obtient
A(X)jp = ANX) g = (AX") 10A(ND;) g
A(Y) g = ANY) 19 = (AY") 19 A(ND;) o

d’on

)
X (2) AN (x
Yi(2)ANG;) ()
(AY")(2)A(AD;) ()
= A(Y)(z)

m
Preuve |de la Proposition 4.2.1]
Du Lemme 4.2.3 on déduit que A induit sur tout ouvert U C M une application C*°(U)-
linéaire

A:HU) — C™(U)
Y — A(Y)

définie par
(zel): AY)(x)=AY)(x)

ouY € H(M) tel que Y, = Y,.

Si X = X'0; relativement a une carte (U, p) € atl(M) alors A(X) = X*A(9;). Localement
on définit une forme linéaire w € H*(U) d’une maniére unique par la formule

w = A(0;)dx’ (4.6)
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et on a

A(X) == X"A(9;) = A(9;)dx"(X) = w(X)
La formule (4.6) est indépendante de la carte choisie, en effet si (V, ) € atl(M) alors des
formules (4.4) et (4.5) on a
Ot op~t
oxi
0Pt op!
O’

QI

V) 0;

j = a50; = (
dz' =aldr’ = ( o)) da’
d’ou
A(0y)dz"(X) = A(ais)a)da’
ala; A(0y)da’
= 5]8-14(85)(@]
= A(0;)dx’

Ce qui montre que la formule (4.6) définit globalement une forme linéaire unique w €
H*(M).

Remarque 4.2.1. La Proposition 4.2.1 nous permet d’identifier une forme linéaire w €
H*(M) a Uopérateur A,,.

4.3 Image inverse

Définition 4.3.1. Soient M™, N" deux variétés et f : M — N une application de classe
C*. L’application

FOH(N) — H(M)

w +— ffw=wodf

est dite image inverse de f. f*w est appelé transposée (pull-back) de la forme w par f.

Si X € H(M) et x € M alors

(f*w)(X):t = Wg(x) © dmf(Xx>
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Définition 4.3.2. Soient M™, N" deux variétés et f : M — N un difféomorphisme de
classe C*°. L’application

foi H(M) — H(N)

w o fw= () w=wodf !

est dite image directe. SiY € H(N) et y € N alors

(few)(Y)y = wp-1() 0 dyf_l(Y;J)-

Proposition 4.3.1. Soit f : M™ — N™ un difféomorphisme de classe C*. Si X € H(M)
et we H* (M) alors

(Fa) (f-(X)) = w(X) 0 £
: WeN), (f)(folX))y = wir (X 10).

Preuve

(fe)(f (XN W) = wrrgy) 0 dyf 7 (dp14) f(Xy1qy))
wi-1(y) (X -1(y))-
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Chapitre 5

ProduitTensoriel

5.1 Complément algébrique

Théoréme 5.1.1 (Factorisation). Soient E, F', G des espaces vectoriels surR et g: E — F
une application linéaire surjective. Si f : E — G est une application linéaire, alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1) Ker(g) C Ker(f).
2) il existe une unique application h: F — G tel que f = hog.

Preuve :
e (2=1)

Onaz € ker(g) = f(z) = h(g(x)) =0 dou Ker(g) C Ker(f).

g
E — F
I\ S h
G

e (1=2)
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En vertu de la surjection de g, on pose

h:F — G
y +— h(y)=f(x) (ouy=g(x))

Six,a’ € E tel que y = g(x) = g(a') alors © — 2’ € ker(g) C ker(f), d’ou f(x) = f(2) ce qui
montre que h est une application linéaire bien définie telle que f = h o g. De la surjection de
g on déduit que h est unique.

n

Définition 5.1.1. Soient F,...., E, des espaces vectoriels sur R. Un produit tensoriel est un
couple (E,a) ou E est un espace vectoriel sur R et o : By X .... X B, — E est une application
n-linéaire, telle que pour toute application n-linéaire 3 : Fy X .... X B, — F il y a une unique
application f . E — F qui fait commuter le diagramme suivant :

Eix ... XxXE,
o/ N O (5.1)
FE — F

/

i.e. foa=/.

Le diagramme 5.1 est appelé deuziéeme propriété de factorisation unique noté PFU.

Notations 5.1.1. :
1) L’esapce vectoriel E est noté E = F1 ® .... ® E,.

2) Si (v1, ..., vn) € By X ... X By on note a((vy, ..., 0p)) = 01 @ ... @ U,

Théoréme 5.1.2. Le produit tensoriel existe et est unique dans le sens si (E',a') est un
produit tensoriel, alors il existe un unique isomorphisme g : E — FE' tel que le diagramme
sutvant est commutatif

Eix ... xE,
a )/ N\, o
E — E'
g
Preuve :
e Unicité :
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D’aprés la Définition 5.1.1, il existe une unique application linéaire g : £ — E’ (resp
g E' — E) qui fait commuter le diagramme suivant

FEx xXFE,

a/ ! N\ o
E — F — F

/

g 9

d’ott g o ¢’ = Id, donc g est un isomorphisme linéaire.
e Existence :

Soient I un ensemble et
F(I)={h:I — R, hest nulle sauf sur un nombre fini}

ona (F(I),+,.,x) est un R-module unitaire. Si ¢ € I on pose :

<i1>1 — R

. . . ; 1 sij=1
v
J <Z>(])_5i_{0 SZjéZ
On remarque que si h € F(I) alors il existent ji, ...., j, tels que

h = h(jr) < jk >

k=1
on déduit que B = {< i >, ¢ € I'} est une base de l'espace vectoriel (F(I),+,.).

Soient I = Ey X ... X E,, et N(I) le sous espace vectoriel de F(I) engendré par les
élements de la forme

<ULy ey QU + DU, Uy > =@ < V1, e, Uy Uy > —b < UL, VL Uy, > (5.2)

!/

ot a,b € R, (v1, ..., V3, .o.Up), (U1, ety V), oty) € T (1 < < m). On désigne par :

o [ = F(I)/n) U'espace vectoriel quotient,

e P la surjection canonique déinie par

P:FI) — E
h — <h>
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P est est une application linéaire surjective.

e L’application v définie par
UV:E x..xE, — F()

(V1 ey Up) > < U1, e, Uy >

WU n’est ni linéaire ni multilinéaire.

e L’application a définie par
a:EBx...xE, — E

(V1 ey U) QU1 ey U) = [V (01, eeey U))]
= [< VL, ey Uy >
= P(< U1,y Uy >)

ou [< vy, ...., v, >| désigne la classe d’équivalence de < vy, ...., vy, >.

De I'equation 5.2 on déduit que

[<0>] = [<vp,.au; + b0, 0y > —a < UL, U, Uy > —b < U1, UL Uy >
= [< vy, ., av; + b, vy >] —al< vp, v 0 >] = b[< v, UL L >

= (v, .., av; + b}, . vy) — ad(vy, .., Vg, V) — DA (01, .., VL, o U)

d’olt

a(vy, ., av; + vl vy) = ad(v, .., v, ) + ba(vy, ., V) 0).

Donc a est une application m-linéaire qui fait commuter le diagramme suivant

% & (5.3)

Soit (F,t) est un couple tel que F' est un espace vectoriel sur Ret ¢ : Ey X .... X B, — F
une application m-linéaire. On défini sur F(I) une application lin¢aire f : F(I) — F telle
que sa valeur sur la base B est donnée la formule :

F(< 1y ey v >) = (01, oo, U)
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s
p
h = Zak <o 0k >e F(I)
k=1

alors
p

f(h) = Zakt(vlf, i)

k=1

tel que le diagramme suivant est commutatif

FE, x...x E,

v Nt (5.4)
F(I) — F

[ (<o, au; + 00 v > —a < vp, o, U U > —b < U1, VU, S>)
= f(< w1, ., av; + buy, vy >) — af(< vp, 0 Uy >) — b (< U1, ., UL Uy >)
= t(vy,..,av; + i, vy) — at(vy, ., v, 0) — DE(< V1, ., UL, L 0)

= 0

On déduit que ker(P) = N C ker(f). Du théoréme de factorisation (Théoréme 5.1.1), on
déduit I'existence d’une unique application linéaire g : £ — F telle que f =go P

F(I)
P NS (5.5)
E — F
]

De la commutativité des diagramme (5.3), (5.4) et (5.5) on obtient la commutativité du

diagramme globale suivant :

F,x..xE,
v
a )/ F(I) Nt (5.6)
N P/ N0 f
E — F
g

ie. t=foVU=goPoV¥=goa.
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E, x..x E,
a )/ N\t (5.7)
E — F
g
Si on note par FE = < a(E; X ... x E,) > le sous-espace vectoriel engendré par

a(By x .. x Ep), a=a:E x..xE, — FEet g=g/p: E— I larestriction de g &
E alors

E, x..x FE,
a )/ Nt (5.8)
E — F
9

est un diagramme commutatif.

[

De la propriété PFU (5.1) on déduit le théoréme suivant
Théoréme 5.1.3. Soient Ey, ..., E,,, F1,..... F,, des espaces vectoriels sur R et ay : B —
., ..o, 0 E, — F,, des applications linéaires, alors il existe une unique application
linéaire

Eix..xE,: — Fx..xF,

a | %

ol

est une application linéaire.
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Remarque 5.1.1. Si les applications ax, ...., o, sont des isomorphismes, alors a1 & .....Q a,y,
est un isomorphisme linéaire.

De la Définition 5.1.1, on obtient :

Théoréme 5.1.4. Si (e, .....e}, ), ..., (€7, ..., e}, ) est une base de Ey, ..., Ey, respectivement
alors

1 m
{e;, ® ... ® ¢

Im J Viy-stm

est une base F1 ® .... ® E,,.

Théoréme 5.1.5. Si Ey, ..., E,, sont des espaces vevtoriels de dimensions finies, alors E} @

..QE? est un espace vectoriel isomorphe & L(E1, ...., Ey,) espace des applications m-linéaires
de By x ... x B, sur R.

Preuve Si on pose
t: By x..xE — L(Ey,..,E,)
(hi, .oy hm) +— hy.hy,
ou
hi..hy  E1x ... xE, — R
(U1, ey V) > hi(v1) . P (V)

alors t est une application m-linéaire. De la propriété PFU (5.1), on déduit l'existence d'une
unique application linéaire g : Ff ® .... ® Ef — L(E4,...., Ey;) qui fait commuter le dia-
gramime suivant

Ef x..x EI
a )/ Nt
El®..QFE, — L(E,..,Ey)
g

Par construction g est une application surjective. Si

D= Niprin€ly ® .. @€}, € BY X oo X B,

11

tel que g(n) = 0 alors
d’ou

)‘il,m,im = O7 (Vil, . Zm

ce qui montre que ¢ est injective, donc un isomorphisme linéaire.
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Conséquences 5.1.1. Soient E1, ...., B, des espaces vectoriels de dimensions finis nq, ..., Ny,
et de base (el,...;el ), ... (e, ...,e™ ) respectivement, alors

1) dim(E} @ ... @ Ef) = dim(L(Ey, ... Ep)) = N1 X oo X Ny,

2) Siay : B;, — E;_désigne l'isomorphisme canonique (1 < k < m), alors le diagramme
suwant est commutatif :

Eyx .. xE, — Ef x..xE
a It
Ei®..®E, — Ef®..®E
a1 Q... Q ayy

tel que iy @ ... @ iy, est un isomorphisme linéaire.
3) dim(F1 @ .... @ Ey) = dim(Ef @ ... @ EX) =nqy X ... X Ny
4) B ={(e; ) ®..@(e)*, 1 <iy <nygyoy 1 <iigy <} est une base de Ef @ ... Q E,.

5) B = {eil1 ®..®@e, 1<ip <nyy oy 1 <y <} oest une base de By @ ... @ Ey,.

Nn®@. . U4v)R. QUp=110.00;Q ... U, + V1 ® ... QV} ® ... ® Upy.

8) Si (hi,....;hy) € Ef X ... x E* alors hy ® ... ® h,, est identifier a Uapplication
m-linéaire

h1®...®hmiE1X....XEm — R

(V15 ey V) Dy (V1) P (V)

Définition 5.1.2. Soient E un espace vectoriel de dimension n et p,q € N. Le produit
tensoriel

P

TI(E)= F®..0E ® EF'Q®..QF"
—_—— —_—
p — fois q— fois

est dit produit tensoriel d’ordre (p,q). On a :

=R, T'=E, T)=FE, T/=E®FE"
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Si (€1, ....,en) est une base de E, on défini une application bilinéaire
. ! +
:THE) x Tg/ (E) — T;]Jr;f (E)
par
P (6, ®..0€,0€;,®..0€, €, ® .06, ®ey, ®...®e* )=
€i1®...®€2’p®€k1®...®€k,®€ & .. ®€ ®631® ®65,
On note
q
H(E): Ex..xE x FE'x..xE
. —_— —_—
p — fois q— fois
Si

E) = THE) (resp o H —>Tq E))

o
w;e

est une application (p + ¢)-linéaire (resp. (p' + ¢ )—hnealre) telle que la propriété PFU alors

a+q’
Po(a,a): H(E) — Tg:g (E)
ptp’

est une application (p + p’ + ¢ + ¢')-linéaire telle que la propriété (PEFU), ou

(a,0): [[(B) — TUE) x T%(E)

(V15 ey Upy W1, ooy Wy Bty By By R ) = (01 @0y @ Dy @ g, w1 @ wy @ .. @ D)

Ce qui nous permet d’identifier TJ(E) ® T;,J,/(E) T,?I;I (E).

Remarques 5.1.1. Soit (e, ....,e,) une base de E.
1) Site T} alors Uexpression de t est donnée par :
t . tzl ,,,,, Zpe“ ® ® ezp ® e]l ® ejq

Ji--Jq
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ot el = (e;)*, (1 <k <gq).
2) Si (€1, ....,€n) est une autre base de E tel que e; = Ale; alors
L=t AL LAY BY B, ® ... 0¢, @ ... @ e

ot (BY);; est la matrice inverse de (A%); ;.

Proposition 5.1.1. I existe une unique application C : T} — quj vérifiant
Co1 ® .0, ® .1y QW' @W?) = W (V)1 ® .V RV ® .0, QW' ®.WTT QW ®..W!

(1<s<gq)et(l<r<p).

Preuve Soit

q
AT — T (E)
P
(V1, -V, W) = W (V) ® U @ U ® ., ®W ® LW R W ® LW

A’ est une application (p + ¢)-linéaire, en vertu de la propriété PFU, on déduit 'existence
d’une unique application lin¢aire C}} : T — Tg:ll qui fait commuter le diagramme suivant

[(E)

o/ NA
TY(E) — T\ (E)
CS

Définition 5.1.3. [Contraction] L’ application linéaire C; : T}] — Tg:ll est dite contraction.

Propriétés 5.1.1. :
1) C5(11®..0,®..0, 9w w.. QW) = W (V)11 R ..V, OV, 1.0, W ®..W T RW T ®..WT.

2) Sit= ti.l"'i.peil ®...0¢e, R et... ® el alors

J1---Jq

Co(t) = e]s(e”)tjln_j’;eil ® €. De, @6l ® ek

1, dr—1 kirg1ip = ) 71 /]\s Jq
tjl..js_lkjs+1..jq €y D ..6,..0€,Qel.el.. Qe
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3)CHveweT —Cl:(vew)=wl) eR.

4)CHveweT? — Cl(vu@uQ@w) =w(v)v € E.

Théoréme 5.1.6. Soit E un espace vevtoriel de dimension finie n, On a
1) T est isomrphe a L,(E) espace vectoriel des applications g-linéaires de [] (E) sur R.

2TV est isomrphe a L,(E, E) espace vectoriel des applications g-linéaires de [ [ (E) sur E.

Preuve Du Théoréme 5.1.5, on obtient (1).

Soit U I'application (g + 1)-linéaire

U : ﬁ(E) — L E,E)
(v,w ,...1.,w‘1) — whwlv
ou
Wowlo: [[(B) — E
(vl,.q...,vq — W (vy).w?(vy) v

De la propriété PFU on déduit I'existentce d'une unique application linéaire g qui fait com-
muter le diagramme suivant

IT(E)
a )/ N U
THE) +— Ly EE)

9

par construction g est une application linéaire surjective, comme
dim(T{(E)) = dim(L,(E, E)) = n?™

on déduit que g est un isomorphisme linéaire.
[
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5.2 Champ de tenseurs

Soit M™ une variété de dimension m. On note

M = | TUT.M)

xeM
T TIM — M
t — 7lt) =z, teTHT,M).

Définition 5.2.1. T{M est dit espace des tenseurs de type (p,q).

Un élément t € TIM est dit de tenseur de type (p, q).

Soit (U, ) € atl(M) une carte sur M. Si (01, ..., O,) (resp. (dzt,...,dz™)) désigne la base
locale de H(M) (resp. H*(M)) alors le tenseur ¢t € TJM est donné par la formule

J1---Jq

t=t5" O @ o @ Dy @ da, @ . @ d], (5.9)

Si (V,4) € atl(M) alors des formules (4.4) et (4.5) on a

3 i dptop!
7 —1
dz' = adx’ = (_awa(;f‘ow) da’

U0 @ o ® Dy ® A7), ® .. ® df/ig”

J1---

= f;f_’,’_’;;’aff (2)...a;” ()@ (1)} (2) Dy, fo @ .. ® Dy gy @ d) © ... @ da,
d’ou o . ‘
torsr =TS ()0l (2). @0 (a)..a e () (5.10)

r1..Tq J1---Jq 11 ip

Définition 5.2.2. Une section sur T]M est une application

o:M — TIM
r +— o, € TIT,M)
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telle que ml o o = Idyy i.e. le diagramme suivant est commutatif :

oc: M — T;}M
Tdy ™\, /Wg
M

Relativement & une carte (U, ) € atl(M), une section o s’crit :

o(x) = o) E(2)0hyjx ® oo @ Dy @ il @ . @ da, (5.11)

J1---Jq

Définition 5.2.3. Une section o : M — TIM est dite de classe C* si pour toute carte

(U,¢) € atl(M), les composantes ol

gy sont des fonctions de classe C™°.

Définition 5.2.4. Un champ de tenseurs de type (p,q) est ne section 0 : M — TIM de
classe C'*°.

L’ensemble des champs de tenseurs de type (p,q) est noté T (M).
Propriétés 5.2.1. Soient t,t,,t, € TI(M), t € T;?I(M) et feC®(M). On a :

(tl +t2)< ) t1 ( )+t2($), <t1—|—t2> c 7;(1<M>
(ft)(x) = f(@)tr(z), (ft1) € T}(M)
(@ D)(@) =t(z) @Hz), (hel)eTHT(M).

p+p
Soit (U, ) € atl(M) une carte sur M. Si (01, ...,0p) (resp. (dzt,...,dz™)) désigne la
base locale de H(M) (resp. H*(M)) alors {0;, ®...® 0;, ® dz" @ ... @ dxz"} est une base

locale de TJ(M) (i.e. base de T(U)).
5. 51

AN

to= G (@)0h)e ® e @ Ohyye ® A2l ® .. @ dl

J1---Jq

5;11.....;5;/( 2)sy /0 @ 0. @ Dy 1y @ AT ® . @ dz’y /x

S|

relativement a une carte (U, ) € atl(M), alors

t®t—t“ ’Lpt81 S/

J1---0q "T1-- 7"/

PO © .0y, ® 0y ® .0, @dr" @ dr @da" ® .. © dx".

6. Ty(M) = C>=(M).

7. TY(M) = H(M).

8. 7y (M) = H*(M).

9. TH(M) s’identifie a 'espace des applications C™(M)-linéaire de H(M) dans H(M).
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10. Tj(M) s’identifie l’espace des applications C*°(M) — q-linéaire de H(M) dans C*>°(M).
11. T(M) s’identifie l’espace des applications C*°(M) — g-linéaire de H(M) dans H(M).
12. T(M) s’identifie 'espace des applications C™(M)-bilinéaire de H(M) dans C*(M).

5.3 Contraction de Champ de tenseurs

De la Propsition 5.1.1, on obtient

Proposition 5.3.1. Il existe une unique application C*(M)-linéaire C; : TI(M) — 7;]:11(M)
vérifiant

C’,‘?(Xl®..Xr®..Xp®w1..ws..®wq) =wi(X,)X1®..X, 4 ®XT+1®..Xp®w1®..w5_1®ws+1®..wq

pour tout X1,.., X, € H(M) et w',..,w? € H*(M), (1<s<gq) et (1<r<p).

Définition 5.3.1. [Contraction] L’ application C(M)-linéaire C; : TI(M) — 7;1:11<M)
est dite contraction de champs de tenseurs.
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Chapitre 6

Connexion linéaire

6.1 Dérivée covariante de fonction

Soient f : R"™ — R une fonction différentiable et u = (uy, ..., u,) € R™. soit la fonction

g:R — R
t — g(t)=ftut+y), (y €R")

La dérivée de g en t; est dite dérivée de la fonction f suivant la direction du vecteur wu,
elle est dite aussi dérivée covariante de f par rapport & v en y, on a

df (tu
g’(O) = Wltﬂ]
= P

= dy,f(u).

On note alors

(Vul)) = 25 ) (6.1)

On remarque que si f est une application de classe C* alors V,, f est une application de
classe C* 1.
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Définition 6.1.1. Soit u = (uy, ..., u,) € R™. La dérivée covariante sur C>®°(R™) par rapport
a u est définie par

Vu: C*(R") — C*(R")
fo— Vuf

De méme on définit la dérivée covariante

VR x C®([R") — C¥(R")
(v, f) — Vof

Propriétés 6.1.1. Soient f,g € C®(R") et u,v € R", on a :

1. Vu(Af+9) = AVuf +Vu+g (R —linaire).
2. Vu(f.g) =9.Vuf + fVu+g (Identité de Leibnitz).
3. Vuranf =Vuf + AV, f (R — linaire).

Définition 6.1.2. Soient M™ une variété, w € TM et X € H(M). La dérivée covariante par
rapport & u (resp. au champ de vecteurs X ) est une application notée V., (resp Vx ), définie
par

V. :C®(M) — C™(M)
[ Vuf =u(f) = drw fu)

resp.

Vi C(M) — C(M)
f — Vxf=X(f)=dfoX

(voir Définition 3.4.4).

Remarques 6.1.1. :
1) Si X = X'0; relativement & une carte (U, ) € atl(M), alors

Vxf = X'0(f)
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2) Sivy:| —e,+e[—> M est une courbe de classe C*, alors

Vi f = dypf(3())
d

= a(f o y)(t)

3) Si M =R™ alors X = (X',...,X™) et Vxf = Xi9L

o'’

6.2 Connexion linéaire

Définition 6.2.1. Soient M™ une variété de dimension m. Une connexion linéaire sur M
(ou derivée covariante de champs de vacteurs) est une application

V:I(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) — VyY

qui verifie les conditions suivantes :

1. VxiixY =VxY + fVxY  (C®(M) — linaire).
2. Vx(Y +XY") =VxY + AVxY’' (R —linaire).
3. VxfY = (Vx /)Y + fVxY = X(f)Y + fVxY.

Exemple 6.2.1. :

1) Soit R™ muni de Uatlas usuelle {(R™, Id)}, si X = (X', ..., X™) € (C®R™))™

Y ="', Y™) e (C®(R™)™ alors

Y = X .
Vx (81:1 T Oat
= (X(Y"),..,X(¥Y™)
= (VxY?', .., VxY™)

est une connexion linéaire sur R™.

1 m
SR G

et

Proposition 6.2.1. Soient M™ une variété et X,Y € H(M). Si U un ouvert de M tel que

Xy =0 alors (VxY),y = 0.
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Preuve Soient V' C U ouvert voisinage de x et f € C*°(M) tels que f/v =1 et fye =0,
on a

X =0
VixY = 0,
d'ou (VixY), = f()(VxY), =0, comme f(x) =1 on déduit que (VxY), = 0. "

De la Propodsition 6.2.1 et de la linéairité de la connexion V par rapport a X, on déduit

Corollaire 6.2.1. Soient M™ une variété et X1, Xo € H(M). Si U est un ouvert de M tel
que X1y = Xoyu alors

(VY e H(M)): (Vx,Y)w=(Vx,Y)w.

Proposition 6.2.2. Soient M™ une variété et X,Y € H(M). Si U est un ouvert de M tel
que Y,y =0 alors (VxY),u = 0.

Preuve Soient x € U, V C U ouvert voisinage de z et f € C*(M) tels que f;y =1 et
f/ue =0, on a

fY =0
VifY = 0=X(/)Y + fVxY,

d’ou
(VxfY)e = X(F)(0)Ye + f(2)(VxY)e = f(2)(VxY)s = 0
comme f(x) =1 on déduit que (VxY), =0. n

Corollaire 6.2.2. Soient M™ une variété et Y1,Ys € H(M). Si U est un ouvert de M tel
que Yy = Yoy alors

(VX e H(M)):  (Vx¥i)w = (VxYa)w.

Du Corollaire 6.2.1 et Corollaire 6.2.2, on obtient
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Proposition 6.2.3. Soient M™ une variété et V une connexion linéaire sur M. Si U est un
ouwvert de M alors V induit une connezion linéaire sur U définie par

vV HU) x HU) — H(U)
(X,Y) — VyY

telle que B
(VxY), = (VXY)I

ou )N(~: XetY = Y sur un voisinage de x, i.e. il existe V. C U un ouvert voisinage de x tel
que X/V = X/V et Yv/V = Yv/‘/.

Proposition 6.2.4. Soient M™ une variété, V une connexion linéaire sur M et XY €
H(M). Si z € M tel que X, =0 alors (VxY), =0.

Preuve : Relativement a une carte (U, ) € atl(M,z) on a X = X'0; et Y = X709, de
la Proposition 6.2.3, V in duit une connexion sur U et on a

(VxY). = X'(2)0:;(Y?)8; + X*(2)Y?(2)(V5,0;)a
= X'(2)|0:;(Y?)9; + Y (2)(Vo,05)x
= 0.

Corollaire 6.2.3. Soient M™ wune variété, V une connexion linéaire sur M et X,Y, 7 €

H(M). Siz € M tel que X, =Y, alors (VxZ), = (VyZ),.
Le Corollaire 6.2.3 nous permet de poser la définition suivante :

Définition 6.2.2. Soient M™ une variété de dimension m et V une connexion sur M. Si
x € M alors V induit une dérivée covariante par rapport au vecteurs tangents définie par :

V:T,.MxHM) — V:T,.M
(v,Y) — V,Y =(VxY),

ot X € H(M) tel que X, = v.

Définition 6.2.3. Soient M™ une variété de dimension m et NV une connexion sur M. Soit
(01, ...,0m) la base locale de champs de vecteurs relativement & une carte (U, ¢). On a

Vo0 =Tho, (1<ij<m) (6.2)

ot Ffj € C™ appelé coefficient de Christoffel.
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Si X = X'0; et Y = Y70; relativement a la carte (U, ), alors
ViV = X [ai(Y’f) + YT | 0. (6.3)

Proposition 6.2.5. Soient M™ une variété de dimension m et V une connexion sur M. Si
(01, ..., Om) (resp. (01, ...,0m)) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement a une
carte (U, ) (resp. (V, 1)) alors

F:j = af@,ﬁ[@s(af) + aé—Ffs] (6.4)
ol
i gt op™?
aj - T O ¢
— o' ot
“OT T ¥
@)i; = (a7);'

Preuve On a 0y, = ai0; (resp. O = a0;),

Va,aj = Vafasaé-al
a; [8S(a§)8l + aé-l“fsak]
a; [8S(af) + aéFfS](?k

= a}[0s(a¥) + aiT}]ato,

(2

Proposition 6.2.6. Soie_nt M™ une variété de dimension m et NV une connexion sur M. Si
(01, ..., Om) (resp. (01, ...,0m)) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement a une

carte (U, @) (resp. (V,4)) alors

—t _ s 1—
T, = ap Al + ajalaTy, (6.5)
ot 82 k ¢ 1
g Optoy
Aij = 0xJ 0z’ °Y
Preuve On a
8 8(pk o @/)71 B
as(a?) - axs( a[[‘] © <¢Og0 1))
P(F o) Otop!
= 0xt0xI °¥)( ox*s ° %)
(o)
I
= G e Y
= alAj;
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De la formule (6.5) on obtient

=t

i af&,ﬁ[@s(aé‘?)jtaé»f‘fs]

—t _s—=1 Ak s =tk
apa;a Aj; + aja;aply;

—t¢l pk s l—tpk
akéiAlj + ajaza, 1

itk s l—tpk
= @A} + aja;a L
| ]

Définition 6.2.4. Une connexion V sur une variété M™ est dite localement plate au voisi-
nage de x € M, s’il existe une carte (U, p) € atl(M, z) tel que (Y1 <4,j,k <m): I'j; =0.

Remarque 6.2.1. Si (V1 <4,j,k <m): I'j; = 0 relativement a la carte (U, ¢) € atl(M, x),
alors pour toute carte (V,1) € atl(M,x), on a d’aprés la formule (6.5)

Tl —gtAk — at—a%k oyt
K A ko Oxiox

Définition 6.2.5. Une connexion V sur une variété M™ est dite localement symétrique au
voisinage de x € M, s’il existe une carte (U, ) € atl(M,x) tel que

0. (6.6)

;a4 . k _ 1k
(V1<i,j,k<m): I}, =T%.

Remarques 6.2.1. :Soit (U, @) € atl(M) une carte de symétrie pour la connexion V.

1) Si (04, ...,0m) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement a la carte de
symétrie (U, @), alors

V,0; — Vo,0; = (I}, = T%)0, = 0.

2) Si X = X'0, e H(U) et Y =Y79; € H(U), alors

VxY = VyX = X'0;(Y")0; — Y70;(X")0; + X'Y'V5,0; — Y/ X'V,0;
IAVE ARl k
= [X.Y]
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3) Si (V,) € atl(M,x), de la formule (6.5), on obtient

=t

itk s I—tpk
i = AL+ alaga

itk s 1=tk

= @A} + aja;a g

itk | stk

= @A} + a;aia g
=t

= T.

ij
On déduit que la symétrie est in dépendante de la carte choisie.

Définition 6.2.6. Une connexion linéaire V est dite symétrique si et seulement si
VX, Y e H(M): VxY —-VyX =[X,Y] (6.7)

1.e.

V(U.p) €atl(M): T =T% (1<ijk<m). (6.8)

it
Définition 6.2.7. Un champ de vecteurs Y € H(M) est dit parallél relativement & une
connexion V si et seulement si

VX EM): VyY =0.

Localement, de la formule (6.3), on déduit que Y est parallél si et seulement si
k ik :
K(Y")+YTy; =0, (1<ik<m). (6.9)

Si V est plate sur une carte (U, @) (i.e. T, = 0) alors Y est parallel si et seulement si Y
est constant Y =Y79;, on Y7 (1 <i <m) sont des fonctions constantes.

6.3 Tenseur de torsion

Proposition 6.3.1. Soient M™ une variété et V une connexion linéaire sur M, alors [’ap-
plication

T:H(M)xH(M) — H(M)
(X,Y) — T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y]

est un tenseur de type (1,2).
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Preuve : Soient f,g € C*°(M), on a

T(fX,Y) = VixY —VyfX —[fX,Y]

VXY =Y (/)X — fVy X +Y(f)X — fIX,Y]
— fVXY — fVyX — fIX,Y]

= fT(X.)Y)

Comme T est antisymétrique (i.e. T'(X,Y) = =T(Y, X)) alors

T(XV7 gY) = —T(gY, X)
= —T(Y, X)
= gT<X7 Y)

De la R-bilinéarité de V et [,], on déduit que T est R-bilinéaire.
n

Définition 6.3.1. Soient M™ une variété et V une connexion linéaire sur M. Le tenseur

T:H(M)x H(M) — H(M)
(X,Y) — VY —VyX — [X,Y]

est dit tenseur de torsion associé a la connexion V.
Propriétés 6.3.1. :

1) La connexion V est symétrique si et seulement si elle est sans torsion i.e. T = 0.

2) Toute connexion V localement plate est sans torsion.

3) Si (04, ...,0m) désigne la base locale de champs de vecteurs relativement a une carte
(U, ), alors

T =T\0, ®da' ® di’ = (T}, = T%)0p © dz' @ da? (6.10)

k_ mk k -
Théoréme 6.3.1. Soient M™ une variété, V une connexion linéaire sur M et p € M , alors
T, =0 si et seulement si il existe une carte (U, @) € atl(M,p) telle que

k ..
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Preuve De la formule (6.11) on déduit que la condition est suffisante.

Réciproquement : Relativement a une carte (V,¢) € atl(M,p) on a T} = Ffj _T% =o.

J
soit 'application ¢ : V' —— R™ définie par

0" (q) = [W*(q) — ¥ ()] + %T@ (P)[W'(q) = ¢ ()][¥ (9) — ¥’ (p)]
On a
@%§:OW®::&+§%@W%>¢%M 2T ) 0) — ()]
- AT + T @) - P )
—690;(;? Zovlg) = o + T3 (p) Y (a) — ¥ (p)] (6.12)

Ce qui montre que ¢ est un difféeomorphisme au voisinage de p ( puisque [8“"2;?571 oth(p)|rs =

0*ks est une matrice inversible), donc il existe un ouvert U tel que (U, ) € atl(M, p).
s 2

De la formule (6.12) on obtient

() = T2 i) =T ) = T ) (6.13
) = 0%, [ab(p)] = 1 = (2 0] (6.1

En substituant les formules (6.13) et (6.14) dans la formule (6.5)

_ —t 4k s l—tpk
= akAij + aja;a, ;.

On obtient
T.(p) = @ @M() a3 (p)at(p)at(p)Th (p)
= Al(p)+T5(p)
= T,(p) +T%(p)
d’ou

V1<i,j,t<m): Ti(p)=0.

v
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6.4 Tenseur de courbure

Soient V une connexion linéaire sur une variété M™ et f € Coo(M). Relativement & une
carte (U, ) on a

a2f o 90—1
VoVo, | = —5 555 0¢
d’ont
Vo, Vo, l(f) = Va Vo f—Vo Vo f
82f0g0_1 82f0<p‘1
= —————Oo0py————0
0xi0zI 14 O0xIioz! v

=0

= Vig,0,(f)-

En général si X,Y € H(M) alors

Vx,Vy|(f) = VxVyf—-VyVxf
= X(Y(f)) - Y(X(f))
= Vv (f)-

Proposition 6.4.1. Si V est une connexion linéaire sur une variété M™, alors lapplication

R:H(M)? — H(M)
(X7KZ) — R<X7Y7Z):[VvaY](Z)_V[X,Y](Z>
ZVXOVy(Z)—VYOVX(Z)—V[Xy](Z)

est un tenseur de type (1,3).

Preuve :

1) On remarque que R est une application 3-linéaire sur R telle que

R(X,Y,Z)=—R(Y,X,Z).

R(X,Y,Z) = —R(Y, X, Z). (6.15)
2) Si f € Coo(M) alors
R(fX,Y,Z) = V;xoVy(Z)—=VyoV;x(Z) = Vixy|(Z)
= fVxoVy(Z2) =Y (f)Vx(Z) = fVyoVx(Z) - fVixy)(Z)+ Y (f)Vx(Z)
— va (@) Vy(Z) — ny @) Vx(Z) - fV[)Qy}(Z) +
— fR(X,Y,Z)
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De la formule (6.15) on obtient R(X, fY,Z) = f.R(X,Y, Z).
3)

R(X,Y,fZ) = VxoVy(fZ)—=VyoVx(fZ)—-Vixy/(fZ)

= VxY(f)Z+Vx(fVy(Z)) - Vv X(f)Z - Vy(fVx(Z))
—Vixyi(Z2) = [X.Y](/)Z

= Y(/)VxZ+ XY (f)Z+ fVxVy(Z)+ X (f)Vy(Z2))
—X(f)IVyZ =Y(X(f)Z - fVyVx(Z2) =Y (f)Vx(Z))
—fVixn(Z) = X, YI(f)Z

= [RX,)Y.Z)+ X(Y(f)Z -Y(X()Z - [X.Y())Z

= f.R(X,)Y,Z)

Définition 6.4.1. Soient M™ wune variété de dimension m et V une connexion sur M. Le
tenseur de type (1,3) défini par

R:H(M)? — H(M)
(X,Y,Z) v R(X,Y,Z)=[Vx,Vy|(Z) ~ Vixy|(2)
= VX e} VY(Z) — Vy 9] Vx(Z) — V[X’y](Z)

est dit tenseur de courbure associ€ & la connexion V.

Relativement & une carte (U, ) € atl(M) on a

R(0,0,)0 = VoVo,0h — Vo Vooh
= V,(I5,05) — Vo, (I7,05)
= 81(ij)as - aj(rfk)a + It Ts,ﬁt It Fskat

15T VERE

= (az(rzk> — 0;(Ty,) + T35, — T, zk) 0y

d’ott les composantes du tenseur de courbure relativement a la carte (U, ) sont donsées
par la formule

Riji = [0:(T5) — 0;(T5)] + [D5,T — TiT5 (6.16)

Remarque 6.4.1. Soit (U, ) € atl(M), on a
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1) Ry = =Ry, (1<i,j.k<m).

?,

2) SiThH=0(1<4ijk<m)alorsT=0et R=0 surU.

6.5 Connexion des champs de tenseurs

On note ’ensemble des champs de tenseurs par

T(M) = @ T200) = | T (M).

rq

Proposition 6.5.1. Soient M™ une variété de dimension m et V est une connexion linéaire
sur M , alors il existe une et une seule ’application

V:H(M)x T(M) — T(M)
(X,t) — Vgt

telle que
1) Sit e TIM) et X € H(M) alors Vxt € T(M)L.
2) SiteTAM)=H(M) et X € H(M) alors VxY = VxY.
3) Si f e TO(M)=C®(M) et X € H(M) alors Vxf=Vxf=X(f).
4) Sity € THM), ty € T} (M) et X € H(M) alors

Vit @ty = (Vxti) @ by + 1, ® Vxty € T(M)™9,

p+p

5) V commute avec toute contraction CT i.e. Vo Cr=Cio V.

Preuve :
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1) Unicité : On a

i) Des condition (2),(3) et (4) on déduit que si w € TH(M) , t € T(M) , X,V € T(M)
et f e C>®(M), alors

(Vxw)(Y) = X(w(Y)) - w(VxY)

i) Site T(M), X e H(M) et f e C®(M), alors

Vx(ft) = X(/)Vx/

iii) Sit € T(M), U un ouvert de M tels que t,;; = 0 alors pour tout X € H(M) on a
(VXt)/U =0.
iv) De l'expression locale de ¢ et les conditions (2) et (4) de la proposition, on déduit

l'unicité de V.

2) Existence : Soient w € 7'(M) et X,Y € T?(M) , on pose

VxV = VxV
(Vxw)(Y) = X((Y)) —w(VxY)
%XY(@CU = (VXY)®w+Y®%Xw

Vi1 ® .Y, Qwi..w,) = ZYl (Vi) ® .Y, ®uw,..

+ZY1 ® .Y, Quw..(Vxw,) ® ..,

=1

Ce qui nous permet de définir localement v par

6 (t fit- ppa ® '--8@, ®dxj1m ®dqu) = X(¢ £ pp) i, ® .. 8 ®dx3 . @ dx”

J1--Jq Ji--Jq

HT NV (8, © .0, @ dad L @ da”)

J1--Jq

De la propriété (iii) on déduit que la définition de la connexion V est indépéndante de la
carte choisie. De la condition (2), V est une extension de la connexion V, on note alors V

par

nabla. n
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Propriétés 6.5.1 (Expression locale). Soient X = X'0; € H(M) relativement a une carte
(U, ). On a

1) SiY =Y99; € H(M) alors
VxY = X'[0,(Y*) + YT}, (6.17)

(VxY)* = X'[0;(Y") + YT} (6.18)

2) Siw = w;da? € H*(M) alors

(Vxw)(9;) = X(w(9;)) —w(Vx0;)
= X'[0i(w) — w(Vo,0;)
= X'[0;(w;) — Tlwi]
d’ou . .
(Vxw)r = X'[0:(wr) — w;T,] (6.19)
(Vo da?)y, = —T, (6.20)

3) Sit=t0; ®dx’ € T'(M) alors

= X'[0(t2)0s ® da? + £3(V5,0) ® da? + 30, @ (V,da?)]
= X'[0:(t5)0, ® da’? + t;TL0), ® da? + 51,0, ® da]

JT s
= X'[0i(t;) + 613, + 14,0, ® da*
d’ot
(Vxt); = X'[0i(t)) + 515, + 51, ] (6.21)
4) Sit=11""0, @ .0, @da... @ dwi € TIM) alors
J1---Jq P p
(V)i = XF|ouE ) +ZFz;t§i:f ...... "’+ZPks ] (6.22)

% L0 .0

ou "s” est mis dans la position " r
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Définition 6.5.1. Soit E un ensemble muni d’une lois intene commutatif +. Un cycle d’une
application f : B> — E est définit par la formule

CyCl@f(.ﬁE,y,Z) = f($?y7z) + f(Z,CC,y) + f(y,z,fl?)

Proposition 6.5.2. [Identités de Bianchi| Soient M™ une variété de dimension m et V une
connexion sur M. On a

1) CycleR(X,Y, Z) = Cycle <T(T(X, Y), Z) + (VxT)(Y, Z)>.

2) Cycle((VXR) (Y, Z,%) + R(T(X,Y), Z) * ) ~0.

Preuve On a:

1)
R(X,)Y)Z = VxVyZ—-VyVxZ— Vixy4
R(Z, X)Y = VzVxY = VxVzY = Viz Y
R(YY,Z)X = VyVzX -V;VyX — Viv,z1X

CycleR(X,Y)Z = R(X,Y)Z+ R(Z,X)Y +R(Y,Z)X
= Vx(VwZ—=V2Y)+Vy (VX - VxZ)+Vz(VxY - VyZ)
—(V[ny}Z +Vizx)Y + V[Y,Z}X)
= Vx(T(Y,2)+Vy(T(Z,X))+ Vz(T(X,Y)) + Vx[Y, Z] + Vy[Z, X]
+V2[X, Y] = (Vixy1Z + Vizx)Y + Viy,z1X)
= CycleVx(T(Y,2))+ CycleVx|Y, Z] — CycleV x y1Z

comme

= (VxD(Y,Z2)+T(VxY,Z)-T(Vx,Z,Y)

alors
CydeV(T(Y,2) = Cycle(VxT)(Y, Z) + [T(VxY, Z) ~ T(Vx, Z,Y)
+HT(VzX,Y) =T (V7 Y, X)|+[T(VyZ,X) - T(Vy, X, Z)]
= Cyce(VxT)(Y,Z) + [T(VxY,Z) = T(Vy, X, Z)]
+HT(VzX)Y) =T (Vx, 2, Y)]+ [I(VyZ, X) = T(Vz,Y, X)]
= Cyce(VxT)Y,Z) + CycleT(T(X,Y), Z) + CycleT(|X,Y], Z)
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d’autre part
CycleT([X,Y],Z) + CycleVx|Y,Z] — CycleVxy1Z
— Cyee{VixnZ = VX, Y] - [[X,Y], 2] + Vx[Y, Z] - VixnZ |

— Cycle{VxIY, 7] - VX, Y] - [[X,Y], 2]}
= —Cycle[[X,Y], 7]
= 0 (IdentitdeJacobi).

d’ott

CycleR(X,Y,Z) = CycleNVx(T(Y,Z))+ CycleVx|Y, Z] — CycleV x y1Z
= Cycle(VNxT)(Y,Z) + CycleT(T(X,Y), Z) + CycleT ([ X, Y], Z)
+CycleVx|Y, Z] — CycleV xy1Z
= Cycle(VxT)(Y, Z) + CycleT(T(X,Y), Z).

2) On a

(VXR)(Y,ZU) = Vx(R(Y,Z),U) ~ R(VxY, 2)U) — R(Y,VxZ)U) - R(Y, 2)VxU
= {VxoVyoValU = Vx oV 0 VU = Vxo VU

VVXY o VzU - VZ o vayU - V[VXY,Z]U}
VVXZ oVyU —Vyo VVXZU - V[VXZ,Y]U}

_|._
—= N

Vy 0 V70 VxU = Vz0VyoVxlU = Viyz0VxU}

=

R(T(X,Y),Z)U = R(VxY,Z)U - R(VyX,Z)U — R([X,Y], 2)

VVXY o VzU - VZ o VVX)/U - V[VXY,Z]U

W—/Q

Vva oVzU—-Vyzo VvaU - V[VYX,Z]U

Vixy)joVzU = VzoVixy)U — Vixy,21U

|
— = N
—— ——

On remarque que
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CycleVixy, 21U = Veoyaex,y,z17U =0 (Identité de Jacobi)

Cycle{VXOVyoVZU—VXOVZOVyU—VyOVZOVXU+VZOVyOVXU}
:{VXOVYOVzU—VXOVZOVyU—VYOVZOV)(U—l—vZOVYOV)(U}
+{VYOVZOVXU—VZOVy®VxU—Vz©Vx©VyU+VyOvXOVZU}

+{Vzonova—vyonovZU—vXovyosz+vXovzova
_0.

Cycle{VvXZOvYU— VYOVszU—VVYX OV2U+VZOVvny}
= {VVXZOVYU_ VYOVszU—VvYX OVzU+VZ°Vvny}
+{szy O VXU — VX o) VVZyU — VVXZ e} VYU + Vy o vazU

+{nyX o VzU — VZ o Vvny — VVZY o) VxU + VX o) szyU}
=0.

Cycle{Vx 0 ViU = Viv.z 0 VxU + Vi 0 VzU = V70 Vixy U}
—{Vx 0 VU = Vi 0 VxU + Vi 0 VU = V70 Vi U |
+{Vy 0 ViU = Vizx) 0 VyU + Viy 70 VxU = Vi 0 Viy U

+{VZ o V[Xy]U — V[Xy] o) VzU + V[Z,X] o) VyU — VY [©) V[Z,X]U}
0.

dot Cycle{(VXR)(Y, Z,U) + R(T(X,Y), Z)U} —0. .

6.6 Image d’une connexion

Définition 6.6.1. Soient M™ et N" deux variétés, V une connexion sur M et f: M — N
un difféeomorphisme. L’mage directe de V est une connexion sur N noté f,V et définie par :
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(L)xY = £u(Tpex fY) (6.23)
ou X,H € H(N).

Propriétés 6.6.1. :
1) f*[X> Y] = [f*X> f*Y]

2) Si T désigne le tenseur de torsion associé a V, alors f.T est le tenseur de torsion
associé a f.NV défini par :

(L.T)(X,Y) = f(T(f*X, [*Y))

3) Si R désigne le tenseur de torsion associé a V, alors f.R est le tenseur de torsion
associ€ a [,V défini par :

(f.R) (X, Y)Z = f.(R(f*X, [*Y) [*Z)

6.7 Exercices

Exercice 6.7.1. Déterminer toutes les conexions sur la variété usuelle R.
Exercice 6.7.2. Déterminer toutes les conexions sur la variété usuelle R?.
Exercice 6.7.3. Déterminer toutes les conexions symetriques sur la variété usuelle R?,

Exercice 6.7.4. Sur R?, on considére la connexion V définie par les matrices :

L [10 , [0 -1
F_[Ol}’ F_L 0}'
1)Calculer Vy,0; (1 <1i,j <2).

2) Soient X = yd1 + x0y et Y = xydy + y0s, calculer VxY et Vy X
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Exercice 6.7.5. Sur R?, on considére la connexion V définie par les matrices :

1710 2700
F_{OO’ P=lo o]

1)Déterminer les champs de vecteurs paralléles relativement a la connexion V.

Exercice 6.7.6. Sur R?, on considére la connexion V définie par les matrices :

1 _ 10 2 0 0
elor] o)

1)Déterminer les champs de vecteurs paralléles relativement a la connezion V.

Exercice 6.7.7. Sur R?, on considére la connezion ¥V définie par les matrices :
)

L [10 ., [10
F_[Ol}’ =100

1)Déterminer les champs de vecteurs paralléles relativement a la connexion V.

6.8 solutions

Solution 6.8.1. R est une variété de dimension 1 muni de latlas (R, Id). soit O le champ
de vecteurs base alors

Vo0 =T'(2)d

On déduit que la connexion V est définie par une fonction I' € C*°(R) est inversement.

Solution 6.8.2. R? est une variété de dimension 2 muni de ’atlas (R?, Id). soit (01,0,) la
base de champ de vecteurs base alors

Vo,0; = Ljj(2)01 + ()0,

ou Ffj désignent les coefficients de Christoffel. Donc la connexion V est caractérisée par la
donné de deux matrices de fonctions

At v ] B R
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Solution 6.8.3. De [l’exercice précédent, on déduit qu’une connexion symétrique est caracté-
risée par la donné de deuxr matrices symétriques

m=[HE e ] e ]
Solution 6.8.4. :

1)
Vo0 = TI'1,01+1%,0, =0,
Vaﬁg - F1281 + F%Qag - —82
Va0 = D10 +T2,0, =
V8282 - F%Qal + F§282 = 81

2)
VxY = Vo 120,7y01 + y0s
= yVo, (zydr + yd2) + aV, (zy0dr + yos)
y[01(zy) 01 + 2yV 9,01 + 01 (y) 02 + yV o, 05]
+x [32@9)31 + 2yVo,01 + 02(y)02 + yv8282:|
= ylyor + xydr — y0s] + x 20y + 2yds + Do + Yo |
= [y2+xy2+x2—l—xy}@l—kx[x—yQ—l—ny}ag

5)
VyX = zyV, (y0i + 205) + yVa, (yor + x0s)
= 2y[yVe,01 + 02 + 2V, 0] + y[01 + yVo,01 + V,0,]
= aylydr + 0y — x0s] + y[01 + YO, + 01
= [oy® +2y]00 + [y — 2y + 1*] 0,

Solution 6.8.5. Un champ de vecteurs Y = f(x,y)01 + g(x,y)0y et paralléle relativement a
la connexion V si et seulement st

V&YZO et V,92YIO
On a:

0 = VoY
O1(f)01 + fVo,01 + 01(9)02 + gV, 02
= Oi(f)01 + fOL + 01(9)0,
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d’ou

de méme on obtient

0 = VoV
= 0o(f)01 + fV9,01 + 02(9)02 + gV 5,05
= 0s(f)01 + 0a(g)02
d’ou Bu(f) = 0
(71) { 6‘2(9) =0

du systéeme (II), on déduit que f(x,y) = f(x) et g(x,y) = g(x).
du systeme (1), on déduit que f'(z)+ f(z) =0 et g(z,y) = g(x) = Constante.
d’ot
fle,y) = flo) = Ke™® et g(z,y) =C
amst

Y =Ke *0,+C0y, K,C€eR.
Solution 6.8.6. On a :

Vs Y =0 (O (f)+ f)O1 + 01(g)02 =0
{ szYzo — { (D2(f) 4+ 9)On + B2(g)02 =0

d’ou le systeme d’équations aux dérivées partielles :

De (3) et (4) on déduit g(x,y) = C' = Constante.
De ’éqution (2) on obtient f(x,y) = —C'y + h(x) avec indépendante de la variable y.
De ’éqution (2) on obtient h'(z)+ h(z) — Cy =0 d’ou
h(z) =Cy+ Ke™*
comme h ne dépend que de la variable x, on déduit

cC =0
g =0
f(z,y) = h(z)=Ke™
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Chapitre 7

Transport paralléle

7.1 Champ le long d’une courbe

Soient M™ une variété de dimension m et V une connexion linéaire sur M. relativement
a une carte (U, ¢), on a

VxY = X'[0;(Y") + YT} )0, (7.1)

ce qui montre que VY dépend uniquement de la valeur de X en z et de Y au voisinage de .
Si v =0';, € T,M alors
VoY =00y, (Y*) + Y7 ()05 (2))0k 0 (7.2)

Proposition 7.1.1. Soit v : I C R — M une courbe de classe C*. Si Yy,Ys € H(M) tels
que Yo~y =Yy07, alors

(Vtel): (Vi)Yo = (VimYa) -

Preuve De la formule (7.1) on obtient

(Vs Yy = Xi('y(t))[ai(yik>(7(t))+Yij:(V(t))F?j(’V(t))]ak/v(t)
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Définition 7.1.1. Soit I C R un Intervalle et v : I — M wune courbe de classe C*. Un
champ de vecteurs le long de la courbe v est une section

X:I — TM
t — X(t)GT,y(t)M

Relativement a une carte (U, ), on a

X(t) = X' (t)0:/0)

L’ensemble des champs de vacteurs le long de v est un espace vecoriel sur R noté H.(M).

Remarque 7.1.1. Si f € C°(I) et X € H (M) alors f.X € H,(M).
Exemples 7.1.1. :
1)y:tel —4(t)eTM.

2)8i X € H(M) alors Xovy:tel — X(y(t)) € TM est un champ de vecteurs le long
de .

3)X :tel — X(t) = (sin(t),—cos(t),0...,0) € T'S"M.

Lemme 7.1.1. Soit f : I — R wune fonction de classe C*>. si v : [ — R™ une courbe
de classe C™ tel %(to) % 0, alors il existent Iy C I wvoisinage de ty et une application
F:R™ — R de classe C* au voisinage de (o) tels que

(Viely): f(t)=F((1).

‘Preuve On a D (ty) = (dd—f(to),...,%(to)) # (0,..,0), soit j € {1,..,m} tel que
%J(to) # 0 du théoréme d’inversion locale, on déduit 'existence de [y C [ voisinage de
to tel que 77 : Iy — 9 (Iy) est un diféomorphisme de classe C°.

Si on pose 4 '
F=fo(y) ol :y(l) —R,

ou PJ désigne la j—éme projection. alors

(Vtely): F((t)=fo() " o P(y(t) = f(t).
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Proposition 7.1.2. [Extension de champ| Soient M™ une variété ety : I — M une courbe
de classe C* . Si X € H., un champ de vecteurs le long de v et ty € I tel que §(ty) # 0, il

existent alors Iy C I voisinage de ty et X un champ de vecteurs au voisinage de (o), tels
que :
(Vt e ly):  X(t) = X(y(t)).

X est dit extension locale de X .
Preuve Relativement a une carte (U, ) € atl(M,~(ty) on a
X(t) = X'(t)0: -

Du Lemme 7.1.1 on déduit I'existence de Iy C I ouvert voisinage de ty et des applications
Fl ..., F™ de classe C™ au voisinage de ¢(y(ty)) tels que

(V1<i<m), (Vt€ly): X'(t)=F'(por(t)).
Si on pose X = (F o ©)d; alors
(Vtel): Xonr(t)=X(t).

Remarque 7.1.2. En général le champ de vecteurs X nlest pas définit globalement
v —ma — R?
s — ((2cos(s) — 1)sin(s), (2cos(s) — 1)cos(s))
v est une courbe telle que v(3) = v(55) = (0,0), (§) = (-3 —3) =V, et Y(-3) =
(=2, 8) = 1.

27 2

Pour X (t) = 4(t), il n'existe pas de champs de vecteurs X € H(M) tel que X = X o .

De la Proposition 7.1.1 et la Proposition 7.1.2, on peut définir la restriction d’une connexion
suivant une courbe.

Définition 7.1.2. Soient M™ une variété et V une connexion sur M. Soitv: I CR — M
une courbe de classe C*°, la restriction V., de la connexion V a H.(M) est définie par :

Vo i Hy (M) — H, (M)
X — V,X

tel que B
(Vo XD = Vi X

o X est une extension de X au voisinage de ~(t).
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FiG. 7.1 — Courbe vy

Proposition 7.1.3. Relativement & une carte (U, ¢) € atl(M), si X(t) = X"(t)0;/y) alors

dxE  dy
—(t
g O+

(VX = | (X (T (1(8)) | O/ee

ol Y =g’ o,

Preuve Soit Y une extension locale de X. De la formule (7.2) on obtient

(V. X)e = (Vm))?)
- % (0.7 (2(8) + Y (OIS ((1(E) | Oy
'a(Ykogo_l)
ox’ dt dt

_ :%(yk o (1)) + CZ vi ((v(t))FZ((v(t))} Or/(+(t)

=[S0+ DO ()] e

De la Proposition 7.1.3 on déduit

Propriétés 7.1.1. :Soit X,Y e H.,, f e C°(R et A\ € R, on a
1) V(X+XY)=V, X+ V.Y, (R—linéaire).

2)V,(fX)=fX+ fV,X (formule de Leibnitz).
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Définition 7.1.3. Soient M™ une variété de dimension m ety : I C R — M une courbe
de classe C*. Un champ de vecteurs X € H(M) est dit parallel si

V. X =0.

Localement, X € H., (M) est parallel si et seulement si pour toute carte (U, ) € atl(M),
on a :
dX*®  dy

— +
dt dt
Proposition 7.1.4. Soient M™ une variété de dimension m et v: 1 C R — M une courbe
de classe C°. Sity € I etv € Ty, )M, alors localement il existe un unique champ de vecteurs

X € H\ (M) tels que :

XTfoy=0, (1<k<m). (7.4)

ot v = v'0;.

Preuve Localement si v = v'0;y, et X (t) = Xi(t)9;/y), de la formule (7.4) on obtient
le systeme d’équations différentielle :

dx* &y ik _
S T E X Toy=0, (1<k<m).

Xg’f) =k
ie.
( X! X!
al | =—aw| o
Xm Xm
< (7.5)
X! vl
| () =
L Xm v
ou A(t) = <dJ; (t)I%; 0 'y(t)> . Le systéme admet 'unique solution définie par
ik
X! vt
(6 = expl~ [ At
Xm o™
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La Proposition 7.1.5 nous permet de poser la définition suivante :

Définition 7.1.4. Soient M™ une variété de dimension m ety : 1 C R — M une courbe
de classe C™°. Si ty,t; € I. Le transport paralléle le long de la courbe v est une application
notée 1, définie par
Ty Ty M — Tye)M
v — X(t1)

ou X € H(M) tel que V,X =0 et X(to) = v.

Lemme 7.1.2. Soient I =|a,b|[C R, A,Be€ C>®(I, M,,(R)) et
X(t) = AD)X()
Y(t) = A@)Y (1)

deux systémes d’équations différentielles tels que

(Vt€lty,b]) : A(t) = B(t).
Si X (t) (resp. Y(t)) est une solution du systéeme (7.6) (resp. (7.7)) tel que X (ty) =Y (to)
alors

X ttobl = Y fto,b[-

Preuve Soit X I’application définie par

X Ja,bf — R™

S o [ X(t) sit€lato]
t — X(t)—{ Y(t) sit€ [t

Puisque X (fo) = Y (to) on déduit que X est continue sur Ja,b[. Comme A = B sur [to,b]
alors X est différentiable sur |a, to[U]to, b[ telle que :
X = X()=A0X(0) = ADX(®), (Vt€la,to])

X = Y(@)=BOY () =AY () =ADX({®), (VtE]to,b])

d’autre part on a
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i (R0 = K0 = i 00 - V)
= Y(to)
= B(ty)Y (to)
= A(to)X (o)

X(t) = alt)X(t), (Vt€la,b])
X(to) = X(to)

donc X et X sont deux solution du systéme d’équations différentielles (7.6) avec la méme
condition initiale X (t9) = X (to), en vertu de I'unicité de solution on déduit que

(Vit€la,b)): X(t)=X(t).

(VEelto,b)): X() =Y.

Du Lemme 7.1.2, on obtient la proposition suivante

Proposition 7.1.5. Le transport paralléle ne dépend que de lavaleur de v sur [tg, 1]

i.e. Sty la,b[— M et vy :|c,d[— M sont deuz courbe de classe C* tels que :

1. [to, t2] Cla, b[N]e, d
2. V/lto,t1] = V2/[to,t1]

alors 7y, et o définissent le méme transport paralléle, T, = T.,.

Définition 7.1.5. Soient M™ une variété de dimension m ety : [a,b] C R — M une courbe
de classe C'™. Le transport paralléle le long de la courbe v est définie par

T, TyoM — T,pM

v — T)
ot 7y est une courbe classe C* qui prolonge v & un interval |c,d[D [a, b].

D’apres la Proposition 7.1.5, cette définition est indépendante du prolongement choisi.
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Définition 7.1.6. Soient M™ une variété de dimension m ety : [a,b] C R — M une courbe
de classe C'™° par morceauz, i.e.

dag,...,ap €a,b]: a=ay<..<a,=b

tels que
(Vie{l,...,p}): % =Y 14 [Gi-1, 0] — M declasse C*

Le transport paralléle le long de la courbe w est définie par

L TywgM — TypyM
v — L) =T,0..0T,(v)

Définition 7.1.7. Soient M™ wune variété de dimension m et w : [a,b)] C R — M une
courbe. La courbe inverse de w est une courbe parcourus dans le sens inverse de w, notée w=!
et définie par

wlifa,b] — M
t — wlt)=wla+b-1)

Fia. 7.2 — Courbe Inverse

Définition 7.1.8. Soient M™ une variété de dimension m, v; : [a,b] C R — M et v, :
[b,c] C R — M deuz courbes tels que ~,(b) = ~(b). Le recollement de v, et o est une courbe
notée oy, et définie par
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Y271 ¢ [CL, C] — M

1(t) sitela,b]
t — 7271@):{ 32@) site (b

Théoréme 7.1.1. Soient M™ une variété de dimension m etw : [a,b] C R — M une courbe

de classe C* par morceaux, alors T, : T, qyM — T,wyM est un isomorphisme linéaire tel
que T, =T,-1.

Preuve :
1) Linéairité de 7, :

Soit vy, v € Ti)M et X1, Xo € Hy (M) tels que
VoX1=0, V,Xo=0, Xi(a)=uv et Xs(a)=uy
si A € Ralors X7 + AXs € H, (M) tel que

Vo(X1+AX2) = VX +AVoXo =0
Xl(@) + )\Xz(a) = v+ )\’Ug

d’ou
To(v1 + Avg) = (X7 4+ AX5)(b)
= X, () AY ()
= T,(v1) + AN, (v9)

2) Soit v € TiyyM et X € H, (M) tels que V,X =0 et X(a) =v. On pose

X:telab — X)) =X0b+a—t) € Hyr(M)

Localement on a p 41
w' (¢
WX = — X"(t
(VoX) = 2XH0) + 22

X7 ()T (w(t) =0
d’ou

(Vo X), = i(X’“(a +b—1))+ iwi(a +b— )X (a+b— ) (wla+b—1))

dt dt
dx* dw’ i

= ——(a+b—t)) - —-(a+bd-)X (a+b—t)Ik (w(a+b—t))
dXF dw? y .

- _7(5)_ dt (s)X (S)Pij(w<5))

= _(vwX)s

= 0.
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ol s = a+b—t. Comme X (a) = X(b) alors
T o T(v) = T (X)) = T+ (X)) = X(b) = X(a) =0
de méme si w = X (a), on obtient
T, o T, (w) = TUX () = Tu(X(a) = X(b) = X(a) = w

Définition 7.1.9. Le transport paralléle est dit absolu le transport entre deux points de la
variété M est indépendant de la courbe qui les relies. i.e. si y,w : [0,1] — M sont deux
courbes de classe C'™° par morceaux tels que

{ 7(0) =w(0) =21 € M
y(1) =w(l) =22 M

alors
T,-1T.

Théoréme 7.1.2. Soit M™ une variété de dimension m. Alors M admet un transport paral-
lele absolu si et seulement si H(M) admet une base globale de champs de vecteurs.

e 3Xq, ., Xy € H(M) tels que ¥V & € M, (X1/z,..., Xmyje) est une base de T, M.

Preuve Si (Xj,....,X,,) est une base de H(M), on pose
Vx,X; =0, (1<i,57<m),
V définie une connexion sur M telle que si Y = Y'X; € H(M) et Z = Z7X; € H(M), on a
VyZ =Y'X;(Z7)X;

Soient w une courbe définie sur [0,1], v = w(0) € Ty), Z € Ho, et Z € H(M) tel que
Z ow = Z. Relativement a une carte (U, ¢) € atl(M,w(0)) on a :

wi — gpiow
o) = 2000
dt v

7 = 7'X;
Z(t) = Z'(t) X

0; = ank
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VowZ = (Vd—(t)ank Zij)w(t)

donc le systéme

s’écrit
L(Z(t)=0 (1<i<m
Z7(0) =7
qui est indépendant de la courbe w et qui a pour solutions les fonctions constantes Z7(t) = v7.
Inversement, soient xg € M et vy, ..., v,, une base de T, M. Pour i € {1,..,m}, on pose

X, M — TM
r — Xi(z) ="7T,(v)

ot w : [0,1] — M est une courbe de classe C*° par morceaux telle que w(0) = zg et w(1) = x.
Puisque le transport paralléle est absolu alors la définition des champs de vecteurs Xy, ... X,
est indépéndante du choix de la courbe w. Comme 7, : T, M — T, M est un isomorphisme
linéaire, ondéduit que (X;(x),...X,(x)) est une base de T, M. "
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Chapitre 8

(éodésique

8.1 Courbe géodésique

Définition 8.1.1. Soit M™ une variété différentiable de dimension m munie d’une connexion
linéaire V. Une géodésique est une courbe v: 1 C R — M. telle que

Vtel): (V,4)() =0.

La courbe ~v est dite aussi autoparalléle.

Proposition 8.1.1. Une courbe v: I C R — M est une géodésique si et seulement si pour

toute carte (U, ) € atl(M), on a
T+ S

dt? dt dt

OTE) =0, (1<k<m). (8.1)

ij

Preuve Relativement a une carte (U, ) € atla(M) on a

Vi) = ¢Font)
y(t) = %(t)@/v(w

De la formule (7.4) on obtient

(TN =0 = 2(T)i)+ CZ OBt =0, (1<k<m).

Pr Mustapha Djaa 2017-2018




8.1 Courbe géodésique 131

d’ou

Proposition 8.1.2. Soient M™ une variété différentiable de dimension m munie d’une
connexion linéaire V, xo € M et v € T, M. Il existent alors une unique géodésique 7y :
| — €, ¢[— M wverifiant :

(V’ﬂ/) (t) =0,
gl (()()]): x, (8.2)
4(0) =wv

P+ D OB OTE(E) =0, (1< k<m),
5(0) = v,

En vertu du théoréme d’existence et d’unicité des équations différentielles, le sytéme (I)
posséde une unique solution au voisinage de 0.

Théoréme 8.1.1. Soient M™ une variété différentiable de dimension m munie d’une connexion
linéaire V et xg € M. Alors l’ensemble

N:{UGTxOM; Je>1)ety]—eel— M, C™ . 7(0) = o, } (8.4)
5(0) =0

est un voisinage topologique du vecteur nul (0) de l’esapce vectoriel de dimension fini Ty, M .
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Preuve :

1) Siy:t e R — 7(t) = o € M désigne la courbe constante passant par z, alors
0=4(0) € T,,M ce qui montre que le vecteur nul est un élément de N (0 € N).

2) Si M = R™ alors le systéme d’équations différentielles

d?XF dXPdXT
+ Iy
dt? dt dt ¥
est équivalent au systéme

=0, (1<k<m)

Xk =Y+ (1<k<m),
(8.5)
4yk = —yiyirt

R
En vertu du théoréme d’existence, d’unicité et de differentiabilité de solutions des équa-
tions différentielles, ils existent € > 0, V' C R™ voisinage de xq, W C R™ voisinage de 0 et

V] —eexVxW — R™xR™
(t,%,y) — w(t,x,y) = (wl(taxvy)aw2(tax7y)>

tels que ¢ est une solution du sytéme (1) i.e.
Lap(t, 2, y) = ol 2, ),
St a,y) = =itz )it e )T (b e,y), (L<k<m)  (86)
(0,2,9) = (v,9),

Si on désigne par

Vi — €€ — R™
t— p(t) =t zo,y)

wy:l—-,-[ — R™

b wy(t) = ()

ouy € W et s €]0, ¢ alors
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(0) =
Vy(0) =y
V7% = 0.
wy(0) = x
Wy(0) = sy
Vo, by =

ce qui montre que s.WW C N (£ >1).

Dans le cas d’une variété M™, relativement a une carte (U, ) on considére la connexion
V = fi(V) sur R™ et on a N = @} (N).

8.2 Fonction Exponentielle

Soit Ny C N un voisinage de 0 € T,,, M. La fonction exponentielle sur M est définie par

Ezxp,, : Ny — M
v Eapy,(v) = 7(1)

ol v, est une courbe verifiant (8.4).

Y.(1)=Exp.(V)
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Remarque 8.2.1. La courbe constante v :t € R — ~(t) = xg € M est une courbe verifiant
la formule (8.6) telle que 4(0) = 0, on déduit que Exp,,(0) = xo.

Théoréme 8.2.1. La fonction Exp,, : No — M est un difféomorphisme d’un voisinage de
0e€ T, M dans un voisinage de xo € M.

Preuve Relativement a une carte (U, ) € atl(M, x), si

U= (Vq,¥,) ;] —€€[xU, xU, — U, xU,
(th?y) — (lpl(tax;y)anQ(taxyy))

désigne la solution de 1’équation (8.5),
Xk =Y+ (1<k<m),

dyvk _ i ik
Alors, en vertu de 'unicité de solution on obtient

U(t,z,0) = (¥y(t,,0),0)
Uy(t,2,0) = 0. (8.7)

D’autre part
Eape,(v) = 7(1) = ¢~ 0 Wi(1, p(20), Py (v))-

Ce qui montre que Fxp,, est une application de classe C*°. Si on pose

F:U,xU, — U,xU,
(X,Y)) — (Y, YYD (X),...YYI(X)

alors

ov . .
E(ta z, y) - (\P2(tv z, y)v \Ij(ta z, y)%\P?(ta z, y)]I‘fj(\If(t, T, y)))

= F(U(t,z,y)).

() = D1an(2)
= D(xo,o)(Fo\I/)

= D\If(t,xo,o)FOD(mo,o‘I’)
= D(XO,O)FO D(xo,O\Ij)
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ou Xo = ‘Ifl(t,ilfo,()).

Si on note

- 0 Idgn
F = Dixon)F = { Y }

0 O

alors D ;0¥ est une solution de I'equation

29 =F90
ot
{ ®(0) = Idgem (8.9)

En effet comme ¥(0,z,y) = (x,y) alors D(;,0)¥(0) = Idgem. Comme F"=0(VYn>3), des
solutions de I'equation différentielle (8.9) on obtient :

_( DxWi(t,z,y) DyUi(t,z,y)
DxWy(t,z,y) DyVs(t,z,y)

ce qui montre que Dy Wy (1, x,0) = Id est un isomorphisme linéaire donc Wy (1, zg,y) est
un difféomorphisme au voisinage de y = 0.

DoV (t) = exp(Ft) = Id +tF = ( Id tId )

0 Id

Comme
Uy (1, w0, y) = ¢ 0 Expy, 0 @, (y),

on déduit que Exp,, est un difféomorphisme au voisinage de 0 € T,,, M.
]
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8.3 Interprétation géométrique de la torsion et de la cour-

bure

Soient V,W € TpM, on désigne par vy (reps. vy ) la courbe géodésique passant par P et

de vecteur directeur V' (rep. W)

?w(y}"'
\, Yv(t)
Tw(t) H(t)
W / Kwlu)
T(u)
“--.
P—Tﬂﬂ) Ywl(0) j
F1G. 8.1 — parallélogramme de Torsion
Les courbes vy, yw, 7y €t 7y sont solution des systéemes suivants :
VVV/VV =0 V'VW/VW =0
(51) ¢ w(0)=V (52) ¢ w(0) =W
’Yv(O) =P ’yw(O) =P
(53) ¢ 7 (0) = X (u) (54) 3 7w (0) = Xv (1)
Fv(0) = (u) Fw (0) = yw (1)
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ou Xy € H,,, et Xy € H,, sont solutions des systémes

Vo Xy =0 V., Xw =0
(S5) (S6)
Xy(0) =V Xw(0) =W

1. Obstruction de la Torsion

Du développement limité des courbes autoparalléles, on obtient :

s s dyy
T (t) = WW(O)Hd—;V(O)

— PS4t

Xp(t) = X0+ SL0)

S s 7 d’yj
= V* =13, X,(0) d;V(O)

= Vol Viwd

o) = o) 4 T
Torlw) = F(0) +u ()

=y (t) +uXy (1)

d’ou
Fi(u) = P +tW* +uV?® — tuFfj(P)Vin (8.10)
De la fagon on obtient

T (t) = P*+uV?® + tW* — tul's,(P)W'V/ (8.11)
Des formules (8.10) et (8.11) on obtient :

Tii (w) = 7 (8) = tu(T5(P) = T3,(P) ) WV (8.12)

Ce qui montre que

(Fw(w) =7 (1)) =T =0 (8.13)
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ou 7' désigne le tenseur de torsion associé a V. Donc la torsion est une obstruction a la

fermeture du parallélogramme (Fig 8.1).

2. Obstruction de la Courbure

\?W\M//Mﬂ
,_/' N

P=Y(0)= Ywi(0)

F1G. 8.2 — parallélogramme de Courbure

Soient les transports parallele 7y et 7Ty, définis par

T\/ZTPM — TqM
v — Ty(v) =T

Yvv

(v) =7

ouq= 7\/(75)-
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ol ¢’ =y (u).
Soient z € TpM, Y € 'H,,, et Y € Hx,, tels que :
(ST7) (58) ¢
Y(0) ==z Y(0) =Y(¢t)
Du développement limité a ordre 1 de Y et Y, on obtient
A . dy”*
Y*(t) = Y?(0) +tW(O)
= X —Il(P)W/ (8.14)
dy"
Yiw) = Y(0) +t—-(0)
—i, Ay
= YH() =l (w ()T (0) = (0)
= Y*(t) — ul}, (”yw(t))Vi(O)X‘j/(t) (voir systéme (S4)) (8.15)
En remplagant (8.14) dans (8.15), on obtient
Vk(u) =2° —tI3(P) "W — uFfj(ny(t))Vi(O)X{'/(t) (8.16)
Du développement limité a I'ordre 1 de I';;, on obtient
ML) = Th(P)+ 1 () D
“ " Js dt
ork.
= IL(P)+ ta—:(P)WS (voir systéme (S2)) (8.17)
D’autre part, des systémes (S5) et (S7), on obtient
Y' = 2 W (8.18)
XL(t) = VI, VW (8.19)
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En substituant les formules (8.17), (8.18) et (8.19) dans (8.16), on obtient

Y'(u) = 2F—trk 2w — uFsziVj + tuFf}Fimsz"Vj
b . ork, o
+ tul' 51, VW2t — tua—WszZVJ (8.20)
s
si on note :
Yw(u) = Tiw(2) = Y(u)
alors
YI;V(u) = P Tk — uFsziVj + tuFiji,msz”Vj
fi , ary; o
LT, VW — WV (8.21)
s

En faisant intervertir ¢t avec u et V avec W, on obtient d’une fagon analogue :

—k

Yo(t) = 25 —ulk 2"V —(Th2' W9 4 tulhTY, 2V W
k 1j : ary,; o
U WV = fug SV (8.22)
S

ou
Yy(t) = Tv(2)
Si on suppose que la connexion V est sans torsion (i.e. 7' = 0), alors d’aprés la formule
(8.13) on a

Tw(w) =Fv(t)=q=4d et Tw(z), Tv(z) € T,M.

Par suite on obtient

Tw(z) — Tv(2) = Yip(u) = Yy()

=tz VW (kD = ThI0) + (G2 - =) |
= tu(RE,W'VI2")  (voir formule (6.16)).

Jin
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Ce qui montre qu’au voisinage de tout point p € M on a :

ou R désigne le tenseur de courbure associé a V.
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